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Vollständige und allgemeine Lüsung eines Grund- 
problems der Potentialtheorie. 


Von 


J. R. Schütz in Güttingen. 
Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 8. Dec. 1894. 


1. Einführung des Problems. 


Als ein Grundproblem der Potentialtheorie stellen wir folgen- 
des hin: 

» Ës soll eine im Innern eines vorgegebenen Bereiches ‘R 
willkürlich vorgeschriebene Funktion ® — (welche dort übri- 
gens der Gleichung 49 — ®, genügen mag) — ebendaselbst durch 
Integrationen, die sich lediglich über die Oberfläche des betrach- 
teten Bereiches erstrecken, d.i. durch Rand-Integrationen, 
analytisch hergestellt werden.“ 

Durch die Untersuchungen von Green, Gauss und Dirich- 
let, sodann C. Neumann und Kronecker, ist dieses Problem 
für den sehr bevorzugten Fall prinzipiell gelôst, da8 die Funktion ®,, 
und durch eine Untersuchung des franzôsischen Physikers Mathieu 
für den Fall, daB die Funktion 44, überall im Innern des Be- 
reiches À verschwindet!). Die vollständige Lüsung dieses Pro- 
blems wird uns hier durch die Aufstellung einer vielleicht auch 
für funktionentheoretische Betrachtungen allgemeinerer Art nütz- 
lichen Grundgleichung ($ 6) gelingen, in welche zwei Stellen- 
zeiger k und # eingehen; sie geht in den Green’schen Satz 
über für # — 1 und n — 3; in die diesem entsprechende In- 
tegralgleichung Mathieu’s für 4 — 2 und n — 3, bezw. 2; und 
in die Kronecker’s für 4 — 1 und ein beliebiges #. Diese Grund- 


1) Eine übersichtliche Darstellung sowohl der Mathieuschen als auch 
aller übrigen für die theoretische Physik belangreichen Potentialfunktionen ist in 
dem soeben erschienenen Compendium der theoretischen Physik von W. Voigt 
gegeben; ich verdanke der Lektüre dieses Abschnittes die Anregung zur Nieder- 
schrift der obigen Resultate, welche ich im weiteren Verfolge eines Magneti- 
Sirungstheoremes vor längerer Zeit erhalten hatte. 


Kgl. Ges. d, W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895, Heft 1, fl 
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gleichung lehrt, daB, bei Erfüllung einer einzigen nothwendigen und 
hinreichenden Bedingung, die Oberfläche dieses Bereiches 
immer auf eine und nur auf einzige Art mit Masse 
belegt werden kann, deren (verallgemeinerte) Poten- 
tialfunktion überall im Innern dieses Bereiches mit 
der Funktion ® sich deckt; .und sie lehrt auch, diese Mas- 
senbelegung zu finden. 

Vor Aufstellnng und Anwendung dieser Grundgleichung sind 
in den nächstfolgenden Artikeln 2—5 zunächst einige vorbereitende 
Schritte zu erledigen. 


2. Willkürliche Festsetzungen und Bezeichnungen. 


Wir sagen, eine Funktion ®(x,...x,) der n Variabelen x,...x, 
verhalte sich innerhalb des Bereiches F,(x,...x,) <0 regulär bis 
zur 1. Ordnung, wenn sie daselbst überall eindeutig und nebst 
ihren ersten Derivirten endlich und stetig verläuft; wir nennen sie 
regulär bis zur 2. Ordnung, wenn dasselbe Kriterium nebstdem 
auch auf die Funktion ®,(x,...x,) — 4 zutrifit, u.s.w.f. All- 
gemein nennen wir die Funktion ® im Bereiche F, <0 regulär 
bis zur kten Ordnung, wenn jede der Funktionen ®, ®, = A6, 
D, — A®,... bis D, — A%,, überall im Innern eindeutig und 
mit je ihren ersten Derivirten endlich und stetig verläuft. Voll- 
kommen regulär aber nennen wir die Funktion ® dann, wenn 
dieses Kriterium nicht zu gelten aufhôürt, wie gro8 immer auch die 
Ordnungszahl k gewählt werden môge. (Vgl. hiezu $ 5). 

So ist z.B. die Newton-Dirichlet’sche Potentialfunktion räum- 
lich verteilter Massen überall im unendlichen Raume regulär min- 
destens bis zur 1. Ordnung, und sie ist vollkommen regulär über- 
all dort, wo die Newton’sche Dichtigkeitsfunktion verschwindet ; 
die Mathieu’sche Potentialfunktion ist überall regulär mindestens 
bis zur 2. Ordnung, vollkommen regulär aber dort, wo die 
Mathieu'sche Dichtigkeitsfunktion verschwindet. 

Wir nennen ®, die te Delta-Ableitung der Funktion ® und 
schreiben symbolisch ®, — 4*®; auch die Funktion ® schreiben 
wir zuweilen in diesem Symbol D = ®, = A, 


3. Erweiterung des Dirichlet’schen Eindeutigkeits - Prinzipes. 


Wir werden im Nachstehenden folgender Erweiterung des 
Dirichlet’schen Prinzipes bedürfen, von welch letzterem wir nur 
die Eindeutigkeits-, nicht zugleich auch die Existenzial- 
Aussage adoptiren: 

» Ës giebt nur eine einzige Funktion ®(x,...x,), 
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welche im Bereiche F,(x,,...4)<0 folgenden Bedin- 
gungen genügt: 

1) sie ist überall daselbst regulär bis zur #ten 
Ordnung; | 

2) ibre Werte ®, sowie die Werte ihrer (4—1) er- 
Sten Delta-Ableitungen ®, ®,...®. sind an der 
Oberfläche s des Bereiches vorgeschrieben:; 

8) ihre %te Delta-Ableitung ®, ist im Innern des 
Bereiches vorgeschrieben.“ 

Durch diese Bedingungen ist nämlich, wie sich aus dem Di- 
richlet’schen Prinzipe direkt ergibt, zunächst neben ®, auch die 
Funktion ®,., überall im Innern des Bereiches eindeutig be- 
stimmt. Durch (4—2)malige Wiederholung dieses Beweisverfah- 
rens gelangt man zur Evidenz des hingestellten Satzes. 


4. Vollständige Integration der linearen homogenen Differenzial- 
gleichung (2%)ter Ordnung 
1) DIT, PT) (TE. a) 
unter eindeutig vorgeschriebenen Grenzhedingungen. 


Es soll nun das soeben bewiesene Eindeutigkeitsprinzip zur 
Herstellung des vollständigen Integrals der an die Spitze dieses 
$S gestellten Differentialgleichung benützt werden; in derselben 
ist ®, eine willkürliche Funktion der Variabelen 4, ...x,, die 
keinerlei Stetigkeitsbedingung zu genügen braucht, während sie 
im Allgemeinen überall endlich und eindeutig sein soll. 

Es ist von vornherein bemerkenswert, da8 Kronecker, 
welcher diese Differentialgleichung für den Spezialfall & = 1 all- 
gemein integrirt hat, den Fall der zweidimensionalen Mannigfal- 
tigkeit, d.i. der Ebene, aus seinen Betrachtungen ausschied, 
weil dieser Fall seiner allgemeinen Formel sich nicht unterordnet; 
er verweist hinsichtlich desselben auf die Untersuchungen C. N eu- 
mann’s über das logarithmische Potential. Von unserem 
allgemeineren Standpunkte aus betrachtet, der den Zusammenhang 
der Potentialfunktionen in einem helleren Lichte erscheinen läfit, 
erweist sich diese Ausnahmestellung des Falles » — 2 als so 
wenig nothwendig, dal sie sich sogar als hôchst unnatürlich dar- 
stellt. Wenn wir überhaupt eine Classifizirung eintreten lassen 
wollten, so würde lediglich eine Unterscheidung der Mannigfaltig- 
keiten gerader von solchen ungerader Dimensionenzahl einen 
berechtigten Sinn haben. Um die Einheïtlichkeit und Allgemeinheït 
der Lôsung zu fôrdern, wollen wir aber durch einen Kunstgriff 
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bewirken, daB eine einzige Formel die vollständige Lüsung so- 
wohl für gerad- als auch für ungeraddimensionale Mannigfaltigkei- 
ten leistet. 

Folgendes stellen wir als diese Formel hin : 


G(.….s)= "5 > fae[s Ses ED “+D(2HeS (e-8))]M 
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(F0<0) 
Die Grôken Q, sind hierin # von einander unabhängige will- 
kürliche Oberflächenfunktionen, die wir die allgemeinen Dichtig- 
keitsfunktionen nennen künnen. Die Z, sind beliebig vorgeschrie- 


bene ZahlengrôBen. Das Zahlenprodukt TL (m5) ist mit 


AusschluB des verschwindenden Faktors zu verstehen, welcher bei 


geradem »# für den Stellenzeiger m — . auftreten würde. 


Der Faktor D, ist abkürzend gebraucht für den Ausdruck 


+o : 
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in welchem man eine Spielart des Dirichlet’schen discontinuirlichen 
Faktors erkennt; D, erhält man, wenn man bhierin den Stellen- 
zeiger à durch # ersetzt. 

Die oben hingeschriebene Funktion hat folgende Differenzial- 
Eigenschaften : 

a) sie ist regulär mindestens bis zur (k)ten Ordnung; 

b) bei jeder Delta-Ableitung derselben verschwindet aus der 
Formel je eines und immer nur je eines der 4 Oberflächen- 
integrale und demzufolge auch je eine und immer nur je 
eine der % willkürlichen Oberflächenfunktionen Q,; (bildet man 
demnach successive die Grüken ®, ®', ®... d'_., so erhält man 
k Integralgleichungen, durch welche jede der Funktionen ®! von 
jenen und nur von jenen Funktionen Q, abhängig erscheint, 
deren Stellenzeiger ki ist; hiedurch ist zufolge $ 8 eine ein- 
deutige Beziehung zwischen den eben genannten # Delta-Funktio- 
nen einerseits und den # vwillkürlichen Oberflächenfunctionen an- 
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dererseits festgelegt, so daf, wenn eine dieser beiden Funktionen- 
reihen vorgeschrieben ist, die andere hiedurch eindeutig mitbe- 
_stimmt ist; ob sie zugleich auch bestimmbar ist, ist eine beson- 
dere Frage, die hier, wo es sich nur um den Eindeutigkeits- 
beweïs, nicht um den Existenzialbeweis für die Lüsung (2) handelt, 
nicht berührt zu werden braucht); 

e) die (kite Delta-Ableitung der Funktion & hat überall im 
Innern des Bereiches den vorgeschriebenen Wert ®,(x,...x,). 

Zufolge c) ist die Function (2) überhaupt ein Integral der 
Gleichung (1); zufolge a) und b) und mit Rücksicht auf 8 3 ist 
sie das vollständige Integral derselben, bei den eindeutig vorge- 
schriebenen Grenzwerthen ®'!). 

Zur Erläuterung bemerken wir hier noch folgendes: Die Auf- 
stellung der Gleichung (2) entspricht für den Spezialfall n — 8, 
k — 1 ganz dem Gauss-Dirichlet’schen Satze, nach welchem 
sich die Newton’sche Potentialfunction innerhalb eines abgegrenzten 
Raumes durch die Summe eines Oberflächen- und eines Voluminte- 
grals, beide von der Form des Newton’schen Potentiales, darstel- 
len lasse. Der Integrand des Volumintegrals wird uns später ($ 7) 
die Handhabe für einen ausgezeichneten Fall unserer Grundglei- 
chung in analoger Weïse liefern, wie dies bei der elementaren 
Green'schen Gleichung durch die specielle Potentialform 1/r be- 
werkstelligt wird. 


5. Discussion der Formel (2) für vollkommen reguläre Funktionen. 


Wir dürfen zwei Arten von vollkommen regulären Funktionen 
unterscheiden; jene der ersten Art sind dadurch ausgezeichnet, 
dañ irgend eine Delta - Ableitung derselben, z.B. die (k)te, ver- 
schwindet; es verschwindet dann das Volum-Integral in der Gleich- 
ung (2) und die Function ® erscheint ausgedrückt durch eine 
endliche Summe von Oberflächenintegralen, die über die Begren- 
zung des Funktionsbereiches F,<0 zu erstrecken sind. 

Auch bei vollkommen regulären Funktionen zweiter Art, bei 
welchen keine Delta-Ableitung von endlicher Ordnungszahl ver- 


1) Man kann, wenn man so will, zu der Funktion (2) noch beliebige Glieder 
e—=k—1 n ê 
von der Form > Al> CHA hinzufügen, worin die À, willkürlich vor- 
ï TN) 1 
* geschriebene ZahlengrüBen sind; im Prinzipe ist es überflüssig, dies zu thun; in 
praxi aber kann man durch derlei passend gewählte Zusatzglieder die Conver- 
genz der Entwicklung günstig beeinflussen. Man darf übrigens diese Zusatzfunk- 
tionen ebensowohl dem Integranden des Volum-, als jenen der Oberflächeninte- 


grale hinzufügen. 
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schwindet, künnen wir eine solche Reïhenentwickelung eintreten 
lassen; aber die OATERe derselben ist offenbar an die Bedin- 
gung Fer 


nm 
La 


dus DE 

4) De SET (n à) (Fo'< 0) 
1—(—1)  1+(-19, es 

par nage per 


worin W eine endliche angebbare Grôfe ist. 

Nach der im $2 gegebenen Festsetzung einer vollkommen re- 
gulären Funktion mu8 D, endlich bleiben; wir kônnen jetzt diese 
Festsetzung schärfer dahin präzisiren, da wir sagen: Die te 
Deita-Ableitung einer vollkommen regulären Funktion darf 
für den limes Æ æ co hôchstens von einer Ordnung unendlich wer- 
den, die um mindestens eine Ordnung kleiner ist als jene, von 
welcher der Fakultäten-Koëfficient der Formel 4 verschwindet. 

Beschränken wir uns nun auf die Betrachtung solcher Integral- 
bereiche, die entweder von nur endlicher Ausdehnung sind, oder 
an deren unendlich fernen Stellen ®, jedenfalls verschwindet, so 
nähert sich bei Zugrundelegung einer vollkommen regulären Funk- 
tion der limes 4 unbegrenzt dem Werte W — 0, und es ist dem- 
zufolge dann unsere Reïhenentwicklung nicht nur convergent, son- 
dern sie stellt auch die Funktion D(x,...2x,) vollständig dar. 


ES te,-E)] 


6. Aufstellung der Grundgleichung. 


Wir wollen nunmehr eine allgemeine Methode für die Her- 
stellung dieser Reihenentwicklungen angeben und dadurch zugleich 
auch den Existenzialbeweis für dieselben erbringen. Hiezu stellen 
wir eine sehr allgemeine Beziehungsgleichung zwischen #fachen 
und (#—1l)fachen Integralen zweier Funktionen auf, die sich im 
Bereiche F, <0 mindestens bis zur ten Ordnung regulär verhalten. 

Es seien ®(x,...x,) und #(x,...x,) diese zwei Funktionen der. 
nVariabelen x,...x,. Dann stellen wir folgende Beziehungsgleich- 
ung auf: 


gr AP 
.d y — S _. k=i—1 
b) ff fa. x,[® P.] à, Pr — IN | 


(€ 0) 

Hierin bezeichnet d/4N die Re nach der in das Gebiet 
F, <0 hineingerichteten Oberflächen-Normalen. 

Links steht ein nfaches Integral, zu erstrecken. über das In- 
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nere des Gebietes F, <0, rechts eine Ægliedrige Summe von (#—1)- 
fachen Integralen, zu erstrecken über die Oberfläche F#, = 0 des- 
selben Gebietes. Setzt man % — 1 und n — 3, so liefert die 
Gleïchung (5) den bekannten Green’schen Satz; setzt man & = 1 
und läft x allgemein, so erhält man die Verallgemeinerung, welche 
Kronecker dem Green’schen Satze gab, und welche wir hier s0 
schreiben : 


6) IDE - pp) = 1 Car sys 
(Fo< 0) (Fo = 0) 

Zu einer sehr bemerkenswerten Spezialisirung, welche zum 
Taylor'schen Lehrsatze in interressanter Beziehung steht, gelangt 
man noch, wenn man # allgemein läft und n — 1 setzt. | 

Wir wollen die Gleichung (5) nicht direkt beweisen, sondern 
annehmen, sie sei bis zur Ordnungszahl £ bereits bewiesen und 
wollen dann zeigen, daB sie auch für die Ordnungszahl (4+ 1) Gel- 
tung besitze. Dieses Verfahren liefert ersichtlich zugleich einen 
strengen Beweis für die Gleichung (5) selbst, deshalb, weil sie für 
k — 1 in die von Green, bezw. Kronecker bewiesene Gleichung (6) 
übergeht. 

Es seien U und V zwei bis zur Ordnungszahl (4 +1) regu- 
läre Funktionen; dann sind die Funktionen U und V, — 4V jeden- 
falls beide bis zur Æten Ordnung regulär. Wir dürfen daher in 
der als bewiesen betrachteten Gleichung (5) D = U und S —V 
setzen, wodurch wir erhalten 


et Vs s AU 
D falur-nu= "TS faluSi-r, heal 
(Fo < 0) (F5 = 0) 


Andererseits sind die beiden Funktionen U, — AU und V 
jedenfalls regulär bis zur ersten Ordnung; wir dürfen sie daher 
ohne weiteres in die Green’sche Gleichung (6) so substituiren, daf 


wir darin ® — U, und # — Y setzen; wir erhalten 

AU, 

8) four ART) = fa(ur ce 
(F<0) (Fo = 0) 


Durch Addition der Gleichungen (7) und (8) ergibt sich er- 
sichtlich 


d 
9 fæcun.-ru.)= 5 fa(ute-n), 


(Fo < 0) (7 = 0) 


wodurch das Theorem bewiesen ist. 
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7. Ein ausgezeichneter Fall der Grundgleichung. 


Nunmehr substituiren wir in die Gleichung (5) für # die 
durch das Volum-Integral der Gleichung 2 gelieferte Funktion 


D He Re os 
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während wir unter D(E ...Ë,) eine Funktion verstehen, welche in 
den Variabelen £, dieselbe Rolle spielt, wie die Funktion d(x,...x,), 
für welch letztere wir die Reïhenentwicklung suchen, in den Varia- 
belen x, Wir wollen vorerst aus der vorgegebenen nfachen Man- 
nigfaltigkeit eine beliebig kleine und beliebig gestaltete Mannig- 
faltigkeit M ausschalten, welche so construirt sein soll, daB sie 
den Punkt x, — Ë,, (p — 1...n), ganz umschlieft Dann hat 
für das gesammte übrig bleibende Restgebiet À die oben hinge- 
schriebene Funktion # die Eigenschaft, vollkommen regulär zu 
sein; bildet man nämlich ihre kte Delta-Ableitung, so verschwindet 
dieselbe für alle Punkte dieses Restgebietes. Demnach muB auch 
das über dasselbe Gebiet erstreckte Integral 


for.s..….s 
R 
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verschwinden. Für die sehr kleine Mannigfaltigkeit M, welche 
den singulären Punkt x, — £, umschliefit, bedarf dieses Integral 
einer besonderen- Untersuchung, welche in voller Allgemeinheit 
von Kronecker durchgeführt wurde. Hier findet sich 


11) Jovee. .E) = D(,...æ), 


und die Gleichung (5) erhält demzufolge durch die Substitution 
der beiden genannten speciellen Funktionen % und ® die Form 


dy: ad: 
) D Ü k—i—1 's k—1—1 
(ti, D fée (e. …E)= me Hi IN y aN | 
(F'< 0) = 


Für vollkommen reguläre Funktionen erster Art, deren (k)te 
Delta-Ableitung verschwindet, ist das linksstehende Volum-Inte- 
gral gleich Null und demnach (x, ...x,) durch die rechtsstehende 
endliche Reïhe von Oberflächenintegralen dargestellt. Für voll- 
kommen reguläre Funktionen zweiter Art setzt sich diese Rei- 
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henentwicklung ins Unendliche fort, und sie convergirt und stellt 
zugleich die Function ® vollständig dar, wenn 


lim dv FE, 
& =) 
(Fo < 0) 
verschwindet, eine Convergenzhedingung, welche mit der Bedin- 
gungsgleichung (4) ersichtlich üibereinstimmt, wenn man in dieser 
Di; 0setat: 

Als die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, daf 
sich eine willkürliche Funktion ® im Innern eines vorgegebenen 
ganz im Endlichen liegenden Bereiches als eine verallgemeinerte 
Potentialfunktion von Massen, die nur an den Oberflächen des Be- 
reiches vertheilt sind, darstellen lasse, hat sich uns somit fol- 
gende ergeben: 

die Funktion ® muk sich überall im Innern des 
Bereiches vollkommen regulär verhalten. 

Die Massenbelegung selbst ist in formaler Hinsicht von zweier- 
lei Art; denn es ist jedem partikulären Bestandtheile #* der 
Potentialfunktion oder, wenn man so will, jeder partikulären 
Kräftefunktion eine schlichte Massenbelegung von der Dichtig- 
keit ie 


k—i—1 
aN 

zugeordnet. 

Wir bemerken noch abschlieBend, dañ wir von der Funktion 
D von vornherein nichts anderes vorausgesetzt haben, als daB von 
ihr angebbare Ableitungen bis zur (2k)ten Ordnung existiren, so- 
wie da sie mit diesen eindeutig ist. Wir haben also insbesonders 
nicht vorausgesetzt, daB sie eine analytische Funktion ist, und 
es gelten daher die drei Hauptsätze unserer Untersuchung, welche 
in den Gleichungen 2, 5 und 12 ausgesprochen sind, eben so wohl 
auch für jede beliebige nicht-analytische Funktion, sofern 
sie sich nur in dem betrachteten Bereiche bis zur Ordnungszahl 
k regulär verhält. Erweist sie sich aber daselbst als vollk o m- 
men regulär, im Sinne der Artikel 2 und 5, so verbürgt die 
Existenz unserer Reihenentwickelung an sich den analytischen 
Charakter der Funktion innerhalb des Convergenzbereiches der 
Reïhe. 


s 
k—i—1 


und eine Doppelschicht von dem Momente ® 


8. Physikalischer Rückblick. Ein Fernewirkungsprinzip. 


Die Verallgemeinerung, welche die Aufstellung der Formeln 
(12) und (2) dem Potentialbegrifle gibt, ist so weitgehend, dai es 
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nützlich zu sein scheint, uns dieselbe durch eine physikalische 
Veranschaulichung näher zu bringen. 

Wir wollen unter einem continuirlichen physikali- 
schen Systeme ein materielles System von der Eigenschaft 
verstehen, da8 seine physikalischen Koëfficienten (z. B. der elek- 
trische Widerstandskoëffizient, Wärmeleitungskoëffizient, Magneti- 
sirungskoëffizient, Dielektrizitätskoëffizient u. dgl. a.m.), sowie de- 
ren Derivirte continuirliche Funktionen der Raumkoordina- 
ten sind, die auch überall endlich bleiben. In solchen Systemen 
spielen sich alle denkbaren stationären physikalischen Erscheinun- 
gen so ab, da die Differenzialgleichungen, durch welche sie darin 
beschrieben sind, durch Funktionen integrirt werden, welche in 
jedem Falle die Form der Entwicklungen (12) und (2) 
besitzent) 

Wir stehen auf dem Standpunkte einer Nahewirkungs- 
theorie, wenn wir die physikalische Differentialgleichung 
als vorgängig hinstellen und der Theorie die Aufgabe zuschieben, 
diese Differentialgleichung unter vorgeschriebenen Grenzbedingun- 
gen zu integriren. 

Wir stehen dagegen auf dem Standpunkte einer Ferne- 
wirkungstheorie, wenn wir einen vorgängigen Potentialan- 
satz ganz von der Form der Entwicklungen (2) und (12) aufstellen 
und der Theorie noch die Aufgabe übrig lassen, die hierin auftreten- 
den Dichtigkeitsfunktionen der Oberflächenmassen so zu bestimmen, 
daB den Randbedingungen genügt wird. In dem speziellen von 
der Theorie am meisten bevorzugten, in der Natur wahrscheinlich 
niemals streng realisirten Falle, da8 die physikalischen Koeffizien- 
ten des Systems als vollkommene Constanten vorausgesetzt 
werden dürfen, erweisen sich diese Dichtigkeitsfunktionen sämmt- 
lich gleich Null, mit Ausnahme der mit dem Stellenzeiger 1 be- 
hafteten ; es entspricht dies dem in diesem speziellsten Falle regel- 
mäRig auftretenden Newton’schen Potentialansatze im drei-, dem 
logarithmischen im zwei- und dem Kronecker’schen im #-di- 
mensionalen Raume. 


1) Für nicht-stationäre Vorgänge treten die Q, noch als willkürliche Funk- 
tionen der Zeit auf. 

Gôttingen, mathematisch-physikalisches Insitut der Universität, 
November 1894, 


Zur Theorie der ternären quadratischen Formen 
mit ganzen complexen Coefficienten. 


Von 


Robert Fricke in Braunschweig. 


Vorgelegt am 22. December 1894 von H. Weber. 


Die nachfolgende Untersuchung schlieBt sich an zwei Noten 
zahlentheoretischen Inhalts an, welche in den Nachrichten von der 
Kgl. Gesell. d. Wiss. No. 19 (1893) und No. 2 (1894) publiciert 
sind; es sollen diese Noten kurz als N. I und N. IT citiert 
werden. 

In N. I wurde die Gruppe der ganzzahligen unimodularen 
Substitutionen der ternären quadratischen Form (pe—gzi—re) in 
sich behandelt. Hierbei sollten p, q, r positive ganze Zahlen ohne 
quadratischen Teiler sein, und es waren weiter je zwei unter den 
drei Zahlen p, q, r gegen einander teilerfremd. Die Gruppe jener 
ternären Substitutionen lieferte in bekannter Uebertragung eine 
eigentlich discontinuierliche Gruppe von Substitutionen: 


a+ 6 
yé + Ô ? 


(1) LS aù—By = 1 
mit reellen Coefficienten; und es wurde das vollständige Bildungs- 
gesetz dieser Coefficienten in N. I entwickelt. 

Die damalige Darstellung ist folgender Verallgemeinerung 
fiähig. Es sei & irgend ein imaginärer quadratischer Kôrper 
und o das System der in demselben enthaltenen ganzen Zahlen. 
Es seien ferner p, q,r drei in 0 enthaltene Zahlen, von denen wir 
folgendes voraussetzen: Die drei Hauptideale op, 0q, or sol- 
len durch kein Quadrat eines Primideals teilbar 
sein, wobei o nicht mit zu den Primidealen gerechnet ist; es 
sollen überdies keine zwei unter jenen drei Idealen 
durch ein und dasselbe Primideal teilbar sein. Es 
würde môüglich sein, an Stelle von w, 0q, or drei beliebige Ideale 
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p, a, t obiger Eigenschaften anzunehmen, wodurch die vorliegende 
Entwicklung die Allgemeinheit von N. II gewinnen würde, nur 
da8 dort ein beliebiger reeller Kürper nt* Grades, hier ein ima- 
ginärer quadratischer Kôrper & zu Grunde liegt. Indessen würde 
mit der Hereinnahme der Ideale p, q, r die Beziehung auf die so- 
gleich einzuführende quadratische tèrnäre Form, wenn auch nicht 
unmôglich gemacht, so doch erschwert. 

Es werde nun mit jenen ganzen complexen Coefficienten p, q,r 
die quadratische Form: 


(2) f(e) — péi— gere 


gebildet, wobei die nur im reellen Gebiete gültige Arteinteilung 
in definite und indefinite Formen hier natürlich in Fortfall kommt. 
Die z, sind hierbei als complexe Variabele anzusehen. 

Wir bezeichnen weiter mit: 


(8) CA ce 4, 2 + AE 2 + 2e 


eine unimodulare ternäre Substitution mit irgend welchen com- 
plexen Coefficienten, welche die Eigenschaft besitzt, die Form f(z,) 
in sich zu transformieren. Wir erhalten die continuierliche Ge- 
samtgruppe aller dieser Substitutionen, wenn wir für die neun 
Coefficienten À,, das schon in N. I benutzte Schema einsetzen : 


L (+ + y + 0°), NL (8478), neo 


2 Vp 
Vo Vr 
ay + BÜ), aù ; —— (ay — Bd), 


de (HP 0)), ee (aB—yd),  z(&—B—7" +0), 


wo à, B, y, Ô vier willkürliche, nur an die Bedingung «0 — By — 1 
gebundene, complexe Parameter sind. Diese ternäre conti- 
puierliche Gruppe ist isomorph auf die Gruppe der unimodularen 
Substitutionen (1) mit beliebigen complexen Coefficienten bezogen. 

Man wolle nunmehr alle diejenigen Substitutionen 
(8) aussondern, deren Coefficienten ganze complexe 
Zahlen des quadratischen Kôrpers & sind. Diese 
Substitutionen bilden eine eigentlich discontinuierliche 
Gruppe; es künnen sich nämlich unter ihnen keine infinitesimale 
Substitutionen finden, da der absolute Betrag einer ganzen Zahl 
von &, als Quadratwurzel einer ganzen rationalen Zahl, niemals 


ternäre quadratische Formen mit ganzen complexen Coefficienten. 13 


unendlich klein werden kann. Auch die zugehôrigen £-Substitu- 
tionen werden eine eigentlich discontinuierliche Gruppe bilden; 
aber wir werden wegen der complexen Coefficienten «, B, y, à erst 
in dem über der £-Ebene gelegenen Halbraume einen endlichen 
Discontinuitätsbereich der Gruppe erwarten dürfen; wir werden 
es also im allgemeinen mit Polyedergruppen zu thun haben. 

Um das genaue Bildungsgesetz der Gruppe der £-Substitu- 
tionen in Erfahrung zu bringen, ist wenigstens immer dann, wenn 
die Anzahl der Idealclassen in & grôBer als 1 ist, ein Gedanken- 
gang einzuschlagen, der als Combination von N. I und N. II an- 
zusehen ist. 

Zuvôrderst entnehmen wir aus den vier Gleichungen: 


Antdu = 0 +0, À,+1— 200, A,—A4, = +7 
mel = 2By, 
daR (« + 0) und (B + y) ganze Zahlen des Kôürpers & sind. Wir 


nennen diese vier ganzen complexen Zahlen À, B, C, D und haben 
alsdann für «, 8, y, à folgende Darstellung: 


_ VA+VB _ VO+VD 
à ER AC | B = De A 
“ C+VD VA-VE 
cer 


Die ganzen Zahlen À, B, C, D genügen der Bedingung: 
(5) A—-B+C-—-D = 4; 


überdies ist für die Ganzzahligkeit von À,,, 4, AÀ,, das Bestehen 
der Congruenzen: 


(6) Az=B=Cz D, (mod.2) 


hinreichend und notwendig. 
Die Bedingungen für die Ganzzahligkeit von À,, und À, in 
S gewinnt man durch Discussion der Gleichungen : 


PDAs GE FA, eo Vor Ch, DT qu 14, + Vor CD, 


welche die Darstellungen von À,, und 4,, in À, B, C, D vermit- 
teln. Es folgt, daB pr AB und pr CD Quadrate ganzer Zahlen in 
& sein müssen. Da aber pr durch kein Quadrat eines Primideals 
teilbar ist, so müssen alle Primideale von pr in ungerader Potenz 
in AB aufgehen, und der Quotient von AB und pr ist in & rein 
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quadratisch. Indem man die letzte Gleichung ebenso discutiert, 
kommen die beiden Gleichungen : 


(7) AB = pr:0i, CD = pr:0, 
wo a und a, Zahlen in o sind. Man findet nun: 
AA, —r#(a,—a;), 24, po To), 


und da p und 7 relativ prim sind, so ist für die Ganzzahligkeit 
von À, und À,, noch erforderlich, dann aber auch ausreichend, 
das Bestehen der Congruenz: 


(8) a = d, (mod. 2). 


Die zwei Paare noch übrig bleibender Coefficienten der ter- 
nären Form geben zu folgenden Gleichungen AnlaB: 


DAS is JA SE Vpq AD, LAC; A Vpg BC, 
— À, DE FA 5 Var AC, QA3s En rA,, TE Var BD. 


Jedes dieser beiden Gleichungspaare ist genau so gebildet, 
wie die beiden obigen Gleichungen für À,, und 4, Infolge der 
über p, q, r anfänglich gemachten Voraussetzungen wird sich dem- 
nach die eben bereits vollzogene Discussion Schritt für Schritt 
wiederholen. Für die Ganzzahligkeit der neun Coeffi- 
cienten À,, in & ist hinreichend und notwendig, daf 
die vier den Bedingungen (5) und (6) genügenden 
ganzen Zahlen 4, B, C, D von v zu den folgenden 
sechs Gleichungen AnlaB geben: 


{ AB = pra, ACTU, AD = qgp-c, 


9 
@) | CD = pr.0, BD = rq-b}, BC = qp° 6, 


WO 4&,..,@ sechs Zahlen aus 0 sind, die den Con- 
gruenzen: 
(10) 4 = à, b, = b,, CG = C,, (mod, 2) 


genügen. 

In einigen Fällen ist das Bestehen der Congruenzen (10) be- 
reits durch die Congruenzen (6) gewährleistet. Ist erstlich die 
Grundzahl 4 des Kôrpers & ungerade, so ist 02 das Product 
zweier verschiedenen Primideale oder selbst ein Primideal, je nach- 
dem 4 modulo 8 mit 1 congruent ist oder nicht. Sind nun p, q 
und r gegen 2 relativ prim, so folgen offenbar die Congruenzen 
(10) aus (6) durch Vermittlung der Gleichungen (9). Hingegen ist 
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nur eine oder gar keine unter den Congruenzen (10) überflüssig, 
falls eine oder (im Falle 4 = 8h+1) zwei unter den Zahlen p, 
q, r gegen 2 nicht relativ prim sind; freilich kann man hier zu- 
meist den Modul 2, auf welchen sich die Congruenzen (10) bezie- 
hen, noch reducieren. Ist 4 gerade, so ist 2 das Product zweier 
associierten Zahlen für 4 — —4 und 4 = —8; allgemein aber 
ist 02 Quadrat eines Primideals, welches e genannt werden soll. 
Mag nun eine oder keine der Zahlen p, q, r durch e teilbar sein, 
stets folgt aus (6) durch Vermittlung von (9) nur erst: 


4 = 4,, b, = b,, C = C0, (mod. e), 


so da8 die Congruenzen (10) nicht überflüssig sind. 

Die weiter folgende Behandlung der Gleichungen (9) gestaltet 
sich ganz ähnlich, wie die der entsprechenden Gleichungen in N. IT. 
Indem wir der Allgemeinheit wegen zunächst annehmen, dak in @& 
die Anzahl der Idealclassen = 1 ist, zerlegen wir die Hauptideale 
vA, 0B,.. in ihre Primideale. Dabei sei a*. das hôchste in 04, 
b* das hôchste in vZ aufgehende Quadrat ete. Die übrig bleiben- 
den Faktoren teilen wir jeweils in vier neue Faktoren p, q, r, 8, 
von denen die ersten drei bez. in p,g,r aufgehen, während 8 prim 
gegen pgr ist: 

0A = p,qr,8, a’, 0B = p,qt, 8 D”, DOC 


Indem man alsdann die Gleichungen (9) in Ansatz bringt und dis- 
cutiert, ergeben sich für die vier Hauptideale 04, 0B, oC, 
oD die nachfolgenden Darstellungen: 


A = p,qr,8:a, 0B — p,q,r,8-b?, 


Eù oC — Pit: 8 É oD — p,q tr, $- d”, 


MATE). 0,000 — 10, 1,7, — orirsend dréi Zerle- 
gungen dieser Hauptideale sind. Das Ideal 8 als gemein- 
samer Teiler von À, B, C, D teilt zufolge (5) die Zahl 4 und also 
auch 2, da wir annahmen, daf 8 durch kein Quadrat eines Prim- 
ideals teilbar ist. Für 7 = 5 (mod. 8) hat man demnach die bei- 
den Môglichkeiten 8 — 0 und 8 — 02, für 4 = 1 (mod.8) aber 


die vier Fälle 8 — 0, —e,, —e,, — 02, wenn e, und e, die beiden 
Primideale von 02 sind. Endlich sind für gerades Z die beiden 
Fälle môglich 8 — 0 und 8 — e, wo wie oben e — 02 ist. 


Eine Ergänzung erfordern die Gleichungen (11) nur für den 
Fall, da8 eine oder mehrere unter den Zahlen À, B, C, D ver- 
schwinden. Ist eine derselben gleich Null, so fällt die betreffende 
Gleichung (11) aus; die übrigen drei Gleichungen aber beweist 
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man durch Discussion der drei nicht ausfallenden Gleichungen (9). 
Verschwinden zwei unter den Zahlen À, B, C, D, so mu man 
die betreffenden Gleichungen (11) auslassen; die beiden anderen 
beweist man durch Discussion der einen noch übrig bleibenden 
Gleichung (9). 

Ist die Anzahl der Idealclassen in & gleich 1, so kann man 
pb, q,-.. direct durch ganze Zahlen p,, q,,.. von & ersetzen und 
schreibe zugleich links À statt 04 ete. Man wird offenbar zu den 
Substitutionen vom Typus: 


an 6, Can +0 Var) Vase (VAR + aVRr) Vas 
(—eVpir, GE d\p,r,) Va,s + (aVp, r — 0 Vr,r.) Vas 


und von der Determinante 4 geführt, womit die Verallgemeinerung 
der in N. I unter (10) und (11) angegebenen Substitutionen ge- 
wonnenist. Da p,,q,...Zahlen eines quadratischen Kürpers sind, 
so hat man es hier (sowie natürlich auch falls die Anzahl der 
Idealclassen = 1) mit Polyedergruppen zu thun, deren Sub- 
stitutionscoefficienten biquadratische Irrationalitäten ent- 
halten. — 

Zur Erläuterung des vorstehend entwickelten allgemeinen An- 
satzes betrachten wir als eines der einfachsten Beispiele den Fall 
p = 3,,q —r = 1, während & der Kôrper von der Grundzahl 
—4 sein soll, d.h. der Kürper der Zahlen a +1b, in welchem die 
Anzahl der Idealclassen gleich 1 ist. Die hier eintretende Gruppe 
liefert nun eine reguläre Einteilung des 6-Halbraumes in Pen- 
taeder, wobei die fünf Seiten des Pentaeders Symmetriekugeln 
der Gruppe sind. Ein erstes unter den Pentaedern fixieren wir 
durch Angabe der in der 6-Ebene gelegenen Grundkreise X,, 


Co) RES (RUES 
(K) (—14+ V3) (E +) —(1+ V3) = 0, 
( 


K) (2—V3)(£ +) — 26 —(2 + V3) = 0, 
K) (—1+ V8) (E + n°) — 2€ — 2 V3 n + (1 + V2) = 0, 


wobei £ = Ë£ +in gesetzt ist. Es ist hierbei gleich von der Er- 
weiterung der Gruppe durch Spiegelungen Gebrauch gemacht. Die 
in unserer Gruppe enthaltene reelle Untergruppe ist die Gruppe 
ERA AUS 

PROS. 
welche ich in den Mathem. Annalen Bd. 38 p. 68 untersucht habe; 


des Kreisbogendreiecks mit den Winkeln 
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dieselbe läft sich erzeugen aus den drei zu K,, K,, K, gehôrenden 
Spiegelungen, und es gehôürt ihr, als Polyedergruppe aufgefalt, 
eine Einteilung des Halbraumes in dreiseitige Prismen zu. Durch 
Zusatz der zu K, und X, gehôrenden Spiegelungen entspringt die 
gesamte Gruppe. Von den beiden zu diesen Kreisen gehürenden 
Halbkugeln hälftet die erste das einzelne Prisma, die zweite end- 
lich vollendet die Eingrenzung des Ausgangspentaeders. Uebrigens 
kann die Lage des Kreises ÆX, in folgender Weïse beschrieben 
werden. In der oben erwähnten Dreiecksteilung ist der Punkt 


=: Der Schnittpunkt der Kreise À, und X, und Mittel- 


punkt eines aus zwülf Dreiecken bestéhenden regulären Sechsecks ; 
der Kreis X, ist diesem Sechseck umgeschrieben. 

Von den Neigungswinkeln der Seiten des Pentaeders bestimmen 
sich drei, nämlich die von X,, K,, K, herrührenden, aus der Drei- 


ecksteilung zu Setzen wir die zu X, gehôrende Seite 


OR PE 
FH : 
hinzu, so kommen drei Neigungswinkel S hinzu. ÆEndlich liefert 
der Zusatz von X, drei weitere Neigungswinkel _ _ _ Unter 
den sechs Ecken des Pentaeders ist eine parabolische Spitze ent- 
halten, welche die £-Ebene in € — (2+ V3): trifftt Die übrigen 
fünf Ecken liegen im Innern des Halbraumes und entsprechen in 
bekannter Weise regulären Kugelteilungen. Es kommen bei un- 
serem Pentaeder nur Ecken vom diëédrischen Charakter vor, und 
zwar sind die Ordnungen der betreffenden diëdrischen Untergrup- 
pen 4 bez. 8, 8, 12, 12. Nach bekannten Regeln schlieft man, 
da das beschriebene Pentaeder nach dem Symmetriegesetz ver- 
vielfältigt zu einer regulären Einteilung des Halbraumes Anlañ 
giebt, und da zugleich die damit entspringende Gruppe nicht mehr 
in einer umfassenderen gleichfalls eigentlich discontinuierlichen 
Gruppe als ausgezeichnete Untergruppe enthalten sein kann. 

Wir combinieren nun die zu X, gehôrende Spiegelung mit den 
vier Spiegelungen von X,,..,K, Es entspringen alsdann als 
Erzeugende der noch nicht durch Spiegelungen erweiterten Gruppe 
die vier Substitutionen, welche wir jeweils nur durch Angabe ihrer 
Coefficienten fixieren: 


7: V3+1 1 2+V3) [1+iV3 1+1V3; 
tie " V2 V2 V2 V2 Spa El 
0, —5/? | -V8+1 | |-2+V8 1} |-1+V3 1—iv3 


TEE V2 “V2 V2 ° V2 
2 


K. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Heft 1. 
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Als die vier Erzeugenden der ternären Gruppe ent- 
sprechen ihnen die Substitutionen : 


Le 0 D 2 le 
0, de ( , EE ( ; 
Need NOR del E 


4, 1, —2 1, 1+40,, —1+i 
8,0, —2 |, | 3— 834, 3, —1 + 31 |. 
6, 2, —3 8 +31, 1 + 3i, —3 


Dieselben sind unimodular und ganzzahlig in &, und sie transfor- 
mieren in der That die quadratische Form (3 4—425—42;) in sich 
selbst. — 

Man kônnte vermuten, daB der am Eingang zu Grunde gelegte 
Kôrper & vom zweiten Grade durch einen reellen Kürper dieses 
Grades oder vielleicht auch durch einen Kôrper hôheren Grades 
ersetzt werden dürfte, und da8 alsdann analoge Entwicklungen 
gelten môchten. Formal genommen ist dies auch der Fall. Indes 
sind die entspringenden Gruppen wenigstens im allgemeinen nur 
erst uneigentlich discontinuierlich ; und dies bat seinen Grund in 
dem Vorkommen ganzer Zahlen innerhalb jener Kôrper, deren 
absolute Beträge unter jeder Grenze der Kleinheit liegen. 

Dagegen giebt es eine andere Verallgemeinerung der vorste- 
henden Entwicklungen, welche darin besteht, da man die hier be- 
nutzten Principien auf die im zweiten Teile von N.II untersuchten 
quaternären Formen anwendet. Diese Formen lieferten I. c. Poly- 
edergruppen, deren Substitutionscoefficienten quadratische Irratio- 
nalitäten enthielten. Die Erweiterung durch Zugrundelegung eines 
imaginären quadratischen Kôrpers wird auf biquadratische Irratio- 
nalitäten führen. Doch verlangen die Einzelheiten dieses Ansatzes 
durchaus eine besondere Untersuchung. 


Braunschweig, den 11. December 1894. 


Ueber bakterielle Ausscheidungserkrankungen 
des Nierenmarks. 


Von 


J. Orth. 
(Vorgelegt am 31. December 1894.) 


Wiederholt habe ich in meinen Lehrbüchern!) wie in beson- 
deren Mittheilungen ?} auf das Vorkommen einer besonderen Form 
von metastatischen Eiterherden im Nierenmark hingewiesen, welche 
zwar im AnschluB an eine Verunreinigung des Blutes durch Eiter- 
kokken entstehen, also im weiteren Sinne hämatogene Erkrankun- 
gen darstellen, aber nicht einer Anhäufung der Organismen im 
Innern von BlutgefäBen oder einem Austritt derselben aus den 
Gefäken an Ort und Stelle ihre Entstehung verdanken, sondern 
durch Anbhäufung von Organismen im Lumen von Harnkanälchen 
(Sammelrühren und Schleifen), oft in Grestalt von fürmlichen Bakte- 
riencylindern, bewirkt werden. Die Organismen fehlen bei frischen 
Herden in dem Gewebe, liegen vielmehr ausschlieflich frei in dem 
Lumen der Kanälchen, ja man kann sie in solchen finden, welche 
noch kaum selbst Veränderungen darbieten oder solche in ihrer 
Umgebung erkennen lassen, welche insbesondere noch um die 
Organismen herum den zusammenhängenden Epithelbesatz zeigen. 
An ein Eindringen der Organismen aus der Umgebung durch die 
Tunica propria kann-also gar nicht gedacht werden, sondern die- 
selben miüssen von der Rinde her, ähnlich wie die Harnsäurekugeln 
bei dem Harnsäureinfaret mit dem Harn in das Mark eingeschwemmt 


1) Pathol. anat. Diagnostik I. Aufl. 1876 S. 200, V. Auf. 1894 $S. 350; 
Lebrb. d. spec. path. Anat. IL, 1. Lfg. 1889 $. 64 u. 188. 

2) Virchow’s Arch. 59 $S. 534, 1874; Arch, f. wiss. u. prakt. Thierhlk. 1877 
S. 21; Naturforschervers. Bremen 1890 s. Deutsche med. Woch. 1890 No. 44; 


Arbeiten aus d. path. Institut in Gôüttingen, Festschrift für Virchow, 1893 $S. 77. 
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worden sein, wo sie dann durch ihre Vereinigung bzw. ihr Heran- 
wachsen zu grôBeren Haufen stecken geblieben sind. Die durch 
sie erzeugten Krankheïtsherde haben eine längliche, streifenfôrmige 
Gestalt, kônnen in allen Abschnitten der Markkegel ihren Sitz 
haben ‘und treten oft in mehrfacher Anzahl in demselben Kegel 
auf. Mikroskopisch nimmt der Bakteriencylinder das Centrum des 
Herdchens ein und solange es noch nicht zu einer Einschmelzung 
des Gewebes und AbsceBbildung gekommen ist, sieht man nicht 
selten um die Organismen zunächst eine necrotische Zone (bei 
frischer Untersuchung oft noch mit Verfettung der Epithelzellen), 
auf die dann erst weiterhin die Zone der eitrigen Infiltration mit 
oder ohne hyperämischen Hof folgt. 

Ich habe solche Herdchen nicht nur dann gefunden, wenn 
gleichzeitig in der Rinde AbsceBchen vorhanden waren, von denen 
aus Organismen in Harnkanälchen -hätten gelangt sein kônnen, 
sondern auch in solchen Fällen, wo selbst die sorgfältigste mikrosko- 
pische Untersuchung keine grôberen Veränderungen in der Rinde 
enthüllte, so daB ich zu der Ansicht kommen mufñite, es kônnten 
Organismen vom Blute aus durch die gar nicht oder doch nicht 
in grôberer Weise veränderten Glomeruli in das Lumen der ge- 
wundenen und mit dem Harnstrom in die graden Kanälchen gelan- 
gen, um erst von da aus grôbere Veränderungen im Nierengewebe 
zu erzeugen. Dadurch rechtfertigt sich die von mir benutzte Be- 
zeichnung Ausscheidungsherdchen. 

Es liegt mir nun fern zu behaupten, da8 alle MarkabsceRchen 
bei hämatogener eiteriger Nephritis auf solche Weïse entständen, 
— warum sollte es nicht auch im Mark die gewôhnlichen, von 
den Blutgefäfien ausgehenden metastatischen Eiterherdchen geben—, 
aber ich habe die Ausscheidungsherdchen so häufig bei Endocar- 
ditis ulcerosa, Thrombophlebitis septica, Osteomyelitis, Erysipelas 
etc. gefunden, da ich nicht daran zweifelte, da auch andere 
Untersucher sie finden würden, und ich würde nicht mehr auf die 
abgethane Sache zurückgekommen sein, wenn ich nicht aus einer 
neuerlichen Publikation von v. Wunschheim!), dem 1. Assi- 
stenten am pathologisch-anatomischen Institute an der deutschen 
Universität in Prag, ersehen hätte, da es doch nothwendig ist, 
nochmals für meine Anschauung in die Schranken zu treten und 
die unzureichenden Angaben v. Wunschheim’s zu vervollstän- 
digen. Ich gehe dabei auf die bakteriologische Seite der Frage 


1) v. Wunschheim, Z. Aetiologie der Nephritis suppurativa, Ztsch. f. 
HIk. XV, 1894. . 
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hier nicht näher ein, sondern beschäftige mich nur mit der mor- 
phologisehen und auch mit dieser nur insoweit als die Markherde 
in Betracht kommen. 

v. Wunschheim hat seiner Meinung nach 16 Füälle von 
ascendirender Pyelonephritis, darunter 5 mit Staphylokokken bzw. 
Streptokokken und unter diesen wieder 4 mit secundärer Pyämie, 
und 8 Fälle von eïitriger metastatischer (haematogener) Nephritis, 
darunter 5 durch Staphylokokken oder Streptokokken bewirkte, 
untersucht und kommt zu dem Schlu8, da8 die ascendirende Pye- 
lonephritis und die metastatische eitrige Nephritis sich leicht von 
einander unterscheiden liefen, da abgesehen von dem klinischen 
Verlauf und den sonstigen anatomischen Befunden auch die Nieren- 
herdchen ganz charakteristische Verschiedenheïiten darbôten. Da 
meine Angaben sich zunächst nur auf solche Abscesse, welche 
durch Staphylo- oder Streptokokken erzeugt werden, beziehen, so 
lasse ich die, für die vorliegende Frage zunächst irrelevanten, von 
der Verschiedenheit der Mikroorganismen abhängigen Abweichun- 
gen in den besonderen entzündlichen Veränderungen mikroskopi- 
scher Art bei Seite und führe nur die für die Differenzialdiagnose 
auch der Kokkenerkrankungen wichtigen Punkte môglichst mit 
den eigenen Worten des Autors an. 

Die ascendirenden Nierenabscefchen zeichnen sich nach v. W. 
durch ihre meist streifenfrmige Form, ïhre im allgemeinen gerin- 
gere GrôBe, ïihre gewühnlich sehr grofe Anzahl und ihre vorwie- 
gend im Bereiche der geraden Harnkanälchen localisierte Anord- 
nung in dem Mae aus, daB sie in den meisten Fällen schon 
makroskopisch als solche erkannt werden kônnen. Ein sehr wich- 
tiges diagnostisches Merkmal bietet das Verhalten der Mikroorga- 
nismen, welche sich bei der ascendirenden Nephritis regelmähig 
innerhalb der Harnkanälchen nachweïisen lassen und daselbst oft 
ausgedehnte Cylinder bilden. 

Die Nierenabscesse der hämatogenen Nephritis dagegen zeich- 
nen sich nach v. W. in der Regel durch ihren vorwiegend in der 
Rinde befindlichen Sitz, durch ihre mehr rundliche Gestalt, weiter 
durch ihre gewôhnlich nicht sehr bedeutende Anzahl und meist 
beträchtlichere GrôBe vor denjenigen der ascendirenden Nephritis 
aus; die Mikroorganismen befinden sich nicht in den Harnkanäl- 
chen, sondern theils mitten im entzündeten Gewebe oder im Eiter, 
theils innerhalb von Blutgefäfen meist in reichlicher Menge. 

Die Frage der Entstehung von streifenformigen Markherdchen 
auf metastatischem Wege berührt v. Wunschheïm nur kurz — 
meine Angaben werden mit der Bemerkung ,am ausführlichsten 
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äufert sich darüber Orth“ abgethan —, er beschränkt sich darauf, 
seinen Standpunkt dahin zu präcisiren, daf er zwar die Ausschei- 
dung von im Blute kreisenden Bakterien durch die Nieren und 
die dadurch bewirkte Entstehung eines oder des anderen streifen- 
f‘rmigen eiterigen Entzündungsherdes in den Nieren zugibt, daB 
er es aber nicht für môglich hält, daf das typische Bild der ascen- 
direnden Nepbritis auch auf dem Wege der Descendenz zustande 
kommen kônne. 

Da ist nun zunächst festzustellen, was unter dem typischen 
Bilde der ascendirenden Nepbhritis verstanden werden soll. Nach 
dem am Ende der v. Wunschheim’schen Arbeit stehenden 4. 
Schlufisatz ,Es erscheint mir nicht wahrscheinlich, da das ty- 
pische Bild der ascendirenden Pyelonephritis auch auf dem Wege 
der Descension, id est, auf dem Wege der Ausscheidung der von 
der Harnblase in die Blutbahn gelangten Mikroorganismen zustande 
kommen kann“, kônnte es so scheinen, als wenn nur solche Füälle 
in Betracht kommen sollten, bei welchen die Organismen von der 
Blase aus in die Blutbahn gelangten, allein das kann doch kaum 
die Absicht sein, da es für die Veränderungen in den Nieren doch 
offenbar gleichgültig ist, an welcher Stelle die Organismen in’s 
Blut gelangt sind, und da der Verfasser im Text auf meine Aeufe- 
rungen als auf die ausführlichsten hingewiesen hat, während ich 
doch den Eintritt der Organismen aus der Harnblase in das Blut 
gar nicht besonders berücksichtigt habe. Auch hat ja v. W. für 
die Differenzialdiagnose grade ganz besonders auf die Verschie- 
denheit der Nierenveränderungen hingewiesen, so da ich mich 
deshalb auch besonders an sie halten werde. 

Nun hat sich v. W. ja sehr vorsichtig ausgedrückt, indem er 
nur von der Regel spricht, einen oder den anderen metastatischen 
streifenfôrmigen Markherd zugibt u.s.w., aber er weist doch 
schlieflich die Entstehung einer der typischen ascendirenden Ne- 
pbritis gleichenden Ausscheidungs-Nephritis zurück. Indessen gibt 
doch schon sein eigenes Material zu Bedenken Veranlassung. Die 
Beschreibung der Nieren im Fall XX (metastatische Nephritis 
durch Streptokokkus pyogenes) lautet: ,Ihr Parenchym zeigte 
sich im Bereiche der Pyramiden von sehr zahlreichen und dicht- 
stehenden, meist streifenfôrmigen, bis hanfkorngroien Abscefichen 
durchsetzt® u.s. w. Stimmt dieser Befund nicht ganz mit dem 
für die ascendirende Nephritis als charakteristisch angegebenen 
überein? Freilich lagen die Mikroorganismen durchweg innerhalb 
der Blutgefälie, hie und da inmitten des leukocytär infiltrirten 
Nierenparenchyms, nirgends innerhalb der Harnkanälchen. Wohl 
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aber trifft dieses zu für den Fall XVI, bei dem gleichfalls Strep- 
tokokken thätig waren und beide Nieren makroskopisch multiple, 
grôktentheils in den Pyramiden eingelagerte bis erbsgrofe Ab- 
scesse von ovaler oder streifenfürmiger Gestalt enthielten, zu 
denen noch mikroskopisch kleinste Eiterherdchen in allen Theilen 
der Nieren kamen. Nierenkelche und -becken zeigten gerôthete 
und aufgelockerte Schleimhaut und enthielten trübe urinôse Flüssig- 
keit, die Harnblase, deren Mucosa blaB war, enthielt klaren Harn. 
Allerdings gehôürt dieser Fall zu denjenigen, bei welchen Verf. 
eine ascendirende Pyelonephritis mit consecutiver Pyämie annimmt 
und wegen deren er sich gegen den Einwand verwahrt, da es 
Fälle descendirender Nephritis seien, allein ich môchte bezweifeln, 
daf angesichts der übrigen Befunde: Endartertitis acuta circum- 
scripta arter. pulmon. et aortae subsequente pericarditide sero- 
purulenta, Phlegmone multiplex, Insufficientia v. v. aortae ex endo- 
cardit. chronica, Endarteriitis chron. deformans aortae, Hypertro- 
phia ventriculi cordis sin. Hyperaemia mechanica universalis“, 
wozu noch die klinische Diagnose Erysipelas faciei redux kommt, 
viele Pathologen mit der v. W.'schen Auffassung des Falles über- 
einstimmen werden, jedenfalls muB ich erklären, da8 m.E. minde- 
stens ebenso wahrscheinlich ist, daB die eiterige Nierenentzündung 
eine secundäre, von dem Erysipel und den Phlegmonen abhängige 
Veränderung ist. Mir ist der Gredanke einer consecutiven Pyämie 
bei primärer Pyelonephritis durchaus nicht neu und ungewohnt, 
habe ich doch selbst schon früher auf diese Môglichkeit hingewie- 
sen, aber wie hier die Verhältnisse liegen, scheint mir denn doch 
der Befund von Bakterien in dem Lumen der Harnkanälchen die 
Auffassung v. Wunschheim’s zu sehr zu Gunsten der primären 
Natur der Nephritis beeinfluit zu haben. 

Es gibt ja regionäre Verschiedenheiten in dem Auftreten der 
pathologischen Prozesse und ebenso wie v. W. erst nach Beendi- 
gung seiner Arbeit einen Fall der von Aschoff und Schmidt 
nach Befunden in StraBburg für häufig erklärten Papillennecrose 
bei Pyelonephritis gesehen hat, welche hier in Güttingen ebenso 
wie in Strakburg keineswegs zu den Seltenheiten gehôrt, so mag 
auch das secundäre Auftreten von Markherden bei Pyämien ver- 
schiedenster Entstehung in Prag seltener sein, bei meinem Mate. 
rial, welches allerdings nicht allein aus Güôttingen stammt, sind 
dieselben gradezu häuñg. 

Es ist hier nicht der Ort eine ausführliche Casuistik mitzu- 
theilen, aber ich will doch zum Beweis des Gesagten in aller 
Kürze eine Reïhe von solchen Fällen anfügen, welche grôfiten- 


94 -J. Orth, 


theils in den letzten 2 Jahren zur Beobachtung gelangten. Die 
auf die Nieren bezüglichen Angabeu sind theils den Sectionspro- 
tokollen, theils — bei zugesendeten Präparaten — den natürlich 
nur kurzen Befundprotokollen entnommen. 


I. Fülle von Pyämie mit Lungenmetastasen. 


1. S8jähr. Knabe. Häüftresektion wegen Tuberkulose, Vereiterung der Wunde, 
septische Thrombophlebitis der Vena femoralis, Thrombose beider Venae iliacae 
und der Ven. cava inf., multiple septisch-embolische Lungeninfarkte, doppelseitige 
eitrige Pleuritis, geringe eiterige Peritonitis, Milzschwellung. 

Nieren sehr blaf, in den Papillen der Marksubstanz sieht man feine Streifen 
von rother Farbe, welche ein gelbes Centrum umfassen in geringer Menge. 


2. 85jähr. Mann. Osteomyelitische Carionecrose des Manubrium sterni, Eite- 
rung in den Thoraxmuskeln, beiderseitiges abgesacktes Empyem, mehrere embo- 
lische Abscesse in der rechten Lunge, eiterige Peritonitis, geringe eitrige Peri- 
carditis, verkreidete Käseknoten in der linken Lunge und den linken Bronchial- 
lymphknoten, eiterig erweichter rechtsseitiger Bronchialknoten, Lungenüdem. 

Nieren gro8, prall, zahlreiche punktfôrmige Blutungen, sonst Farbe blafigrau; 
blasse Flecken, in deren Mitte kleine gelbliche Abscesse liegen. Auf dem Durch- 
schnitt sieht man Abscesse in der Marksubstanz, die theils in die Rinde hinein- 
reichen, theils auf das Mark beschränkt sind, Schleimhaut verschiedener Nieren- 
kelche mit punktfôrmigen Blutungen versehen, keine Cystitis. 


8. 21jäbr. Mann. Klin. Diagnose: Amputation beider Oberschenkel wegen 
Frostgangrän. Pneumonie. Anat. Diagnose: Klappenständiger Thrombus in der 
rechten Vena femoralis, metastatische hämorrhagische Abscesse in beiden Lungen 
mit hämorrhagischer Pleuritis, frische ulcerôse Endocarditis mitralis, feinste me- 
tastatische Abscesse im Herzmuskel, Vereiterung des linken Sternoclavicularge- 
lenks mit anschliefender Phlegmone im Mediastinum, Schwellung der inguinalen 
Lymphknoten, allgemeine Anämie. 

An der Oberfläche der Nieren ganz kleine, von rôthlichem Hof umgebene 
Fleckchen, auBerdem zahlreiche kleine flache Schrumpfherde. Auf dem Durch- 
schnitt in einigen Markkegeln längliche gelbliche, von rothem Hofe umgebene 
Herdchen. 

4. 19jähr. Mann. Osteomyelitis des vorletzten Brustwirbels mit Abscef 
auf der linken Seite desselben; septisch-hämorrhagische Infarcte beider Lungen, 
doppelseitige Pleuritis, Milztumor. 

Parenchymatôüse Nephritis; auf dem Durchschnitt der linken Niere finden 
sich im Mark ganz vereinzelt längliche, den graden Harnkanälchen parallel lau- 
fende kleine gelbe Herdchen, von welchen einige mit einem dunkelrothen Hof, 
der scharf abgegrenzt ist, umgeben sind. 

5. Klin. Diagnose: Pyaemie, Parotitis suppurativa. Anat. Befund an über- 
sandten Organen: zahlreiche Abscesse in den Lungen mit bämorrhagischem Hof, 
daneben auch hämorrhagische Infarcte, z. Th. mit Demarcationslinien, eitrigfibri- 
nôse Pleuritis, Milzschwellung. 

In den Nieren zahlreiche längliche Abscefichen (Ausscheidungsherde) im 
Mark, kleine Herdchen in der Rinde. 

6, 40jähr. Mann. Vereitertes Kniegelenk, septische Infarcte in den Lungen, 
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frische Pleuritis rechts, adhäsive links, Endocarditis ulcerosa aortica, Milz- 
schwellung. 

Nieren blaf, trüb, im Mark metastatische Abscesse in nicht sehr grofer Zah], 

7. A3jähr. Frau. Resection des linken Kniegelenks wegen Arthritis defor- 
mans. Wundeiterung, Unterbindung der Vena femoralis wegen secundärer Blu- 
tung. Anat. Befund: Thrombophlebitis femoralis, septische Emboli und Infarcte 
in den Lungen, Pleuritis, Endocarditis ulcerosa pulmonalis, Milzschwellung. 

In beiden Nieren Verfettung der Rinde sowie in der Marksubstanz im Ver- 
laufe der Harnkanälchen längliche strichfôrmige, und in der Rinde punktfôrmige 
gelbgraue Herde, welche zumeist von einem rothen Hofe umgeben sind. 

8. 17jähr. Mann, 4 Wochen im Krankenhaus behandelt. Klin. Diagnose: 
Osteomyelitis femoris, Pyaemie. Anat. Befund : Osteomyelitische und periostitische 
Abscesse des Femur, ein grofer AbsceB ist ins Kniegelenk durchgebrochen, 
Epiphysenlüsung, Thrombophlebitis femoralis, zahlreiche grofe Lungenabscesse, 
Milzschwellung. : 

Beide Nieren gro, Oberfläche dunkelroth mit zahlreichen kleinen, meist 
punktfôrmigen, vereinzelt bis 5 Pfennigstückgro$en Abscessen; auf dem Durch- 
schnitt ist das Gewebe sehr blutreich, zahlreiche Abscesse, von denen die Mehr- 
zahl und zwar die grüBeren in der Marksubstanz (besonders Grenzschicht) liegt, 
die auferdem aber auch noch kleine längliche Herdchen enthält. Schleimhaut 
des Nierenbeckens stark gerôthet. 

9. Aeltere Frau. Erysipel des Kopfes, Thrombophlebitis des sinus trans- 
versus und der rechten Vena jugularis, multiple Haemorrhagien und Abscesse 
der Lungen, doppelseitige fibrinôs-hâämorrhagische Pleuritis, Milztumor. 

In beiden Nieren Abscesse in der Marksubstanz von länglicher Gestalt, in 
der rechten Niere ein erbsgrofier AbsceR der Rinde, welche in beiden Nieren 
trübgraugelb aussieht,. 


II. Fülle von secundärer ulcerôser Endocarditis ohne Lungenabscesse. 


10. 40jähr. Frau. Klin. Diagnose: Septicaemia nach Panaritium am rech- 
ten Mittelfinger, vor 5 Wochen incidirt. Anat. Befund: Endocarditis ulcerosa 
mitralis, miliare Abscesse im Herzmuskel und der Leber, Infarkte in der ver- 
grôBerten Milz, frische Peritonitis über der rechten Niere. 

WallnuBgroBer AbsceB mit verfetteter Umgebung in der rechten Niere, viele 
Rinden- und Markherdchen in beiden Nieren. 

11. 47jäbr. Mann. Operirtes Carcinom der inneren Nase. Endocarditis 
ulcerosa recurrens mitralis mit zahlreichen kleinen metastatischen Herdchen unter 
dem parietalen Endocard, Pharyngo-tracheo -bronchitis, Lungenôdem, Blutungen 
in der Magenschleimhaut, 

In beiden Nieren sieht man im Mark zahlreiche gelbliche Streifchen, welche 
hie und da auch eine Andeutung von einem rothen Hofe zeigen. 

12. 36jähr. Frau. Vereiterung des Metacarpophalangealgelenks des rechten 
Hallux. Ulcerüse Endocarditis mitralis et aortica recurrens, Stauungslunge, 
multiple Abscefichen mit rothem Hof in der Herzmuskulatur. 

Kleine in eitriger Schmelzung begriffene Infarcte und multiple rundliche 
Abscefichen in der Nierenrinde, zahlreiche längliche Abscefichen (Ausscheidungs- 
herde) in dem Nierenmark. 
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13. 22jäbr. Frau. Moribund ins Krankenhaus gebracht mit der Diagnose 
Typhus. Am Rücken der rechten gro$en Zehe eine mit Eiter gefüllte grofie Blase 
mit gerôtheter Umgebung (Primär oder secundär ??). 

Anatom. Befund: Endocarditis ulcerosa mitralis et aortica, metastatische 
Abscefichen im Herzen, im Darm, im Uterus und Vagina etc. Parench. Degene- 
ration mit Verfettung des Herzens, der- Nieren, der Leber. 

Die Nieren zeigen sich sowohl an der Oberfläche wie auf dem Durchschnitt 
durchsetzt von zahlreichen umschriebenen rothen Herdchen, die vielfach ein gel- 
bes Centrum haben und nicht nur in der Rinde, wo sie rundlich sind, sondern 
auch in der Marbsubstanz, wo sie längliche Gestalt haben, liegen. 


IV. Fälle von Nierenabscessen ohne Lungenabscesse und ohne Endocarditis 
ulcerosa. 


14. 19jähr. Mädchen. Tuberkulôse Vereiterung der rechten Articulatio sa- 
cro-iliaca mit Uebergreifen auf die Beckenschaufel. Abscef neben der Wirbel- 
säule und Coxitis. Spitzenphthise rechts, Bronchopneumonie in beiden Unterlappen, 
verkäste Bronchial- und Mesenterialknoten, Leukorrhô. 

Im Mark der linken Niere treten an verschiedenen Stellen gelbliche, steck- 
nadeldicke, längliche Herdchen hervor.  Nierenbecken ohne Veränderung. Blase 
enthält einige ccm. nicht jauchigen, klaren Urins, es ist nichts Abnormes an ibr 
zu constatiren. 

15. 18jäbr. Mann. Klin. Diagnose: Osteomyelitis acuta femoris. Anatom. 
Befund : Periostitis und Osteomyelitis des rechten Femur, Pyarthros des rechten 
Kniees, parosteale Abscesse, fettige Degeneration der Herzmuskulatur, Milz- 
schwellung, hämorrhagische Diathese, Ikterus. 

Nieren gro, weich; Rinde getrübt, sowohl in der Rinde wie besonders im 
Mark eine grofie Anzahl grauer metastatischer Herde, z. Th. mit rothem Hofe; 
Blutiger Harn, doch nur einige kleine Blutungen in der Blasenschleimhaut. 

16. Aelterer Mann. Alte eiterige Perityphlitis, Perforation des Coecum, 
Peritonitis; Pericarditis und Pleuritis, chronische Aortenendocarditis mit Insuffi- 
cienz und Stenose, Dilatation und Hypertrophie des linken Ventrikels, Erweiterung 
des linken Vorhofs mit frischer Parietalthrombose, Milzschwellung. 

Nieren trübe, etwas gelblich; in den Markkegeln der einen deutlich längliche 
gelbe Eiterherdchen (Ausscheidungsherde) erkennbar. 

17. Alter Mann. Erysipelas phlegmonosum am Arm; an der Beugeseite des 
rechten Daumens eine 2 em grofe Operationswunde mit freiliegenden Sehnen. 
Lungenemphysem mit Hypertrophie und Dilatation des rechten Ventrikels, chro- 
nische Tracheobronchitis. 

In einzelnen Papillen der linken Niere hanfkorn- bis erbsengroBe gelbe Herde. 

18. 38jäbr. Mann. Klin. Diagnose: Pyaemie nach Amputatio femoris. Ana- 
tom. Befund: Thrombophlebitis venae cruralis et saphenae, periphlebitischer 
Abscef im Becken, Gelenk- und Sehneneiterungen, eitrig-haemorrhagische Pleuri- 


tis links. 
Nieren groB, auf dem Durchschnitt in der Marksubstanz einzelne bis erbsen- 


grofie mit Eiter gefüllte Hôblen, daneben zahlreiche in der Richtung der Harn- 
kanälchen verlaufende gelbe Streifen. 
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Wenn auch über die mikroskopischen Befunde bei diesen Nie- 
ren keine genaueren Notizen gemacht sind, so kann ich doch be- 
stimmt versichern, daB ein grofer Theil derselben mikroskopisch 
untersucht worden ist und da in einer grofen Zahl von Mark- 
herden Organismencylinder in Kanälchen gefunden wurden, von 
welchen ein Theïil auch in meinem Demonstrationscurs den Zuhô- 
rern gezeigt worden ist. Fall 9 ist in der Dissertation eines 
Schülers ausführlich beschrieben !). 


Ich muf also auf Grund solcher Befunde gegenüber v. Wunsch- 
heim nach wie vor daran festhalten, da@ nicht nur vereinzelte 
metastatische Markherde, sondern auch das charakteristische Bild 
der ascendirenden Nephritis, nämlich zahlreiche längliche Herde 
im Mark mit Mikroorganismen im Lumen von Harnkanälchen, auch 
secundär durch metastatische Nephritis infolge Ausscheidung von 
Organismen in die Harnkanälchen erzeugt werden kôünnen, ja ich 
kann sogar sagen, daB ich im allgemeinen grade bei diesen Mark- 
erkrankungen grüBere und auffälligere Bakteriencylinder in Harn- 
kanälchen gesehen habe als bei der Pyelonephritis, besonders der 
bacillären, deren Bacillen viel weniger geeignet sind dichte und 
compakte cylindrische Haufen zu bilden als die Eiterkokken. Es 
mag Fälle geben, wo die Entscheidung, ob ein ascendirender oder 
ein metastatisch-descendirender Prozeñ vorliegt, schwer ist, aber 
ich stimme trotz meiner im übrigen abweichenden Ansichten doch 
darin mit v. Wunschheim überein, daf in der Regel eine Ent- 
scheidung môglich ist, nur kommt dabei nicht so sehr das Ver- 
halten des Nierenmarks nach v. Wunschheims Darstellung 
als vielmehr die übrigen Befunde, z. Th. auch der bacteriologische 
Befund, in Betracht. 

Meine Auffassung hat m.EÆE. eine weitere Stütze dadurch er- 
halten, daB es mir in neuerer Zeit gelang mutatis mutandis ganz 
ähnliche Verhältnisse auch bei der Tuberkulose der Nieren 
nachzuweiïsen, insofern bei Ueberschwemmung des Blutes mit Tuber- 
kelbacillen, diese auch in dem Lumen von Harnkanälchen der 
Rinde wie des Marks vorkommen und von hier aus Tuberkelbil- 
dung (auch im Nierenmark) bewirken kônnen. 

Ich habe in diesem Frühjahr auf dem internationalen medici- 
nischen Congref in Rom die ersten Mittheilurngen über diese Be- 
funde gemacht und dieselben bald nachher durch meinen jetzigen 


1) ReiBner, Ueber d. Ausscheidung v, Fremdkôrpern aus der Niere, Diss, 
Gôttingen, 1891. 
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Assistenten, Dr. Meyer in seiner Dissertation ‘) weiter ausführen 
dassen. Bei der Discussion über meine Mittheilung in der patho- 
logischen Section des Congresses bemerkte Herr Borell, da er 
bei neuen experimentellen Untersuchungen an Meerschweinchen ?) 
niemals Tuberkelbacillen primär im Lumen von Harnkanälchen 
habe finden kônnen, sondern da dieselben nur nach Zerstôrung 
der Wand aus der Umgebung eindringen künnten. Diese Angabe 
kann natürlich unsere Beobachtungen nicht hinfällig machen, son- 
dern sie beweist nur — die Richtigkeit der Beobachtung voraus- 
gesetzt — von neuem, wie sehr man bei der Verwerthung von 
Resultaten des Thierexperiments für die menschliche Pathologie 
die grôêite Vorsicht walten lassen mul. 

Obgleich ich nun durch die früheren Beobachtungen meiner 
Sache bereits ganz sicher war, habe ich doch unausgesetzt neues 
Beweismaterial zu schaffen gesucht und da ist mir denn der Zu- 
fall günstig gewesen, indem er mir nicht nur immer wieder neue 
Fälle von ausgezeichneter Marktuberkulose der Nieren, bei denen 
wieder die schon früher von uns betonte Eigenthümlichkeit her- 
vortrat, daB die Knôtchen im Mark ähnlich wie die septischen 
Herdchen im Gegensatz zu den kugeligen der Rinde eine läng- 
liche, streifenfôrmige Grestalt besaBen, in die Hände spielte, sondern 
darunter auch einen Fall von sog. acuter allgemeiner Miliartuber- 
kulose lieferte, in welchem solche Unmassen von Tuberkelbacillen 
vorhanden waren, da8 man die Haufen derselben nach der Färbung 
schon mit blofen Augen erkennen konnte. Sowohl über diesen 
wie über die anderen Fälle wird Herr Dr. Meyer, sobald die 
Untersuchungen beendet sind, genaueren Bericht erstatten, aber 
ich kann jetzt schon angeben, daB die Hoffnung, es müchten sich 
hier so recht augenfällige und unzweïfelhafte Beweise für das Auf- 
treten von Bacillen im Lumen von Harnkanälchen finden, nicht zu 
schanden geworden ist, denn wir sahen nicht nur in der Nieren- 
rinde in gewisser Entfernung von den Tuberkeln in ganz tuber- 
kelfreiem Gewebe mit deutlichem Epithel ausgekleidete Harnkanäl- 
ehen auf grôBere Strecken hin von Bacillen vollgepfropft, sondern 
auch im Mark waren gleiche Befunde zu machen, insbesondere 
konnte ein grôkerer Kanal an Serienquerschnitten verfolgt werden, 
in welchem zahlreiche Bacillen lagen, während das Epithel zwar 
etwas in Unordnung gerathen, aber doch noch erhalten und gut 
gefärbt war, und in der Umgebung weder Bacillen noch tubercu- 


1) E. Meyer, Ueber Ausscheidungstuberkulose der Nieren, Gôttingen, 1894, 
2) s. Borell, Annal. de l’inst. Pasteur, 1894, Fevr. 
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lôse Neubildung zu bemerken war. Daneben fanden sich allerdings 
in Tuberkeln grôkiere Bacillenanhäufungen, welche eine sichere 
Localisirung nicht mehr gestatteten oder bei denen man sogar 
erkennen konnte, da8 die Weiterverbreitung der Bacillen haupt- 
sächlich im interstitiellen Gewebe vor sich gegangen war, oder 
da die Hauptmasse in Kanälen lag, welche mehr Lymphgefäken 
glichen, so da ich also keineswegs behaupten kann und will, es 
wären alle Marktuberkel von in Harnkanälchen liegenden Bacillen 
erzeugt worden, aber es waren doch jene anderen Befunde so klar 
und unzweideutig, da sie eine willkommene Bestätigung der Re- 
sultate unserer früheren Beobachtungen bilden, wonach bei der 
acuten Miliartuberkulose des Menschen Bacillen, welche nicht aus 
der Umgebung stammen, im Innern von Harnkanälchen der Rinde 
und des Markes vorkommen und aus solchen Bacillenanhäufungen 
Tuberkel hervorgehen, welche danach den septischen Ausschei- 
dungsherden an die Seite zu setzen sind und als Ausschei- 
dungstuberkel bezeichnet werden kônnen. 


Erweiterung des Maxwell’schen Geschwindigkeits- 
vertheilungsgesetzes, hergeleitet aus dem Prinzip 
der geradesten Bahn. 


Von 
J. R. Schütz. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 12. Januar 1895. 


1. Boltzmann hat zuerst erkannt, daf sich das Maxwell’- 
sche Vertheilungsgesetz der Geschwindigkeiten unter Gasmole- 
külen ohne jedwede Hypothese über das Wesen und Wirken der 
Gasmoleküle lediglich aus zweien Fundamentalprinzipien der Me- 
chanik, dem Prinzip der Erhaltung der Energie und dem Prinzip 
der Gleichheit zwischen Wirkung und Gegenwirkung, herleiten 
lasse; auf dieselben Grundlagen hat dann auch dieser Gelehrte 
einen eleganten Beweis für die Stabilität dieses Vertheilungs- 
zustandes gestellt, dem späterhin von Lorentz eine einfachere 
Form gegeben wurde. 

Es steht deshalb zu erwarten, daB sich die Boltzmann-- 
schen Resultate auch aus allgemeineren Prinzipien der Mechanik, 
sofern sie nur die oben erwähnten in sich enthalten, direkt ge- 
winnen lassen würden; ein solches Prinzip, so allgemein, da alle 
je ersonnenen Prinzipien der Mechanik als spezielle Fälle in das- 
selbe eingehen, ist das von Hertz ausgesprochene Prinzip der 
geradesten Bahn. 

Es scheint auch schon deshalb verlockend zu sein, dieses 
Prinzip auf gastheoretische Betrachtungen anzuwenden, weil man 
es hier mit der denkbar einfachsten Art von verborgenen Be- 
wegungen zu thun hat; eine solche ist ja die vüllig ungeordnete 
Bewegung, mit welcher die mechanische Wärmetheorie die kleinsten 
Theile der ponderablen Materie ausgestattet hat. 

In der That nehmen die Boltzmann’schen Erkenntnisse 
überraschend einfache und hôchst anschauliche Formen an, sobald 
man es sich gestattet, ein Gas als ein mechanisches System im 
Sinne von Hertz anzusehen; ja man gelangt sogar an der Hand 
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des Hertz’schen Grundprinzipes ganz von selbst und fast ohne 
Aufwand eines analytischen Apparates zu Sätzen, welche in 
mancher Hinsicht eine inhaltliche Erweiterung jener Erkenntnisse 
darzustellen scheinen. 

2. Wir verstehen, indem wir uns ganz an die Sprach- und 
Bezeichnungsweise von Hertz anlehnen, unter v die Geschwindig- 
keit des durch das vorgegebene Gasquantum definirten mecha- 
nischen Systems, unter v seine Beschleunigung, unter s seine 
Babhn, unter c die Krümmung dieser Bahn, unter # die Gresammt- 
masse des Grases, unter #, die Masse eines Molekiüls desselben, 
unter +, eine rechtwinklige Coordinate des letzteren, unter x, und 
æ, die zwei ersten Ableitungen dieser Coordinate nach der Zeit #. 

Wir setzen der Einfachheit halber voraus, da der Schwer- 
punkt des Systems in Ruhe verharre, und daf der Wärmeinhalt 
des Gases ein constanter sei; dann verschwindet die Grôsse v, 
das System ist ein freies, und es muss sich dem Hertz’schen 
Grundgesetze zufolge mit der gleichformigen Geschwindigkeit v 
längs einer geradesten Bahn s bewegen; da wir mit c die Krüm- 
mung dieser Bahn bezeichnet haben, so ist der Ausdruck des 
Hertz’schen Grundgesetzes für diesen Fall einfach 


e — ein Minimum. 1) 


Wir verwenden jenen Wert der Krümmung c, welchen man 
erhält, wenn man in der Gleichung 107, c, (Hertz, Prinzipien der 
Mechanik, pag. 86) die beliebige Variable + durch die Zeit # er- 


setzt. Man erhält so, indem man _. = © RS und erwägt, 
da unter den gemachten Voraussetzungen a = 0 = O0 ist, 


Las 
= Vins "in, æ? 2) 


Mit Rücksicht darauf, daf » und v Constante sind, kônnen 
wir die Gleichung 1) nunmehr auch so schreiben 


3n > 
D>'m,x, — ein Minimum. 3) 
1 


3. In einem bestimmten Momente {, habe das (k)te Molekül 
des Gases die drei rechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten 
Un, Us Us»; nach Verlauf der an sich sehr kleinen, relativ 
aber so groBen Zeit dt, daf innerhalb derselben zahlreiche mole- 
kulare Zusammenstôüsse stattfanden, sollen diese Grüfien die alge- 


59 J. Schütz, 


braischen Zuwächse y, Yi Yu erfahren haben. Wir wollen 
diese Zuwächse, um an analoge Begriffe in der Methode der 
kleinsten Quadrate anzuklingen, die Geschwindigkeitsfehler des 
Moleküls », nach der Zeit 4, +dt nennen. Diese Geschwindig- 
Keitsfehler sind natürlich mechanisch streng causirte Thatsachen; 
wenn wir trotzdem von einer Wahrscheinlichkeit eines Ein- 
trittes derselben sprechen, so geschieht dies mit allen jenen Vor- 
behalten, welche Boltzmann und später namentlich Johannes 
v. Kries für derlei wahrscheinlichkeïitstheoretische Betrachtungen 


ausführlich diskutirt haben; wir führen demnach ganz im Sinne 


des v. Kries’schen Prinzipes der Spielräume die apriorische 
Wahrscheinlichkeit æ(y,) dafür ein, daB die (vite molekulare 
rechtwinklige Geschwindigkeitscomponente U, während der Zeit dt 
den Zuwachs, oder wie wir es nennen wollen, den Fehler y, er- 
fährt; die apriorische Wahrscheinlichkeit dafür, daf irgend eine 
andere Componente, z. B. die ute U,, während derselben Zeit den 
Febler y, erfährt), ist dann @(y,), und die Wahrscheïnlichkeït, daf 
beide Fehler mit einander coexistiren, ist offenbar 


p(7,): pr): 
Allgemein ist die Wahrscheinlichkeit W dafür, daf die 8» 
Geschwindigkeitscomponenten des Systems gleichzeitig und der 
Reïhe nach die Fehler y, bis y,, erfahren 


W = p(y,):p(r) . .... P (Yan) - 4) 
Wir setzen 
À —# (y) 
p(y,) =-C.e ? 5) 
und erhalten 
? mie Ce 2'Y0) 6) 


4. Diese Funktion ist ein Maximum, wenn der Exponent ein 
Minimum ist. Die Wahrscheinlichkeit für die durch das System 
der Geschwindigkeitsfehler y, ... y, charakterisirte Zustandsände- 


rung des Gases ist demnach dann ein Maximum, wenn die Be- 


dingung erfüllt ist 
3n 
D w(y,) — ein Minimum. 7) 
—- 


Man merkt nun aber, daB die in den Gleichungen 2) und 3) 


auftretenden GrôBen x, nichts anderes sind, als die Limiten der 


y, für sehr kleine dé. Die Bedingung 7) ist demnach zufolge der 


1) Da8 wir hierbei auch die 3 Componenten eines und desselben Moleküls 
als unabhängige Freiheitsgrade einführen, entspricht ganz der Hertz’schen 
Auffassung. 
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aus dem Hertz’schen Grundgesetze abgeleiteten Gleichung 3) 
dann erfüllt, wenn wir für die Function #(y,) den Ansatz machen: 


b(,) = Am,?, 8) 
und demnach für die Funktion œ(y,) den Ansatz 
A v ; 
ps) = Ce 9) 
und für W demzufolge | 
D en on. 10) 


hierin sind die Grüfen À und C zwei Constante, 

5. Wir kôünnen das gewonnene Resultat so aussprechen: Wenn 
es gestattet ist, ein Gas als ein mechanisches System im Sinne 
der Hertz’schen Idee aufzufassen, und wenn wir in diesem 
mechanischen System verborgene Bewegungen postuliren dürfen 
nach Art der Anschauungsweisen der. mechanischen Wärmetheorie, 
so erfolgen die verborgenen Zustandsänderungen des Systems 
realiter genau nach demselben Gesetze, nach welchem sie mit 
einem Maximum apriorischer Wahrscheinlichkeit erfolsen würden, 
wenn der Hertz’sche Zusammenhang des Systems gelüst und die 
Aenderungen der molekularen Geschwindigkeiten lediglich durch 
das Princip der freien Spielräume bestimmt wären. 

Das Gesetz für die verborgenen Zustandsänderungen steht 
in formaler Uebereinstimmung mit dem Maxwell’schen Greschwin- 
digkeitsvertheilungsgesetz. Allein der kundige Leser merkt, daf 
seine Aussage eine von der Maxwell’schen wesentlich verschie- 
dene und allgemeiner ist als diese; es bleibe einer besonderen 
Diskussion vorbehalten, dies zu zeigen. Hier sei nur noch eine 
Bemerkung gestattet, über die gleichzeitig bestehende formale 
Uebereinstimmung mit dem Ansatze von Gauss in der Methode 
der kleinsten Quadrate. Es scheint nämlich der Erwähnung nicht 
unwert zu sein, daB Gauss seine Abhandlung über das Prinzip 
des kleinsten Zwanges mit einem Hinweise darauf schliefit, daf 
seine in derselben angestellten Schlufimethoden eine bemerkens- 
werthe Analogie mit den Meditationen zeigten, welche er in der 
Entwicklung der Methode der kleinsten Quadrate offenbarte. Auf 
diese Bemerkuug von Gauss wirft demnach die Hertz'’sche 
Idee, von der ïihr Schôüpfer selbst sagt, dafi sie ihm gerade in 
Hinsicht auf die Klärung des Gauss’schen Prinzipes des kleinsten 
Zwanges am meisten Freude bereitet habe, ein neues helles Licht. 

Gôüttingen, math.-physikalisches Institut der Universität, 

Dezember 1894. 
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Zur Kenntnis der Eingeweide von Lepidosiren. 


Vorläufige Mittheilung. 
Von 
E. Ehlers 


Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Januar 1895. 


Die anatomische Untersuchung von Lepidosiren articulata, beï 
der ich Herrn Dr. Bürger für Unterstützung zu danken habe, die 
er mir bei der Herstellung von Schnittreihen gewährte, hat mich 
eine Anzahl von Verhältnissen kennen gelehrt, über die ich hier 
vorläufig berichte, da eine ausführliche von Abbildungen begleitete 
Darstellung der Anatomie des Thieres sich noch länger verzügern 
wird, und mittlerweile die Kenntnisnahme der von mir gemachten 
Befunde anderen Zootomen erwünscht sein môchte. 

Ich habe einmal Angaben zu machen, die von den Beschrei- 
bungen abweïichen, die wir Hyrtl') über den Bau dieses Thieres 
verdanken, andererseits über den Bau des bis jetzt unbekannten 
männlichen Geschlechtsapparates zu berichten. 

Unvereinbar mit meinem Befunden ist die Darstellung, die 
Hyrtl von der Lage des Darmkanales und seiner Mesen- 
terien gegeben hat; mir ist vor Allem nicht klar, worauf die 
bildliche Darstellung dieser Theile in Fig. 1 der Tafel IT zurück- 
geht. Nach Hyrtl macht der Darmkanal vom Eintritt in die 
Bauchhôhle bis zur Afterôffnung eine langgestreckte S-fürmige 
Krümmung: in beiden von mir untersuchten Stücken hatte der 
Darm einen vôüllig gradlinien Verlauf; ein Divertikel, wie es in 
der angezogenen Figur (bei m) gezeichnet und im Text erwähnt 
ist, habe ich nicht gesehen. Vermuthlich ist die eine wie die 


1) J. Hyrtl Lepidosiren paradoxa. Prog. 1845. 
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andere dieser Bildungen durch eine von Maceration veranlafte 
Erweichung der Darmwiände hervorgerufen gewesen; zu der An- 
nahme bestimmt mich die Bemerkung, daf der Darm aufgeblasen 
werden konnte, was auf eine Nachgiebigkeit der Darmwand 
schlieBen läft, die bei meinen Exemplaren nicht vorhanden war. 

Der in Hyrtls Darstellung gemachten Unterscheidung eines 
link- und rechtseitigen Mesenterium kann ich nicht zustimmen: 
und wenn ich auch unter den Haltebändern des Darmes ein vorderes 
und ein hinteres unterscheide, die den in Hyrtls Darstellung 
gesonderten entsprechen künnen, so kann ich doch nicht verstehen, 
wie die Verhältnisse des rechten Mesenteriums sich so haben 
darstellen künnen, dal dieses peritoneale Blatt von der Bauchwand 
zum durchscheinenden Darm zieht, während die Leber (und Lunge) 
von der Bauchhaut gedeckt sind. Denn in meinen Präparationen 
liegen in der erüffneten Leibeshühle die beiden ungleich langen 
Leberlappen derartig über der vorderen Strecke des Darmkanals, 
daf sie diese ganz umschliefen und verdecken. Das blasige 
Bindegewebe verbindet die innere Fläche der Leibeswand mit der 
Oberfläche der Leber. Die vordere Strecke des Darmes kann nur 
mit Beseitigung der Leber freigelest werden. 

Nach meinem Befunde ist die bei weitem grüfte Strecke des 
mit einer Spiralklappe versehenen Mitteldarmes an ihrem dorsalen 
Umfange vüllig frei, am ventralen Umfange aber durch ein Mesen- 
terium an die Mittellinie der Bauchwand angeheftet. Dieses Me- 
senterium besteht aus zwei Blättern die gemeinsam von der Mittel- 
Hnie der Bauchwand entspringen, aber in ihrem Verlaufe zur 
Darmoberfläche auseinander weichen, so dañ zwischen ihnen ein 
zeltfürmiger Raum bestehen bleibt. Die First des Zeltes bilden 
die an der Medianlinie der Innenfläche der Bauchwand zusammen- 
stoBenden Blätter, den Boden des Zeltes die Darmwand, die beiden 
Peritonealblätter die rechte und linke Zeltwand. Diese Wände 
sind unter der mittleren Darmstrecke am weitesten von einander 
entfernt, nähern sich nach vorn und hinten mehr und mehr, bis 
sie vorn in der vorderen freien Kante des Doppelblattes zusammen- 
stoBen, hinten gleichfalls, zugleich auch mit der peritonealen Be- 
kleidung der Bauchwand zusammentreten. Von den beiden Blättern 
ist das rechte fast senkrecht von der Innenfläche der Bauchwand 
zur Darmoberfläche gespannt, während das linke winklig zu ihm 
steht. So wird die Darmoberfläche auf zwei Längslinien mit der 
Medianlinie des Bauches verbunden. Der zwischen beiden Zelt- 
blättern bestehende Raum ist von bindegewebigen Lamellen der- 
artig durchsetzt, daf hier grofe blasige Räume unregelmäfig von 
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einander abgegrenzt werden. Dieses Gewebe stimmt in seinem 
Aussehen ganz mit dem blasigen Bindegewebe überein, das nach 
auBen vom Peritonaeum so weit im Kôürper des Fisches verbreitet 
ist, und dessen Hohlräume hier wie dort die Bedeutung von Lymph- 
räumen haben môgen. Zu dieser Ansicht bringt mich die Erfahrung, 
daf die bindegewebigen Platten, die die Hohlräume begrenzen, von 
einem Endothel bekleidet sind. Feinkôürnige Grerinnsel, die sich in 
den Hohlräumen finden, würde ich für die in ihnen geronnene 
Lymphe halten, wenn nicht durch die Verwundung, die die Thiere 
beim Fang erhalten haben, Blutergüsse wie in die Leibeshôhle so 
auch in diese Räume stattgefunden hätten, und solche Grerinnsel 
daher, auch wenn sie keine Blutkôrperchen enthalten, doch Blut- 
gerinnsel sein kônnten. 

Diese eigenartige Bildung des ventralen Mesenteriums führt 
vielleicht einen frühen Entwicklungsstand dar. Wie der Darm 
mit senem gradlinigen Verlauf das Verharren auf einer frühen 
Entwicklungstufe zeigt, so thun das wohl auch die beiden von 
einander getrennten mesenterialen Blätter. Ich vermuthe, daf sie 
die nicht zur Vereinigung und Verschmelzung gekommenen Be- 
standtheïile der Verbindungsblätter zwischen der Somatopleura und 
Splanchnopleura des Peritonaeums darstellen; sie weichen um so 
mehr auseinander, je näher sie dem Darm kommen, und Binde- 
gewebe, welches bei Embryonen hôherer Wirbelthiere diesen Raum 
füllt, liegt hier in der besonderen Ausgestaltung des blasigen 
Gewebes. Am Vorder- und Hinterrand des ventralen Mesenteriums 
sind dann beide Blätter verschmolzen; nach vorn waren sie dar- 
über hinaus embryonal vielleicht angelegt, aber bei voller Aus- 
bildung resorbirt. Bei solcher Auffassung fehlt der Darmwand, 
soweit sie den Boden des Zeltraumes bildet, die Splanchnopleura. 
Das Aussehen dieser Fläche spricht nicht dagegen; sie ist nicht so 
glänzend als die äufiere Darmoberfläche, von einer glatten binde- 
gewebigen Haut bekleidet, die einen Bestandtheil der Wände 
der Lymphräume bildet. Entscheiden kann über die Richtigkeit 
dieser Auffassung nur die Erkenntnis der Entwicklung. 

Da wo mit dem vorderen Rande das ventrale Mesenterium 
aufhôrt, heftet auf dem dorsalen Umfange des Darmes ein kurzes 
in der Sagittalebene liegendes dorsales Mesenterium an, das einen 
freien Vorder- und Hinterrand besitzt; dies dorsale Mesenterium 
ist ein kurzes straffes einheitliches Blatt, das von der Innenfläche 
der peritoneal bekleideten Kürperwand nahe dem medianen Rande 
des grôBeren Leberlappens entspringt und gradlinig an den dor- 
salen Umfang der vorderen Strecke des Spiraldarmes sich anheftet. 
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Das ventrale Mesenterium entspricht wahrscheinlich dem Mesen- 
terium, das Hyrtl als das linke bezeichnet hat; vielleicht hat 
Hyrtl nur das linke der beiden Blätter erhalten gefunden und 
danach die von meinem Befunde abweichende Beschreibung ge- 
geben. Ich komme auf die Vermuthung, da ich in einem Fische 
in dem rechten Blatte einen langen Schlitz fand, die Nachbarschaft 
einer Bauchwunde läft aber diesen Schlitz als eine Verletzung 
auffassen. Ist der Erhaltungzustand des von Hyrtl untersuchten 
Fisches nicht gut gewesen, so künnte darauf das Fehlen des 
einen Blattes zurückgehen. Varietätenbildung ist nicht auszu- 
schliefen, da ich in einem Fische das dorsale Mesenterium nicht 
gesehen habe, ohne da8 Spuren einer Verletzung vorhanden waren. 
Das rechte Mesenterium Hyrtls kann ich dagegen nicht auf 
das von mir als dorsales beschriebenes beziehen, da nach der Be- 
schreibung und Zeichnung H yrtls dieses rechte Mesenterium sich 
nicht an den Darm, sondern an den ,Magen“ anheftet. 

In der von der Bauchfläche her erôffneten Leiïbeshôhle zeigt 
sich die dann vorliegende ventrale Fläche der Leber vüllig von 
dem hier mächtig entwickelten blasiwem Bindegewebe bedeckt, das 
zwischen ihr und der inneren Fläche der Kôrperwand ausgespannt 
ist. Von der ventralen Fläche der Leber lôset sich bei der Prä- 
paration dieses Grewebe leicht im Zusammenhang ab und läft sich 
als ein Blatt verfolgen, welches den Magen umhüllt und mem- 
branôs in die peritoneale Bekleidung der Bauchdecken übergeht. 
Auf der nach hinten gewendeten Fläche der Leber fehlt eine Be- 
kleidung mit dem blasigen Gewebe; sie ist von einer glatten perito- 
nealen Haut bekleidet, von der ein breites Band sich quer hinüber 
zum Vorderarm spannt. Dieses Band grenzt die Bauchhôhle nach 
vorne ab. 

Vor dem cloakalen Endtheil des Darmes schlieft sich der 
Peritonealsack nach hinten trichterfrmig zugespitzt ab. Offnungen, 
die von hier aus der Leïbeshôhle nach auBen führten, habe ich 
nicht gesehen. — Im Männchen liegt im hinteren Abschnitte der 
Peritonealhühle ein von der ventralen Fläche und der Spitze des 
cloakalen Blindsackes ausgehender Apparat von peritonealen 
Blättern, die frei in die Leïbeshühle hineinragen; auf der Spitze 
des genannten Blindsackes treffen sie derartig zusammen, daB sie 
mit diesem eine nischenfôrmige nach vorn in die Leïbeshôühle ge- 
üffnete Grube begrenzen; von da gehen beiden Blätter divergent 
nach vorn auseinander jedes solchergestalt in Falten gelegt, daf 
es eine weite Tasche oder zeltartige Hühlung bildet, deren Grund 
an dem rechten dieser Blätter auf der peritonealen Fläche des 
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Darmes haftet, während das linke von der Kôrperwand ausgeht. 
Ich werde später auf diese Bildung einzugehen haben, um mit Ab- 
bildungen den Apparat klarer darzustellen, als es mit einer kur- 
zen Beschreibung môglich ist. 

Das Verhalten des Peritonaeums zum Urogenitalapparat wird 
bei dessen Darstellung geschildert. 

Dagegen erwähne ich an dieser Stelle eine Eigenthümlichkeït 
der von Hyrtl beschriebenen Tasche, in der das Pericardium 
eingeschlossen ist. Diese Tasche besitzt nämlich an ihrer dorsalen 
Wand, da wo diese in die Wand des Pericardiums übergeht nicht 
weit von der Sagittalebene eine kleine scharf umschriebene kreis- 
fürmige Offnung, die aus diesem präpericardialem Raume nach 
aufen führt. Durch diese Offnung lie sich ein Tubulus führen 
und durch diesen Luft einblasen. Dabei füllten sich leicht eine 
Anzahl der Maschenräume des blasigen Grewebes, welches sich von 
der hinteren Herzbeutelgegend auf die ventrale Fläche der Leber 
erstreckte; und in dem aufgeblasenem Gewebe trat deutlich ab- 
gesetzt eine strangfôrmige Strecke hervor, deren Räume durch die 
erwähnte Offnung mit dem Binnenraume der präpericardialen 
Hôhle in Verbindung stand. Sind die Räume des blasigen Gewebes 
Lymphbehälter, so stellt diese präpericardiale Hôhlung gleichfalls 
einen Lymphsack vor, der seine Begrenzung in der Wand des 
Pericardiums hat. 

Den Angaben, die Hyrtl über Mundhôühle und den Vorder- 
darm oder Magen macht, habe ich hier Nichts hinzuzufügen. Den 
dunklen wulstfôrmigen Kôrper an der Wand des Magens bezeichne 
ich trotz Hyrtls Bedenken als Milz. Die dunkle Pigmentirung 
ist an ihm nur auf die Rinde und auf hilusartige Einsenkungen 
beschränkt. In der Axe des Kürpers läuft eine starke Arterie. 
Die gefäfreiche Pulpa zeigt um sie herum in lappenfôrmigen Ab- 
grenzungen groBe GrefäBknäuel. Ausführlicher werde ich später 
darüber berichten. 

Hyrtls Abbildung und Beschreibung des Darmes stimmt in 
einigen Punkten nicht mit dem von mir Beobachteten überein. 
Ich vermisse darin den hervorragenden Antheïl, den die von der 
Milz ausgehende Wulstbildung in Verbindung mit der Spiralklappe 
an seiner Ausgestaltung nimmt. In der Hyrtlschen Abbildung 
liegt die den Pylorus umfassende Klappe als eine im die Darm- 
lichtung einspringende Falte unmittelbar neben der Mündung des 
Ductus choledochus. In dem von mir untersuchten Exemplare 
sind die Pylorusüffnung und die Gallengangmündung von einander 
durch den stark einspringenden Walst der Milz und den Anfang 
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der Spiralklappe vüllig getrennt; die Abbildung zeigt hier nichts 
von der Wulstbildung, sondern eine, von den feinen Falten der 
Schleimhaut abgesehen, ebene Fläche. Das von mir gesehene Ver- 
balten stimmt mit dem überein, das J. Müller!) von der gleichen 
Darmstrecke des Polypterus abgebildet hat. — In dem von Hyrtl 
untersuchten Exemplare macht die Spiralklappe etwa fünf Win- 
dungen ; ich zähle neun Umgänge, die je weiter nach vorn, um so 
tiefer tutenfürmig mit den Vorderenden in einander geschoben sind, 
und von denen die vorderen ganz frei in der Darmlichtung liegen. 
Die feine, von Hyrtl erwähnte Längsfaltung die auf der Innen- 
fläche der vorderen Hälfte dieser Darmstrecke tiberall, am stärk- 
sten allerdings je weiter nach vorn vorhanden ist, trägt einen vom 
Epithel gebildeten weiflich grauen Ueberzug auf der sonst dunkel 
pigmentirten Darmwand. — Von den eigenthümlichen 14 Gruben 
in der Schleimhautoberfläche, die Hyrtl in der Anfangstrecke des 
Darmes gesehen und abgebildet hat, für die ihm aber die Deu- 
tung fehlt, habe ich Nichts gefunden. Sollten diese Gruben etwa 
Verletzungen, durch parasitäre Würmer veranlaft, gewesen sein ? 

Auf die Verhältnisse des Enddarmes mit seinem dorsalen 
Blindsack, der mit Unrecht als Harnblase bezeichnet wird, brauche 
ich hier nicht einzugehen. 

Zu den Angaben, die Hyrtl über die Lungen gemacht 
bat, ist nur wenig hinzuzufügen. Von der rechts neben der 
ventralen Medianlinie des Oesophagus gelegenen, spaltfürmigen 
.Glottis“ gelangt der ductus pneumaticus an dem rechten Umfange 
der Speiserôhre dorsalwärts und nach hinten aufwärts steigend 
auf die Rückenfläche des Darmes und rückt in den gemeinsamen 
Anfangtheil der Lungen übergehend hier unter der Chorda dorsalis 
und der Aorta in median symmetrische Lage. Die auferhalb des 
Peritonaeums liegenden Lungen, deren von Hyrtl beschriebene 
Befestigung ich bestätigen kann, erstrecken sich in meinem Exem- 
plar nicht, wie Hyrtl angiebt, bis zum After, sondern jederseiïts 
noch eine kleine Strecke darüber hinaus. Die beiden Lungensäcke 
lieBen sich, entgegen der Hyrtlschen Angabe, wonach sie nur im 
hinteren Viertel ohne Gefahr einer Verletzung zu trennen waren, 
leicht bis an die vordere gemeinsame, sehr viel breitere und an 
den äuBeren Vorderecken in ohrähnliche Zipfel ausgezogene An- 
fangstrecke von einander sondern. In keiner Lunge habe ich Luft 
oder Gas gefunden. 


1) F. Müller, Ueber den Bau und die Grenzen der Ganoïden. Berlin 1848. 
Taf. VI Fig. 2. 


40 E. Ehlers, 


Die zu den Lungen gehôürenden Grefäfe weichen in dem darauf 
hin untersuchten Thiere etwas von der Hyrtlschen Schilderung ab. 
Zu bestätigen habe ich die Angabe, wonach die rechte Lungen- 
arterie, ehe sie an die Lunge tritt, von der Art. cüliaca gekreuzt wird 
und kurz nachdem sie die Dorsalfläche des gemeinsamen Lungenab- 
schnittes erreicht hat, hart neben der Mittellinie sich in zwei Aeste 
spaltet, von denen der rechte sich dem rechten, der linke dem 
linken Lungenbezirk zuwendet; beide Aeste dringen sofort in das 
Lungengewebe ein, und sind auf der Oberfläche nicht weiter zu 
verfolwen. — Die linke Lungenarterie, von Hyrtl treffend als 
Art. pulmonalis inferior bezeichnet, windet sich von links her unter 
dem Oesophagus so durch, daf dieser über sie kreuzend hinwegzieht, 
gelangt damit auf die ventrale Fläche des gemeinsamen Lungen- 
abschnittes und legt sich hier in die mediane, die Trennung der 
Lungenhälften angebende Furche. Dabei liegt der Stamm dem 
medianen Rande des linken Lungensackes fest an, bis er etwa auf 
der Hühe des hinteren Viertels der ganzen Lunge in zwei von 
Hyrtl erwähnte Endäste sich spaltet. Diese als eine Gabelung 
erscheinende Spaltung ist aber offenbar die Wiederholung einer 
schon auf der vorderen Strecke sich vollziehenden GefäBverthei- 
lung. Von dem am medianen Rande des linken Lungensackes lie- 
genden Stamme entspringen vom dorsalen Umfange Aeste, die so- 
fort in das Gewebe der linken Lunge sich einsenken; sie stehen 
in ungleichmäfigen Abständen von einander ; ïhre Zahl konnte ich 
nicht feststellen. Vom ventralen Umfange des Stammes gehen 
gleichfalls in ungleichmäfigen Abständen von einander Zweige ab, 
die auf die ventrale Fläche der rechten Lunge hinüber treten; 
deren zählte ich bis zu der erwähnten (Gabel zwülf; diese Aeste 
treten auf der vorderen Strecke unverzweigt, auf der hinteren 
zwei oder dreimal gespalten auf die Lungenoberfläche und senken 
sich dann in das Gewebe der Lunge ein. Danach scheint mir nun 
auch die vorhin erwähnte Gabelung der linken Art. pulmonalis auf 
der Hôhe des hinteren Lungenviertels nicht sowohl eine wahre 
dichotome Spaltung zu sein, als vielmehr die Abgabe eines letzten 
zur rechten Lunge hinübergehenden Astes, während der anfängliche 
Stamm in den gleichen Beziehungen wie weiter vorn zur linken 
Lunge an dieser entlang läuft, bis er allmählig verjüngt, hier 
verschwindet. Der letzte zur rechten Lunge gehende Seitenzweig 
giebt dann noch eine kleine Zahl von Zweigen an die rechte L'unge 
ab, bis er damit für die grobe anatomische Behandlung unzugäng- 
Lich ausläuft. Ein Uebergreifen von dessen Endstrecke auf die 
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linke Lunge habe ich nicht gesehen. — Das Verhalten der Vena 
pulmonalis stimmte ganz mit der Hyrtlschen Schilderung. 

Das Verhalten der Arterien bei ihrem Wege zur Lunge und 
die Art ihrer Verzweigung darauf verdient Berücksichtigung, wenn 
man die Fragen behandelt, ob der Lungensack dieser Thiere an- 
fänglich unpaar war, und in welcher Weise etwa eine Umlagerung 
des Luftsackes von der ventralen Fläche zur dorsalen oder umge- 
kehrt stattwefunden hat. 

Der Urogenitelapparat steht bei beiden Geschlechtern 
mit einer in die Leïbeshühle vorspringenden fetthaltigen Peri- 
tonealfalte in gleicher Weise in Verbindung. Ich will sie als Gre- 
nitalleiste bezeichnen. In der Hyrtlschen Darstellung des weib- 
lichen Geschlechtsapparates ist diese für die Gresammterscheinung 
der Eingeweide in der Leibeshôhle sehr bedeutsame Bildung nicht 
vorhanden; ich vermuthe, daf sie mit der Präparation entfernt 
ist. Diese Genitalleisten laufen im hinteren Theile der Leibes- 
hôühle rechts und links in einigem Abstand von der Chorda am 
dorsalen Theiïle der inneren Oberfläche der Leibeswand, nach vorn 
etwa in der Hühe des hinteren Endes des grofien Leberlappens, 
hinten etwa auf der Hühe vom Ursprunge des aus der Cloake 
kommenden Blindsackes endend. Jede Leiste hat die Form eines 
ungleichseitigen Prismas, dessen Kante leicht wellig gebuchtet oder 
schwach eingeschnitten frei in die Leibeshôhle ragt, während die 
schief abgeschnittene Basis so auf der Leibeswand sitzt, da die 
mediane freie Fläche der Falte erheblich grôfer als die laterale 
ist; das hintere Ende der Leiste ist fast gradlinig abgestutzt, 
das vordere läuft verjüngt und zugespitzt aus. Im Inneren der 
Falte liegen übereinander die Nieren und die Geschlechtsapparate, 
und neben diesen Gefäfe, die zu Hode und Niere tretenden Ar- 
terien und die umfänglichen Venae renales afferentes und efferen- 
tes. — Die Nieren nehmen den basalen Theiïil der Leïste ein, er- 
reichen deren Vorderende nicht, ragen aber über ïhr hinteres Ende 
eine Strecke weit nach hinten hinaus ; die Greschlechtsdrüsen liegen 
ventralwärts von den Nieren in den Leisten da, wo deren laterale 
Wand von der Seitenfläche der Leibeswand entspringt und scheinen 
hier durch die peritoneale Wand hindurch; der Hoden reichte in 
dem untersuchten Thiere über das Vorderende der Leiste nach vorn, 
der Eierstock erreichte diese nicht ganz. Lateral zwischen Hoden 
und Niere läuft die Vena afferens, im Grunde der Falte am me- 
dialen Umfange des dorsalen Theïles der Niere die Vena efferens- 

Fetthaltiges Bindegewebe von intensiv gelber Farbe füllt den 
freien zugeschärften Theil der Leiste und umhüllt die in ihm ge- 
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lagerten Organe zum grôfiten Theil. Das Fettgewebe setzt sich 
nach vorn und medianwärts unter dem Peritonaeum eine Strecke 
weit fort, und verliert sich allmählig, individuell wahrscheinlich 
sehr ungleich. 

Neben und etwas hinter dem oberen Ende der Falte und des 
in ïihr eingeschlossenen Eïerstockes liegt im Weïbchen auf der pe- 
ritonealen Fläche der Leïbeswand, die glatte kreisrunde Eingang- 
Offnung in den Eileiter. Im Männchen findet sich an gleicher Stelle 
neben der Basis des Hodens, der über die Falte hinaus ragt, eine 
kleinere glattrandige Oeffnung, die in einen häutigen Trichter 
führt, die Eingangüffnung zu dem weiterhin obliterirten Müller- 
schen Gang. Auf Querschnitten ist dieser Kanal bis zur Hühe 
des Vorderendes der Niere als ein enger werdendes Rohr zu ver- 
folgen, das von einem cubischen Epithel ausgekleidet ist; es ver- 
läuft nicht gestreckt, sondern macht nach den Bildern, die die 
Querschnitte liefern, hier und da enge Windungen; und endet als 
feiner Zellstrang. 

Die Niere ist ein langgestreckter wulstfôrmiger Kôrper, et- 
was hüher als breit, der sich etwa von der halben Länge der 
Cloake in der angegebenen Lage bis gegen das hintere Ende der 
Leber erstreckt ohne dieses zu erreichen; er ist von dunkelschwarzer 
Farbe, seine glatte Oberfläche ist in unregelmäfiger Weïse von 
queren wenig tiefen Einschnürungen eingeschnitten. Auf seiner 
medialen Fläche läuft in der Mitte, einen Hilus bildend, eine zum 
Eïin- und Austritt von (efäfien dienende Längsfurche. Vor dem 
Hinterende tritt am ventralen Rande der medialen Fiche ein dick- 
wandiger Ureter aus der Nierensubstanz heraus, legt sich an die 
Wand der Cloake und durchbohrt sie nach kurzem Verlauf, ohne 
daf die enge Mündung auf der inneren Oberfläche der Cloake be- 
sonders ausgezeichnet wäre. — Querschnitte durch die Substanz 
der Niere zeigen, daB sie aus einer dunkelschwarzen Rindenschicht 
und einer farblosen Marksubstanz besteht. Die pigmentirte Rin- 
denschicht ist auf dem medialen Umfange der Niere bedeutend 
dünner als auf dem übrigen Theïle: die Pigmentirung zieht sich 
aber mit dem Hilus als eine bis fast zum Centrum vordringende 
Färbung in die Niere hinein. Rinden- und Marksubstanz sind aus 
Harnkanälchen von ungleichen Dimensionen und Blutgefäfien zu- 
sammengesetzt, deren besondere Vertheilung und Verbreitung noch 
zu untersuchen bleibt. Vom Hilus aus zeigt die Nierensubstanz ein 
strahliges Grefüge, das durch die von hier aus- und eintretenden 
Blutgefäfe, kleine Arterien und Zweige der Venae efferentes ver- 
anlaft wird. Am ventralen Umfange wird die Rinde der Niere 
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aus den Venae afferentes von engen Gefäfien durchbrochen, die 
unmittelbar in die Marksubstanz treten, während sehr weite Aeste 
des gleichen Ursprunges in der Rinde ein geräumiges Netz bilden, 
von dem feine Zweige zur Marksubstanz treten. Glomeruli liegen 
in Abständen von einander in zwei Reïhen in einer Zone der me- 
dialen Marksubstanz dorsal und ventral vom Hilus. Von der Mitte 
der Niere ab — über das Verhalten des Vorderendes habe ich noch 
kein Urtheil — liegt am ventralen Umfange in der pigmentirten 
Rindensubstanz der dickwandige Ureter; in seiner Nähe finden 
sich in der Marksubstanz die Querschnitte besonders weiter Harn- 
kanälchen, wohl Sammelkanälchen, die in ihn einmünden. Ihr 
Auftreten ist nicht kontinuirlich. 

Der Hode wird sichtbar wenn man die fetthaltige Peritoneal- 
falte aufhebt und ihre laterale Uebergangstrecke in die peritoneale 
Bekleidung der Leibeswand ins Auge fafit. Hier erscheint er dann 
als ein ähnlich wie die Leber gefärbtes, graurôthliches Band mit 
unregelmäBigæ vertheilten Pigmentflecken an der Basis der Falte 
entlang ziehend, über ihr Vorderende hinaus eine kleine Strecke 
weit und wenig verschmälert reichend; die hintere Strecke wird 
schmäler, verliert die Färbung der Hodensubstanz und geht in 
einen Strang über, der aus der Falte heraustretend sich medial- 
und ventralwärts an den Ureter legt, und wie ein Vas deferens 
an der Wand der Cloake mit diesem sich vereinigt. 

Der in dieser Ansicht bandartig erscheinende Hoden ist, wie 
Querschnitte zeigen, ein im allæemeinen drehrunder, doch unregel- 
mäfig eingebuchteter Kürper. Die Hauptzüge seines Baues sollen 
hier von den ungleichen Strecken nach einander geschildert werden, 
wie diese allmälig in einander übergehend von vorn nach hinten 
auf einander folgen. 

An der vorderen, hauptsächlich der Samenbereïitung dienenden 
Strecke dringt auf der dorsalen, der Niere zugewendeten Fläche 
das Bindegewebe, das den Hoden allseitig umhüllt mit einer Ge- 
fäBe zuführenden Platte gegen seine Längsaxe ein, und erzeugt 
damit auf Querschnitten das Bild eines Hilus. In der Axe des 
Hodens läuft der Länge nach ein durch niederes Epithel ausge- 
zeichneter Centralkanal, der ungleichmäfig gebogen und mit man- 
nigfaltigen Ausbuchtungen versehen ist, von denen einige oft be- 
sonders weit in das Bindegewebe des Hilus eindringen.  Dieser 
Centralkanal ist, wenn auch weniger ausgedehnt, bis fast in die 
vordere Hodenspitze zu verfolgen. In ïhn münden ringsum die 
Hodenkanäle ein, deren Enden ampullen- oder bläschenfürmig 
gestaltet sind. Sie sind durch grofe cubische Epithelien gegen- 
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über dem Centralkanal ausgezeichnet. (Grefäfhaltiges Bindegewebe 
trennt die Samenkanäle von einander. Vereinzelte Spermatozoen 
fanden sich in dem untersuchten Thier durch den ganzen Hoden 
vertheilt; sie haben grofie kegelfôrmige, nadelfürmig zugespitzte 
Kôpfe. Im übrigen war Spermaentwicklung noch nicht eingetreten t). 

Die Rindenschicht des Hodens zeigt in den gefärbten Schnitten 
dicht gedrängte gro$e Kerne, die den Kernen der Zellen in den 
Hodenkanälen durchaus ähnlich sind. Danach liegt hier eine dichte 
Zellschicht; in der Hodenspitze waren die Abgrenzungen der eiïn- 
zelnen Zellen gegeneinander deutlicher als in der hinteren Strecke 
zu erkennen, und liefen bisweïlen eine deutliche Gruppirung zu abge- 
grenzten Paketen unterscheiden. Bei reichlicherem Materiale wird 
zu prüfen sein, ob diese Schicht ein Lager von unreifen Keim- 
zellen darstellt. In dieser Rindenschicht, von da aber auch in 
das bindegewebige Stroma der centralen Hodenmasse übertretend 
liegen einzeln oder in Gruppen vereinigt immer unregelmäfig zer- 
streut grofe durch ein gelbes kürniges Pigment ausgezeichnete 
Zellen. 

Ein eigenartiges Verhalten zeigt die als Vas deferens be- 
zeichnete Strecke. Soweit sie neben dem Ureter frei liegt, er- 
scheint sie als ein weites Rohr, das auf der Strecke zwischen dem 
hinteren Ende der Niere und der Cloakenwand dorsalwärts vom 
Ureter und medianwärts neben der groBen Vena renalis afferens 
läuft. Bei dem Versuche einer Injection mit Weingeist, der mit 
lôslichem berliner Blau gefärbt war, füllte sich aus diesem Robhre 
heraus, ein neben dem hinteren Ende der Niere unter stumpfem 
Winkel abzweigendes Gefäf, da medialwärts laufend in die Niere 
mündete. Das deutete auf complicirte Verhältnisse, deren Er- 
kenntniB nur von der Durchsicht einer Reiïhe von Querschnitten 
zu erwarten stand. Aus solcher ergab sich, daf$ in dem weiten 


1) Im oberen Theile des Hodens fanden sich einzelne Kôrper, die ich an- 
fänglich für Eier hielt, bei denen ganz ähnlich wie in Eierstockeiern in der 
ansehnlichen Dottermasse ein grofies Keimbläschen mit einem Keimfleck einge- 
lagert war. Ich deutete die Erscheinung auf das Bestehen eines inactiven Her- 
maphroditismus, ähnlich dem, der von Amphibien beschrieben ist. Weiterhin in 
dem Hoden lagen vom Haematoxylin nicht gefärbte kôrnige Massen, die wie Dot- 
termassen erschienen. In einem Falle aber bestand eine solche ungefärbte Masse 
deutlich aus kleinen keulenfürmigen, im Griff der Keule fadenfürmig ausgezogenen 
Gebilden, die ich für Sporozoen halten mu. Danach ist meine anfängliche Deu- 
tung der in der vorderen Hodenstrecke vorhandenen Kôrper als Kier umgeworfen, 
ich sehe in ihnen vielmehr Sporozoen aus dem Verwandtschaftskreise einer Klos- 
sia, und um so mehr als ich an keinem dieser Pseudo-Eier ein deutliches Folli- 
kelepithel finde. 
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Rohre, dessen Innenfläche von einem niederen Epithel bekleidet 
war, und das unregelmäfiige Ausbuchtungen zeigte, neben dem 
hinteren Ende der Niere ein von der dorsalen Wand gegen das 
Lumen vorspringender Wulst auftritt, der mit einem schmalen 
Blatte aus dem dichten kernhaltigen Bindegewebe hervorgeht, das 
die Epithelauskleidung des Rohres trägt. Dieser Wulst setzt sich 
der Länge nach ununterbrochen in der Lichtung des als Vas de- 
ferens bezeichneten Rohres nach vorn fort; nimmt an Mächtigkeit 
zu und ist, je dicker er wird, um so mehr von Canälen durchsetzt, 
die mit der Lichtung des Vas deferens in Verbindung stehen. Mit 
der wachsenden Mächtigkeit des Wulstes schwindet die anfänglich 
weite Lichtung des Vas deferens, und indem der Wulst auch an 
anderen Orten als dem angegebenen mit dem Bindegewebe, welches 
hier wie weiter hinten die Wand des Vas deferens bildet, in Zusammen- 
hang tritt, entsteht auf einer langen Reïhe der Querschnitte das Bild, 
da spangenfürmige Kanäle, die Überbleibsel der hinteren Lichtung 
des Vas deferens, einen centralen bindegewebigen Strang umgeben, 
der in unregelmäfigster Weise von epithelführenden Canälen durch- 
setzt und durchklüftet wird. An einzelnen Stellen tritt aus dem 
Netzwerk ein Canal in die äuBere dicke bindegewebige Schicht des 
Stranges ein, durchsetzt sie im parallelen Laufe mit der Axe des 
Stranges von vorn nach hinten, um in einigem Abstand von der 
Austrittstelle wieder in das centrale Netz der Canäle einzumünden. 
Dieses netzfôrmig canalisirte Bindegewebe ist das hintere strang- 


_ fürmige Ende des Hodens, das nach vorn in den centralen Canal 


übergeht, an den die Samenkanälchen angeschlossen sind.  Da- 
nach besteht der Hoden zunächst aus einem vorderen Samen be- 
reitenden Theil und einem hinteren derben von unregelmäfig netz- 
artig verknüpften Canälen durchzogenen Ausführungstheil, dessen 
Kanäle schlieflich in die weite Lichtung der Vas deferens ge- 
nannten Strecke einmünden. 

Das vorhin erwähnte, durch Injection vom Vas deferens aus 
geftüillte zur Niere führende Gefäf hat eine bindegewebige Wand, 
die aus der des Vas deferens ununterbrochen hervorgeht. Die 
Lichtung des Rohres geht von dem gemeinsamen Hohlraum des 
Vas deferens an einer Stelle ab, wo in ihm noch ein kleiner Rest 
des von Kanälen durchsetzten Stranges liegt. Dieser Rest liegt 
am ventralen Umfange des Vas deferens, während ihm gegenüber 
am dorsalen Umfang der abzweigende Canal entspringt und in 
solcher Weise quer zur Niere läuft, dafi er auf den Querschnitten 
durch den ganzen Complex der in der Genitalleiste vereinigten 
Organein ganzer Länge getroffen war, Der Canal kreuzt dabeïi 
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den im Nierengewebe liegenden Ureter an seiner medialen Fläche 
und senkt sich dann unmittelbar an der ventralen und medialen 
Kante der Niere in deren pigmentirte Rinde ein; hier tritt seine 
Lichtung mit einem Complex von Harnkanälchen in Verbindung. — 
Bis jetzt habe ich nur einen Hoden und Niere verbindenden 
Kanal gesehen, die Môglichkeit daf weiter nach vorn solche Ver- 
bindungsgänge sich wiederholen, ist nicht ausgeschlossen. Die In- 
jection wies mir solche so wenig nach wie die Durchmusterung 
der dabei in Betracht kommenden Strecke. Die Entscheidung 
wird erst gesichert sein, wenn von der ganzen Länge der Niere 
und des Hodens eine lückenlose Reïhe von Querschnitten vorliegt. 
Die hintere Strecke des als Vas deferens bezeichneten Ganges, 
die sich auf dem Wege zum Enddarm so eng mit dem Ureter 
verbindet, daB bei der anatomischen Präparation beide zusammen 
als ein einheitlicher Strang erscheinen, gestattete bei der geräu- 
migen Lichtung des vorhin erwähnten Abschnittes leicht die Ein- 
führung einer feinen Sonde und der feinen Canüle eines Injections- 
apparates. Allein die eingeführte nach hinten vorgeschobene Sonde 
trat nicht, wie ich erwartet hatte, in den Ureter über, noch ge- 
lang es injicirte Flüssigkeit zum Austritt durch die Mündung des 
Harnleiters in den Enddarm zu treiben. Um die hier bestehenden 
Verhältnisse zu klären, wurden daher die vereinigten Endstrecken 
des Harn- und Samenleiters bis zur Mündung geschnitten. Die 
äuBerlich bemerkbare Vereinigung beider Gänge wurde durch 
die Querschnitte bestätigt, in sofern als die Lichtungen beider 
Rôhren von einem gemeinsamen festen Bindegewebe umschlossen 
waren. Das Verhalten beider war aber ungleich: der Harnleiter 
verläuft mit gleichweit bleibender Lichtung, bis er, an seiner dicken 
Wandung leicht kenntlich, die Darmwand durchsetzt, wie es die 
durch ïihn leicht durchgeführte feine Sonde vermuthen lie. 
Anders das Vas deferens. Seine im Anfang dieser Strecke 
weite Lichtung, die leicht die Einführung einer Sonde gestattet, 
nimmt nach hinten, wie der Samenleiter den gleichen Weg mit 
dem Harnleiter und neben ïihm macht, bald an Ausdehnung ab, 
zieht sich trichterfôrmig so dünn aus, daf hier die eingeschobene 
Sonde stecken bleibt und endet endlich in dieser Richtung blind 
mit zwei kleinen Spitzchen. Daraus ergiebt sich, da$ dem Canal 
die nach der anatomischen Präparation ïhm gegebene Bezeichnung 
eines Vas deferens nicht mit vollem Recht zukommt. 
Aber ein anderes ist bedeutsamer. Neben dieser blind aus- 
laufenden Canalstrecke liegt auf dem medialen Umfange des 
Canals eine Bildung, die ich am kürzesten characterisiren kann, 
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wenn ich sie als einen hinteren Hodenabschnitt bezeichne. In dem 
umhüllenden Bindegewebe liegt die netzfürmige canalisirte, aller- 
dings dünne Strangmasse, wie sie in der vorderen Strecke des 
Vas deferens sich findet, theils ganz gesondert von der Lichtung 
des Hauptrohres, theils mit ihm durch Canäle verbunden und end- 
lich an einigen Stellen in gleicher Weiïse strang- und wulstartig 
in dessen Hohlraum hineintretend, wie es in der vorderen Strecke 
der Fall ist. Und mit diesem canalisirten Gewebe sind auf eine 
kleine Strecke Rôühren und Canäle verbunden, deren Epithel theils 
mit dem eigentlichen Hodenepithel, theils mit demjenigen über- 
einstimmt, das die centralen Hohlräume der Hodensubstanz aus- 
kleidet. Und daf es sich in der That um eine Hodenbildung 
handelt, geht daraus hervor, daf sich ein Spermatozoon in einem 
der nach dem Epithel als Samencanäle angesprochenen Hohl- 
räume fand. 

Schlieflich ist nun zu erwähnen, da von dem canalisirten 
Strange aus einige wenige kurze Canälchen sich abzweigen, unter 
stumpfem Winkel sich gegen den Ureter wenden und mit sehr 
enger Lichtung in diesen einmünden, wie auch von der Endstrecke 
des Hauptganges ein Canälchen mit querem Verlauf zum Ureter 
geht und in ihn einmündet. 

Wie also in der vorderen Hodenstrecke eine Verbindung 
zwischen deren Canälen und dem Canalsystem der Niere besteht, 
so tritt an der hinteren Strecke das Canalsystem einer Hoden- 
masse mit dem Harnleiter zusammen. Da diese Verbindung sich 
bei der Injection nicht verrieth, hängt wohl damit zusammen, da 
die in den Hauptgang getriebene Flüssigkeit die von ihm ab- 
gehenden engen Canälchen zusammendrückte. 

Nephrostomen oder Segmentalgänge habe ich beim Mustern 
der peritonealen Bekleidung des Urogenitalapparates nicht ge- 
funden; bin aber durch die Untersuchung der Querschnitte des 
Apparates auf eine Bildung aufmerksam geworden, die vielleicht 
zu solchen Einrichtungen Bezichung besitzt. Auf der medialen 
Fläche der (Grenitalfalte läuft etwas dorsalwärts von der Hühe 
der ventralen Nierenfläche eine niedrige, vom Peritonaeum gebildete 
Leiste, die eine dorsalwärts offene Rinne begrenzt. Querschnitte 
zeigen in dieser (Cregend Spalträume, die von dem Grunde der 
Rinne ventralwärts im Fettgewebe der Grenitalleiste bis an oder 
um den ventralen Umfang des Hodens oder seines ausführenden 
Apparates sich erstrecken, von benachbarten gleichen Räumen 
durch dichtes Zwischengewebe in scheinbar regelmäfiger Abwechse- 
lung getrennt. Die Spalträume sind auf den Schnitten zumal in 
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den tieferen Theilen durch Bindegewebsplatten und Bänder un- 
regelmäkig gekammert. Eine Epithelauskleidung habe ich nicht 
in ihnen gesehen. Auf den Präparaten 6ffnen sich nun diese Spalt- 
räume gleichfalls in Abständen von einander in den Grund der 
vorhin erwähnten Rinne, und die Durchschnitte der diese begren- 
zenden Leiste erscheinen dann als Lippen, welche trichterfürmige 
Eingänge in die Spalträume begrenzen. Die regelmäfige Ab- 
wechselung, mit der, wie die Spalträume, so diese Eingänge in sie 
hinter einander auftreten, lieBen die Vermuthung aufkommen, daf 
es sich hier um Bildungen handle, die mit Segmentalgängen in Zu- 
sammenhang ständen, um so mehr als neben der hinteren Strecke 
des Urogenitalapparates die Begrenzung der Spalträume dichter 
und wandartig erscheint. Ich bin aber nicht sicher darüber, ob 
nicht die erwähnten Offnungen künstliche, durch Zerreifungen ent- 
standen sind, und halte, ehe es nicht gelingt, an den Eingang- 
6ffnungen und in den Spalträumen eine epitheliale Bekleidung 
nachzuweïisen, einen etwa auf entwicklungsgeschichtliche Vorgänge 
zurückzuführenden Zusammenhang mit Segmentalgängen für un- 
bewiesen. Die Spalträume gehüren vielleicht zu dem im Kôrper 
der Thiere so weit verbreitetem System der Lymphhohlräume. 

Nach dem anatomischen Verhalten zu schliefen wird das 
Sperma durch die Niere und den Harnleiter in die Cloake entleert. 
Die morphologische Deutung darf wohl den Harnleiter als sekun- 
dären Urnierengang (Leydigschen Gang) auffassen, da neben ihm 
eine männliche Tube besteht. Die Urniere (Mesonephros) wird 
dann durch die Niere und das mit dem Sperma bereitenden Theiïl 
des Hodens verbundene Canalnetz vertreten; die nach der äuBeren 
Erscheinung als Vas deferens bezeichnete Strecke entspricht nicht 
dem secundären Urnierengange oder dem Vas deferens hôherer 
Thiere, sondern ist ein Sammelcanal im Bereiche der zunächst 
mit der männlichen Keimdrüse verbundenen Canäle, wie ein solcher 
in ähnlicher Weise im Hoden von Haien und Amphibien, wenn 
auch in geringerer Ausdehnung vorhanden ist. 

Auf den weiblichen (Creschlechtsapparat hier einzugehen, habe 
ich keine Veranlassung ; sein Bau ist in groBen Zügen von Hyrtl 
richtig angegeben, wenn man die bildliche Darstellung der Ovarien 
und des ostium abdominale der Eïleiter unter dem Vorbehalt auf- 
faft, daf die peritonealen Hüllen durch die Präparation fortge- 
nommen sind, und dadurch besonders die Eingangôffnung des Ei- 
leiters das tubenfôrmige Ansehen erhalten hat. 

Ich verweise zum SchluB auf die abweichende Bildung, die 
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nach Günthers!') Untersuchung der Geschlechtsapparat des au- 
stralischen Dipnoers Ceratodus von dem der Lepidosiren aufweist, 
Zusammenfassend kann man sagen, daB in diesem auch äuferlich 
die Fischgestalt mehr als Lepidosiren besitzenden Thiere, der Bau 
des Geschlechtapparates sich in einigen Punkten von dem ursprüng- 
lichen Verhalten entfernt und dem der Knochenfische nähert. Da- 
hin rechne ich die Erscheinung, daf bei Ceratodus der Hoden?) keine 
Verbindung mit einem Samenleiter, der Niere oder dem Harnleiter 
haben solll Der von Günther als , Vas deferens“ bezeichnete 
Kanal dieses Fisches entspricht nach seiner Lage und Gestalt vül- 
lig dem Eileiter und als ,männliche Tube“ wie dieser dem Müller- 
schen Gange. Daf er die Ausführung des reiïfen, in die Peritoneal- 
hôühle entleerten Samens übernehmen sollte, ist der Analogie nach 
unwahrscheinlich, um so mehr als Ceratodus Abdominalporen be- 
sitzt, die Lepidosiren fehlen. Sie künnen wie bei gewissen Teleo- 
stiern und Petromyzonten nach Günthers Vermuthung dieser 
Aufgabe dienen. Ob ein Urnierengang verschwunden ist oder im 
Harnleïter der Niere fortbesteht, wird die Entwicklungsgeschichte 
feststellen. — Ich will auch auf den Unterschied zwischen Lepi- 
dosiren und Ceratodus hinweisen, da$ der Urogenitalapparat bei 
Ceratodus auf dem Scheitel des dorsalen Blindsackes in den End- 
darm mündet, während bei Lepidosiren diese dorsale Ausstülpung 
der Cloake, wie die ,fingerformige Drüse“ der Haïe die Ausfüh- 
rungssänge dieses Organapparates nicht aufnimmt. 

Diese Abweichung der Lepidosiren vom Ceratodus gewinnt 
dadurch an Interesse, da sie mit der ungleichen Gefäfiversorgung 
der Lunge bei beiden Dipnoern zusammenfällt. Denn bei Lepido- 
siren enthält die Lunge, dem amphibiotischen Verhalten sich nä- 
hernd , ihre zuführenden Gefäfe von einem Kiemenbogen, während 
bei Ceratodus die Lunge nach Art einer Schwimmblase der Telostier 
und Ganoiden nicht von den KiemengefäBen her, sondern von 
der Arteria coeliaca aus mit Blut versorgt wird. In diesem Zu- 
sammenhange wird die Besonderheit des männlichen (reschlecht- 
apparates in dem einen und dem anderen Dipnoer von grükerer 
Bedeutung, und es erscheint Lepidosiren als diejenige Form, bei 
der Charactere der Wirbelthierorganisation als ursprünglicherer 
gedeutet werden künnen, da sie dem embryonalen Verhalten, das 


1) A. Günther, Description of Ceratodus. Philosoph. Transactions of the 
R. Soc. of London. Vol. 161. Pt. IL. 1872. pg. 511. 
2) Das von Günther als Hoden bezeichnete Organ umfafit offenbar auch die 
fetthaltige Peritonealfalte der Genitalleiste. 
Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 1. À 
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für die Wirbelthiere typisch erscheint, entsprechen:  Ceratodus 
steht in der Entwicklungsrichtung zu den Granoiden und Teleostiern, 
wäbrend Lepidosiren mehr amphibiotische Züge aufweist. Diese 
Verhältnisse sollten auch bei der Beurtheilung der Morphologie 
anderer Organe, wie des Extremitätenskelettes nicht auBer Acht 
bleiben. Und so mag zum Schluf darauf hingewiesen werden, daf 
wie bei Protopterus ein fadenfôrmiger Anhang der vorderen Ex- 
tremität als Kieme in Anspruch genommen ist (Wiedersheim), die 
im männlichen Lepidosiren an der hinteren Extremität vorhandenen 
büschelfôrmigen Anhänge äuferlich den Kiemenbüscheln in der 
Kiemenhôhle vüllig gleichen. Zwischen beiden besteht aber der 
für die Leistung bedeutungsvolle Unterschied, daf die Anhänge 
der Extremitäten zwar auch von ansehnlichen Blutgefäfschlingen 
durchzogen werden, da sie aber doch hinter dem GefäBreichthum 
der Kiemenbüschel, zumal hinter der Entwicklung von grofien Ca- 
pillaren, wie sie in diesen vorkommen, weit zurückbleïiben. Die 
den Kiemenbüscheln ähnelnden Anhänge haben gewiB keine respi- 
ratorische Bedeutung; eher môchte die starke GefäBversorgung 
dieser Anhänge mit einer Schwellungsfähigkeit in Verbindung 
stehen. 
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Unter Thalamophoren verstehe ich mit Häckel alle 
marinen, beschalten, retikulären Rhizopoden und setze sie durch 
diese Bezeichnung in Gegensatz zu den beschalten Süfwasser- 
rhizopoden, den Testaceen, welche meiner Ueberzeugung nach 
in keiner unmittelbaren Beziehung zu den Thalamophoren stehen. 

Ein natürliches System der Thalamophoren ist deshalb 
nur mit grüfter Schwierigkeit aufzustellen, weil soviel Formen- 
reihen existieren, die mit merkwürdiger Vollkommenheit in ein- 
ander übergehen, so da man in Gefahr läuft, diejenigen Formen 
mit denen man sich gerade intensiver beschäftigt hat, mit den 
anderen in phylogenetischen Zusammenhang zu bringen, ohne daf 
man dabei gewahr wird, daB sich eine ähnlich geschlossene Reïhe 
von noch sehr vielen anderen Punkten des Formencomplexes aus 
hätte aufstellen lassen. 

Unter allen Umständen ist für die Aufstellung eines natürlichen 
Systems die richtige Erkenntnis der ursprünglichsten Formen eine 
groBe Hauptsache, denn hat man erst den Ausgangspunkt des 
ganzen Formenkomplexes erfafit, so läfit sich hoffen durch einen 
Vergleich dieser Ausgangsformen mit irgend einer Reïhe von 
hôherstehenden Formen den Weg, den die Weiïterentwicklung ge- 
nommen hat, dem Princip nach wenigstens feststellen zu künnen. 
Unter der Voraussetzung, da dieses Princip sich im Laufe der 
Stammesgeschichte nicht geändert hat, wird man dann auch mit 
groBer Wahrscheinlichkeit nach demselben Princip andere Reïhen 
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mit den Ausgangsformen in Verbindung bringen und eventuell 
auch weiter fortführen kônnen. 

Wäre es z. B. erwiesen, daf die Lageninen der Ausgangs- 
punkt der Nodosarien wären, so würde sich daraus als sehr 
wahrscheinliches Entwicklungsprincip ergeben, daf aus ursprüng- 
lich monothalamen Formen etwa durch Ausbildung von Tochter- 
thieren, die von dem Mutterthier nicht abgeschnürt wurden sondern 
mit ihm in Verbindung geblieben sind, ohne weiïtere Zwischenstufe 
polythalame Formen entstanden seien. Die Lagena-Nodosaria-Reïhe 
als richtig angenommen, kônnten dann weitere ähnliche von der 
Monothalamie zur Polythalamie unmittelbar überführende Réïhen 
aufgestellt werden, eine sandschalige, lagenaartige, monothalame 
Saccammina kônnte als Ausgangspunkt von sandschaligen, nodo- 
sariaartigen Nodosinellen, oder eine bestachelte, monothalame 
Kugelschale als Ausgangspunkt von den polythalamen, bestachelten 
Globigerinen angenommen werden. Eine scharfe Trennung von 
Kalkschalern und Sandschalern, von Perforaten und Imperforaten 
wäre bei dem angenommenen Ausgangspunkt und dem gefolgerten 
Entwicklungsprincip schon an der Wurzel des Thalamophoren- 
stammes môglich, denn es finden sich sowohl lagenaartige wie 
nodosariaähnliche Vertreter unter den perforierten und imperfo- 
rierten Kalkschalern ebenso wie unter den Sandschalern. Diese 
scharfe Trennung brächte dann schon wichtige Hauptgruppen für 
das natürliche System. Ich brauche nicht erst hervorzuheben, daf 
die meisten der seitherigen Systeme in dieser Weise vorgegangen 
sind, wenn sie die Thalamophoren in Perforate und Imperforate, 
in Monothalamia und Polythalamia, in Sand- und in Kalkschaler 
eingetheilt haben. 

Das letzte System dieser Art ist von Häckel aufgestellt 
worden (Litt. 9). Häckel verwendet dann auch, wenn ich ihn richtig 
verstanden habe, die oben als Beispiel angeführte Auffassung, daB die 
monothalamen Formen durch Hervortreiben von nicht vom Mutter- 
thier abgeschnürten Tochterthieren zu polythalamen Arten ge- 
worden seien, als Erklärung für das Zustandekommen der Poly- 
thalamie. Er faft die mehrkammerigen Thalamophoren als Catenal- 
Cônobien auf, d. h. als Zellgemeinschaften, bei denen jede Kammer 
für sich einer Zelle gleichzusetzen sei Es muf allerdings her- 
vorgehoben werden, daf diese Auffassung mit apodiktischer Sicher- 
heit nicht gegeben wird. Pag. 58 heift es ,indessen kann man 
auch z. B. die zusammengesetzten Riesenformen der Siphoneen 
und Polythalamien als Coenobien auffassen“ und pag. 179 , dieser 
Vermehrungsprocef der Kammern, der sich bei den grüBeren 
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Formen oftmals wiederholt, ist nach unserer Ansicht nur eine be- 
sondere Form der Knospung.“ Es ist leicht verständlich, wie 
Häckel für die dargelegte Auffassung eintreten konnte. Die 
Untersuchungen Schaudinn’s über die Fortpflanzung der Thala- 
mophoren haben nur von solchen polythalamen Formen Meldung 
gebracht, welche sehr frühe vielkernig wurden, so daB für jede 
Kammer Kerne disponibel waren. Besaf aber jede Kammer einen 
oder mehrere Kerne, so konnte auch jede Kammer mit Berechti- 
gung als Zelle aufsefaft werden. 

Meine Studien an dem reichen Material der Deutschen Plank- 
ton-Expedition haben aber ergeben, da8 alle Globigerinen 
Gncl Orbulina), Hastigerina und Pullenia — hôchst 
wahrscheinlich alle pelagisch lebenden Thalamophoren — während 
der Hauptzeit ihres Lebens blos einen einzigen Kern besitzen, 
während einer Zeit, in der schon alle Kammern zur Ausbildung ge- 
kommen sind, die überhaupt angelest werden. (Vgl. auch Polysto- 
mella bei F.E. Schulze Litt.18.) Solchen Thatsachen gegentiber kann 
die Catenal-Coenobionten-Theorie für die mehrkammerigen Thalamo- 
phoren nicht aufrecht erhalten werden, denn die ganze Kammerkette 
besitzt blos einen Kern, das ganze Kammerensemble kann also nur 
als das Abscheïidungsprodukt einer einzigen Zelle aufgefaft werden. 

Die Globigerinen sind also keine Catenal-Coenobien von Or- 
bulina; sie lassen sich aber auch nicht auf andere Weïse von 
Orbulina ableiten. Eine Autorbulina, wie Häckel meint, 
existiert nach meinen Untersuchungen überhaupt nicht; die grofe 
Zahl von Orbulinen, die mir zur Untersuchung vorlagen, konn- 
ten alle als spätere Entwicklungsstadien von ursprünglich voll- 
ständig globigerinaähnlichen Jugendformen mit zweifelloser Sicher- 
heit festgestellt werden. Leider muf ich wegen der Beweise auf 
meine erst später erscheinende Arbeit im Planktonwerke ver- 
weisen; nur soviel sei hier schon gesagt, da selbst dann, wenn 
eme Autorbulina im Sinne Häckels existierte und nur in 
meinem Material nicht vorgekommen wäre, also eine Orbulina, 
die sich als solche fortpflanzte, diese Autorbulina kaum die 
Stammform der Globigerinen gewesen sein künnte; denn die Kam- 
mern der Globigerinen haben nur wenig, die Embryonalkammer 
der Globigerinen aber aufer annähernder Kugelform nicht die ge- 
ringste Aehnlichkeit mit einer Orbulina. Die Ausbildung der 
Orbulinaschale, welche sich um die Globigerinen herumlegt, 
ist eine sekundäre Anpassung an das pelagische Leben, wie ich 
früher schon (Litt. 14c) betont habe; sie kann mit der Schwimm- 
kammer der pelagischen Tinoporus-Arten verglichen werden; 
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über ihre phylogenetische Entstehung ist später pag. 94 Einiges 
gesagt. Die Orbulinen sind also von Globigerinen abzu- 
leiten, nicht die Globigerinen von den Orbulinen. 

Häckel nennt einmal Orbulina eine palaeozoische Form, 
worauf dieses ,palaeozoïisch“ gegründet ist, weiB ich nicht. Hier 
mu ein Irrthum oder eine Verwechslung vorliegen; nach meinen 
Informationen treten die ersten Globigerinen im ,unteren Keuper“ 
auf (cf. Schwager bei Bütschli 3a. pag. 252), ihnen folgen die 
Orbulinen in der rhätischen Stufe. (Bütschli 3a. pag. 201) oder 
nach Terquem erst im Lias (cf. Brady 2b pag. 611). 

Wir dürfen also mit grofier Bestimmtheit behaupten, daf die 
mehrkammerigen Globigerinen nicht aus einkammerigen Orbulinen 
entstanden sind. Die einfache Ableitung der mehrkammerigen 
Formen unmittelbar von einkammerigen durch Kammeransatz er- 
hält hierdurch aber den ersten empfindlichen Stof. Unhaltbar 
wird die Annahme dadurch, daB auch die Ableitung der Nodo- 
sarinen von den Lageninen mehr wie unsicher ist, wie ich 
pag. 74 noch zeigen werde. 

Der Ausgangspunkt der seitherigen, oben karakterisierten, 
Systeme ist daher nicht richtig gewesen; wir müssen uns nach 
einem neuen Ausgangspunkt umsehen. 

Die Palaeontologie, die am ersten dazu geeignet ist, 
hierin Rath zu schaffen, da sie die Schalen unserer Rhizopoden in 
so auBerordentlicher Zahl und meist in gutem Zustand erhalten 
hat, läBt uns leider gerade am Anfange der Stammesgeschichte 
fast gänzlich im Stiche; sie hat uns aus den älteren palaeozoïschen 
Schichten nur spärliche Spuren, meist Steinkerne, deren Bestim- 
mung sebhr schwer und unsicher ist, überliefert, und bringt dann 
in der Carbonformation mit einem male eine recht bedeutende 
Zahl von ganz verschiedenen Formen, von denen einige schon zu 
den hôchstentwickelten gehôren, die wir überhaupt kennen. 

Die erste Entwicklung der Thalamophoren mu also schon 
weit vor der Carbonformation gelegen haben, ohne daf uns ihre 
Anfänge in den älteren Schichten erhalten geblieben sind. Trotz- 
dem aber vermag uns die Palaeontologie gewichtige Nachweise 
auch über die Beschaffenheit jener ersten nicht erhaltenen Thala- 
mophoren, wenn auch erst auf indirektem Wege, zu geben. Ver- 
gleicht man die im Kohlenkalk erhaltenen Thalamophoren mit 
denjenigen späterer Perioden, so muf auf den ersten Blick auf- 
fallen, daff die weitaus meisten derselben ihre Wände aus Sand- 
partikelchen aufgebaut haben, daf ein anderer Theïl dieser palae- 
ozoischen Thalamophoren bald in sandschaliger bald in kalkschaliger 
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Schalentextur auftritt und daB rein kalkschalige Genera in dieser 
Periode noch überaus selten sind. Schwager bei Bütschli 
(Litt. 8a. pag. 246) macht die Angabe, dafi in den verschiedenen 
Kohlenkalkproben, die er zu beobachten Gelegenheit hatte, A r- 
chaediscus Brady meist die allein rein kalkschalige Thalamo- 
phore war, die er in diesen Proben antraf. 

Ganz besondere Beachtung verdient dann aber weiterhin der Um- 
stand, daf sich in jenen frühen Schichten auch zahlreiche Ueber- 
gänge vonrein sandschaligen zu kalkig-sandschaligen 
und schliefilich zu rein kalkschaligen Thalamophoren vorfinden; 
und zwar scheinen sich die in der Regel nicht perforierten Sand- 
schaler ebensowohl in perforate als imperforate Kalkschaler umge- 
wandelt zu haben. So treten die Endothyren, die zweifellos die 
Stammform der Rotaliden darstellen, in solchen Uebergangsreihen 
auf; so haben sich ähnliche Uebergänge bei den Textulariden 
heute noch erhalten. Aus diesen Thatsachen hat schon Neumayr 
mit vollem Recht, wie ich überzeugt bin, geschlossen, da sich die 
kalkschaligen Formen aus Sandschalern entwickelt haben. Zu 
seinen Argumenten füge ich noch ein anderes hinzu. 

Es giebt nämlich eine ganze Anzahl von Formen, die der 
sonst geltenden Regel einer vielseitigen AnschluBmüglichkeit zu- 
wider, sich garnicht an andere Formen anschlieBen lassen, obgleich 
sie erst in palaeontologisch sehr jangen Formationen oder gar 
erst recent auftreten, zu einer Periode also, welcher schon viele 
andere Perioden mit wohlerhaltenen Thalamophoren vorausge- 
gangen sind. Sie kônnen von den früheren in Weiterentwicklung 
begriffenen Arten also ohne Zweifel nicht abgeleitet werden, son- 
dern sind augenscheinlich Neulinge, die jedenfalls von unbeschalten 
Rhizopoden her durch Schalenbildung gerade erst zu Thalamo- 
phoren geworden sind. All diese Neulinge sind sandschalige 
Formen, meistens stellen sie Rôhren dar, die gelegentlich Anfänge 
einer ersten unregelmäfigen Segmentierung erkennen lassen, z. B. 
Rhabdammina Brad y. 

Wir dürfen also für unsere Ausgangsgruppe die Annahme 
machen, daB sie aus sandschaligen Thalamophoren bestand, und als 
Princip feststellen, daf sich perforate und imperforate Kalkschaler 
von sandschaligen Formen ableiten lassen, vorausgesetzt natürlich, 
daB sich beide in ihren sonstigen Eigenthümlichkeiten genau ent- 
sprechen. 

Mit diesen Erôrterungen trete ich der Anschauung Häckels, 
daB die chitinigen Schalen!) die ursprünglichsten seien, durchaus 


1) Um eigentliches Chitin handelt es sich nach meinen Untersuchungen an 
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nicht entgegen; ich glaube aber, daf die chitinigen Schalen in den 
weitaus meisten Fällen, wenn nicht immer, erst zu Sandschalen 
geworden sind, bevor sie sich zu Kalkschalen umwandelten. Für 
diese Umwandlung haben wir palaeontologische Beweise, während 
uns reine Chitinschalen aus den älteren Formationen überhaupt 
nicht erhalten sind. 

Aus meinen Erôrterungen folgt aber gleichzeitig, daf eine 
scharfe systematische Scheidung von Kalk- und Sandschalern nicht 
môglich ist; denn wenn auch die hôchstentwickelten Sandschaler 
und Kalkschaler in der Regel nie mehr in ihrer Schalentextur 
überschlagen, nie mehr bald mit einer Sandschale auftreten bald 
mit einer Kalkschale, so zeigen doch die tiefer stehenden Formen 
so mannigfache Zusammenhänge und nach beiden Richtungen hin 
wechselnde Schalenkomposition, daf eine solche fundamentale Tren- 
nung an der Wurzel zum mindesten Zusammengehôriges auseinander- 
reiBen würde. Eine Ordnung der Kalk- und Sandschaler darf also 
nicht aufgestellt werden; dagegen ist es zulässig und sogar zweck- 
mäfig von den hôher stehenden Formen rein kalkschalige Formen 
als besondere Familien, von sandschaligen oder in der Schalen- 
komposition wechselnden Formen abzuscheiden, wie ich dies durch 
Trennung der Nodosariden von den Nodosinelliden, und 
der Rotaliden von den Endothyriden gethan habe; es 
treten durch diese Scheidung zugleich die Stammfamilien deutlicher 
hervor. 

Die Palaeontologie giebt uns aber noch weitere Winke zur 
Aufstellung des natürlichen Systems. Wenn wir solche Formen 
ins Auge fassen, die sich erst in palaeontologisch bekannter Zeit 
auf eine hôhere Entwicklungsstufe emporgehoben haben, wie z. B. 
die Miliolinen, über deren Entwicklung ich später noch Einiges 
mittheilen will, oder wenn wir überhaupt irgend eine Fortbildung, 
die sich in palaeontologisch bekannter Zeit an niederen Formen 
eingestellt hat, aufmerksamer betrachten, so wird sich meist die 
unbestreitbare Thatsache herausstellen, daB diese Weiterent- 
wicklung ein Fortschreiten in der Festigkeit der 
Schalenkonstruktion bedeutet. Es würde mich zu weit 
führen, dies im Einzelnen hier näher auszuführen, es mag nur daran 
erinnert werden, daf z. B. eine spirale Aufrollung, wie sie unter 
anderen bei den Cristellarinen auftritt, nothwendiger Weise 
eine festere Schalenkonstruktion zur Folge hat, als die gerade ge- 


sehr verschiedenen Genera in den meisten Fällen nicht, da die Schalen sich mehr 
oder minder rasch in warmer, stark kouzentrierter Kalilauge lôsen. 
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streckte perlschnurartige Aneinanderreihung der Kammern der 
Nodosarinen; und Niemand hat noch bezweifelt, da sich die 
Cristellarinen von den Nodosarinen aus entwickelt haben, 
mit denen sie die Eigenart ihrer Perforation und ihrer Kammer- 
mündungen theilen. 

Eïn Streben nach Festigkeit des Gehäuses macht sich in der 
Entwicklung fast einer jeden Formengruppe geltend, wobei dann 
noch zwei weitere Principien mafgebend waren, 
nämlich bei der angestrebten Festigkeit müglich- 
sten Rauminhalt des Gehäuses und môüglichste Ein- 
fachheit desselben zu erzielen. 

Die beiden letzteren Principien sind augenscheinlich darauf 
gegründet, daf sie den Gehäuseträger am wenigsten mit Bau- 
geschäften belasteten, und ihm deshalb die meiste Zeit zu anderen 
Lebensfunktionen, wie Ernährung und Fortpflanzung übrig liefen, 
welche ja für Erhaltung und Verbreitung und deshalb auch für 
die Fortbildung der Art die mafigebendsten Faktoren genannt 
werden dürfen. 

Dieses Festigkeitsprincip als Movens der Weïterentwicklung 
ist zu interessant und für die Aufstellung meines Entwurfs zu 
wichtig, um die Frage unerürtert zu lassen, warum diese Bevor- 
zugung der Festigkeit stattwefunden hat. Meiner Ansicht nach 
lautet die Antwort auf diese Frage einfach, weïl die Thalamophoren 
meistens unter Verhältnissen leben, die ihre Schalen in hohem 
Grade der Gefahr des Zerbrechens aussetzen; es muf also eine 
fortwährende Auslese des Festeren stattfnden. 

Schon die grofe Zahl zerbrochener und wieder regenerierter 
Thalamophorenschalen, die man in allen Grundproben findet, legt 
die Vermuthung nahe, daB unsere Rhizopodenordnung vielfach 
solchen (refahren ausgesetzt ist und durch dieselben zu leiden 
hat. Die Thalamophoren leben zum weitaus grüfiten Theil auf 
dem Meeresgrund in geringer Tiefe, wo die Bewegung des Wassers 
sie auf dem Boden entlang rollen oder sie gesen Steine und der- 
gleichen anschlagen kann, oder wo sie zwischen von der $ee ge- 
tragenes Grerülle gerathen kôünnen. Schon Max Schultze (Litt.17) 
hat auf die Häufigkeit regenerierter Exemplare an solchen Stellen 
hingewiesen, wo eine starke Brandung herrscht, oder wo die Wasser- 
hôühe des Fangortes gering war. Wer sich von der Ausdehnung 
solcher Gefahren einen Begriff machen will, den erinnere ich an 
die grofen Transporte von Molluskenschalen und an die Schleif- 
stücke solcher Schalen, welche zeigen, mit wie grofier Kraft das 
Wasser in geringen Tiefen auf die Bestandtheile des Meeresbodens 
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und auf seine Bewohner zu wirken vermag, Verhältnisse, die durch 
eine kürzlich erschienene Schrift Heincke’s eine interessante 
Beleuchtung gefunden haben’) Wie groB die den Schalen von 
Seiten des Gerülls drohende Gefahr sein kann, scheint mir aus der 
Thatsache zu erhellen, daB ich an besonders schillreichen Gegenden 
der Nordsee ôüfters selbst in sehr gro$en Grundproben überhaupt 
keine Thalamophorenschalen gefünden habe, obgleich sie selbst in 
kleinen Grundproben anderer Composition sonst niemals gefehlt 
haben. 

Aber die Wasserbewegung ist für die kleinen Gehäuseträger 
nicht die einzige Gefahr, welche ïihr Gehäuse bedroht. Auf dem 
Meeresgrunde leben neben ihnen und mit ihnen noch sehr viele 
andere Thiere, durch deren Bewegungen sie in empfindlicher Weise 
belästigt werden künnen, vor Allem sind es wohl die Schnecken, 
deren breite über sie hinweggleitende Sohle die Festigkeit ihres 
Gehäuses auf eine harte Probe stellen muB, selbst wenn die 
Schnecken, was ich glaube, ihnen selbst nicht nachstellen ?). 

Man erkennt, wie die Festigkeit des Gehäuses auch dann noch 
ein Selektionsprincip bleiben konnte, wenn es sich um Formen 
handelte, welche in grôfieren Tiefen lebten und dadurch mehr 
oder weniger gegen die Bewegungen des Bodens geschützt waren. 

So verständlich dem Gesagten zufolge die Festigkeitsauslese 
ist, ebenso zweifellos ist es, daf sie beim Zustandekommen einiger 
Formenreihen trotzdem aufer Thätigkeit gesetzt wurde. Aus- 
nahmen bestätigen die Regel, sofern sie durch Ursachen erklärt 
werden kônnen, welche die Regel nicht umstoBen. Eine solche 
Erklärung scheint mir aber bei den nachgenannten Ausnahmen 
überall môglich und naheliegend zu sein. 

Hier ist zuerst Syringammina Brady zu nennen, eine 
vielfach auf sich selbst zusammengeknäuelte Sandrôhre, von so 
hinfälligem Bau, daB sie meist auseinanderfällt, sobald sie aus dem 
Wasser genommen wird. Sie lebt aber in so grofier Tiefe, da sie 
von den Wasserbewegungen nicht insultiert werden kann; ob sie 


1) Heincke Fr.: ,Die Mollusken Helgolandst“ in: Wissenschaftliche Meeres- 
untersuchungen, herausgegeben von der Kommission zur Untersuchung der Deut- 
schen Meere in Kiel und der biologischen Anstalt auf Helgoland. Neue Folge. 
I. Band pag. 140 u. 141. 

2) So halte ich es auch für eine Schutzvorrichtung besonders gegen 
Schnecken, wenn sich auf Hydrozoenstückchen oder Algen festsitzende Thalomo- 
phoren, nochmals mit einer elastischen Sandhülle ausserhalb ihrer Schalen um- 
geben. Cf. Rhumbler Litt. 14b. pag. 487 z,B. Truncatulina lobatula u. 
Quinqueloculina sp. ) 
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an ïihrem Wohnort vor den Insulten der Schnecken und anderer 
Thiere sicher ist, steht dahin. Die dunkelgefärbte Sarcode, die 
Brady erwähnt, scheint mir auf einen Schlickbewohner (ähnlich 
wie bei Saccammina) hinzudeuten (cf. pag. 60); auf alle Fälle ist sie 
eine sehr ursprüngliche Form, wahrscheinlich ein recenter Neuling, 
der noch nicht lange genug unter der Festigkeitsauslese gestanden 
hat, um ein festeres Gehäuse zu producieren. Fossil ist sie natür- 
lich nicht bekannt. 

Zweïtens haben sich die pelagisch lebenden Globigerinen') 
die den Gefahren des Meeresbodens nicht ausgesetzt sind, der 
Festigkeitsauslese durch ihren Aufenthaltsort entzogen. Sie haben 
nach einer Ausdehnuug ihrer Gehäuse auf weiteren Umfang hin- 
gestrebt, um ïibhre Schwimmfähigkeit zu erhôhen, obgleich durch 
diese Ausdehnung für äufiere Gewalten grôfiere Hebelarme ge- 
schaffen und hierdurch also die Schalen zerbrechlicher wurden. 
Die Zerbrechlichkeit wurde bei dünnschaligen Gehäusen mit dem 
Schalenwachsthum allmählich so gro8i, daf selbst die Wellen- 
bewegung für ältere Gehäuse gefahrdrohend wurde und diese sich 
durch Umhüllung mit der oben schon erwähnten Orbulinaschale 
schützen muften. (Vel. Rhumbler Litt. 14c.) 

Diese Ausnahmegruppe umfafit gleichzeitig diejenigen Formen, 
welche der sonst geltenden Regel zuwider bis in ihr spätes Alter 
hinein einkernig sind, wie ich eingangs (cf. pag. 3) schon mit- 
getheilt habe. Die Frage verdient daher aufgeworfen zu werden, 
ob dem Zusammenfallen zweier Ausnahmen von sonst weithin gelten- 
den Regeln nicht eine gemeinsame Ursache zu Grunde liegt. Diese 
Ursache scheint mir im pelagischen Leben gegeben zu sein; die 
Globigerinen wurden durch ïhre schwimmende Lebensweise der 
Vielkernigkeitsauslese entzogen, denn auch die Vielkernigkeit 
schützt die Thalamophoren vor Untergang an gefahrdrohenden 
Oertlichkeiten, wie sie der Meeresboden, aber nicht das offene 
Meerwasser darstellt. Die Vielkernigkeit verlieh nämlich den 
Thieren eine hohe Regenerationskraft ; jedes Bruchstück, das einen 
Kern enthielt, konnte sich eine neue Schale ausbilden (cf. Verworn 
Lätt. 21) und so den Schaden, der dem Individuum begegnet war, 
durch den Vortheil, welcher daraus für Erhaltung und Verbrei- 
tang der Art erwuchs, wieder wett machen. Ja es ist nicht zu 
verwundern, wenn der letztgenannte Vortheil ebenso wie das Leben 


1) Als Randbemerkung werde hier eingeschaltet, da8 die Globigerinen baupt- 
sächlich von Copepoden oder sinkenden Copepodenleichen leben; man findet ihren 
Weichkürper oft ganz mit den Muskelfasern dieser Thiere angefüllt. 
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in der Tiefe oder das pelagische Leben einzelne Formengruppen 
ebenfalls ganz der Auswahl des Festeren entrissen hat, und wenn 
solche Ausnahmeformen geradezu auf Ausbildung einer müglichst 
zerbrechlichen Schalenform zusteuerten, weil sie durch ihre frühe 
Vielkernigkeit in den Stand gesetzt waren, jeden Zertrüimmerungs- 
akt für weitere Verbreitung auszunützen. Als solche Ausnahme- 
formen sind drittens die Orbitoliten zu betrachten. Sie besitzen 
schon in früher Jugend auBerordentlich viele und kleine Kerne (Lätt. 
3b u. 10a). Selbst geringste Bruchstücke müssen daher regenerations- 
fähig sein, und sind es in der That, wie aus zahlreichen Exemplaren 
hervorgeht, deren centraler Theïl aus einem nicht zu verkennenden, 
oft minimalen Bruchstücke einer grôBieren Schale besteht (cf. Car- 
penter Lätt. 4a). Viertens aber glaube ich, daf die Nodosarien 
durch ein ähnliches Streben nach Vervielfältigung und durch den 
losen Bau ihrer Schale zur Entstehung der Lageninen geführt 
haben, ich kann daher Häckel und den früheren Autoren ent- 
gegen die Lageninen nicht für den Ausgangspunkt der No- 
dosarien und der anderen Polythalamien ansehen, son- 
dern halte im Einklang mit Neumayr umgekehrt die Nodo- 
sarien für die Stammform der Lageninen, wenn auch meine 
Auffassung über die Art dieser Entstehung eine andere ist als 
diejenige Neumayr's, wie aus dem Späteren hervorgehen wird 
(cf. pag. 75). Grund dieser Auffassung ist das palaeontologische 
Vorkommen von Nodosarinen und Lageninen. An fünfter 
Stelle müfte dann hier noch Calcituba angeführt werden, doch 
bitte ich hierüber das auf pag. 74 Gesagte vergleichen zu wollen. 

Durch das Zusammengehen von Festigkeitsauslese und Viel- 
kernigkeitsauslese wird erst recht deutlich, wie sehr die Phylogenie 
bestrebt war, den Grefahren des Bodenlebens zu steuern; doch muñ 
hier als Ausnahme der Vielkernigkeit von Bodenbewohnern Saccam- 
mina sphaerica M. Sars. hervorgehoben werden, die sich 
durch meine Untersuchungen (Litt. 14b) als sehr langdauernd, ein- 
kernige Form erwiesen hat; sie lebt im Schlick verborgen, von 
dem sie sich ganz zu nähren scheint, und ist hierdurch wohl den 
mafgebenden Grefahren entzogen !). 


1) Diese sandschalige Thalamophore unterscheidet sich au$erdem sehr wesent- 
lich durch ihre Kernentwicklung von allen den zahlreichen Thalamophoren, die 
Schaudinn (Litt. 15c) untersucht hat; eine gleiche Kernentwicklung ist mir nur 
noch von der gleichfalls einkernigen, pelagischen Pulvinulina Menardii L. 
bekannt, während die anderen pelagischen Formen trotz ihrer langdauernden Ein- 
kernigkeit dem Schaudinn’schen Entwicklungstypus zu folgen scheinen. Ich 
babe in Globigerinen sehr verschiedenen Alters niemals die typischen Binnen- 
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Wir haben nun bereits die Bedeutung der Sandschaler und 
das Festigkeitsprincip zu Führern bei Aufstellung des natürlichen 
Systems gewonnen; sie helfen wohl schon bedeutend, sie reichen 
aber zur genaueren Ausarbeitung des Systems noch nicht aus. 

Zunächst mag die Frage erürtert werden, ob die Perforation 
oder der Mangel einer solchen als Scheidungsmittel für besondere 
Stämme verwendet werden kann? Mit diesem Unterschiede ver- 
hält es sich gerade, wie mit der Unterscheidung von Arenosen 
und Kalkschalern; wenn auch ganze Gruppen der hôher stehenden 
Thalamophoren entweder perforiert oder nicht perforiert sind, so 
ist dies doch nicht mit allen der Fall, und namentlich zeigt die 
wichtige Stammgruppe der Endothyren und diejenige der N o- 
dosinelliden, perforierte Vertreter neben solchen ohne Poren; 
ebenso verhält es sich mit den Fusulinen und auch mit den 
Orbitoliten, wenn die Familie der Orbitolitidae in meiner 
Fassung zu Rechte bestehen kann. Ich selbst habe vor einiger 
Zeit gezeigt (Laätt. 144), da die zu den imperforierten Milioliden 
gehôrige Peneroplis pertusus Forsk. eine perforierte Em- 
bryonalkammer besitzt, während ihre späteren Schalenwände im- 
perforiert sind. Als stämmescheidendes Merkmal kann also die 
Perforation nicht benutzt werden, wenn sie auch für die 
hôüheren Gruppen der Nodosariden und Rotaliden mit zur 
Diagnose derselben verwerthet werden kann. 

Auch die Unterscheidung von Monothalamien und Poly- 
thalamien kann nicht schroff durchgeführt werden, wenn sie 
auch von den seither in Gebrauch gewesenen groben Unterscheidungs- 
mitteln das natürlichste und brauchbarste gewesen ist. Viele mo- 
noth&lame Formen zeigen an ihrer Gehäusewand periodische Ein- 
schnürungen, die bald tief, bald flach sind, das Grehäuse bald als mo- 
nothalam, bald als polythalam erscheinen lassen. Die monothalamen 
Spirillinen stehen in nächster Beziehung zu den polythalamen Patel- 
linen, sie haben sich aus ihnen zwar nicht durch einfache Segmentie- 
rung sondern dadurch entwickelt, daf die Spirillinarôhre hohle seit- 
liche erst stachelähnliche, dann taschenfôrmige Anhänge hervortrieb, 
welche zu den Patellinakammern geworden sind. Spirillinen und Pa- 
tellina dürfen meiner Ueberzeugung nach nicht von einander getrennt 
werden, und das würde durch die Aufstellung von Monothala- 


kürper, die Saccammina und Pulvinulina auszeichnen, vorgefunden, son- 
dern nur Stadien der Kernentwicklung, welche sich mehr oder weniger leicht 
dem Schaudinn’schen Entwicklungstypus anschliefen lassen. 
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mien und Polythalamien geschehen. Schlieflich sind in dieser 
Beziehung auch die Lageninen nicht zu vergessen, die erst 
sekundär monothalam geworden sind, und deshalb nothwendig zu 
den Polythalamen gestellt werden müfiten, wenn sie nicht 
aus ibrer Verwandtschaft herausgerissen werden sollen. Man künnte 
die Spirillinen und Lageniden, die beide perforat sind, 
dadurch von einer monothalamen Unterabtheilung ausschlieBen, daf 
man die imperforaten Monothalamien Rhabdamminiden und Am- 
modisciden etwa als Archimonothalamia zusammenfañt; 
denn die Rhabdamminiden und Ammodisciden besitzen, 
soweit meine Erfahrungen reichen, nie eigentliche Poren, wenn 
auch die Rhabdamminiden oft mehrere Gehäusemündungen 
tragen. Die Bezeichnung würde darauf aufmerksam machen, daf 
auch noch andere Monothalamien in den sonst polythalamen Fami- 
lien versteckt vorkommen. Da sich aber die anderen Familien nicht 
recht zu einem Gegensatz zusammenfassen lassen, so ist auch mit 
der Bezeichnung Archimonothalamia nicht allzuviel gewonnen, 
und ich gebrauche sie deshalb in meinem Entwurf vorläufig nicht. 

Wie man aus meiner späteren Aufstellung ersehen wird und 
wie aus dem vorigen Absatz schon hindurchblickt, halte auch ich 
die monothalamen Formen für den Ausgangspunkt der polythalamen. 
Aber diese Umwandlung der einkammerigen in mehrkammerige 
Genera liegt bereits in den sandschaligen Stammgruppen, und man 
darf sich den Uebergang nicht einfach so vorstellen, daf monotha- 
lame Kalkschaler etwa durch Catenation, d.h. durch Knospenbildung, 
polythalam geworden wären. Wer sich, um eine solche Anschau- 
ung zu stützen, auf den Theïlungsvorgang der Süfwassertestaceen 
berufen wollte, würde dabei vergessen, daf bei dieser Formen- 
gruppe die neuerzeugten Schalen gerade die umgekehrte Lage inne 
haben, wie die Kammern der Thalamophoren, sie kehren ja Mün- 
dung gegen Mündung. Gleichwohl bin ich der Ueberzeugung, daf 
sowohl die Kammerbildung der polythalamen Thalamophoren als die 
Schalenbildung beim Theïlungsakt der Testaceen (Litt. 14a) aus der- 
selben Quelle, nämlich aus einem ursprünglich sehr einfachen Längen- 
wachsthum der Schale, aber beide in verschiedener Weiïse, hervor- 
gegangen sind. Es würde mich zu weit führen, hierauf näher ein- 
zugehen. Das Längenwachsthum der Thalamophoren wurde ein 
periodisches, es entstanden zuerst wenig unterschiedene Segmente, 
die dann erst durch Aufblähung zu wirklichen Kammern wurden. 

Doch bevor ich auf diesen Entwicklungsgang näher eingehe, 
môchte ich noch eine weitere wichtige Frage erledigen. Bei den 
Metazoen hat bekanntlich das biogenetische Grundgesetz 
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glänzende Fingerzeige für das natürliche System geliefert. Wie 
steht es hiermit bei den Thalamophoren ? 

Da die Anfangskammern den Jugendzustand der ,Thalamophoren 
erkennen lassen, so ist in diesen Kammern ein trefficher Anhalts- 
* punkt für ihre Ontogenie und auch für ihre systematische Stellung 
gegeben, vorausgesetzt, daf sich die Erstlingskammern in ihrem 
Aufbau von den späteren unterscheiden. Ein solcher Unterschied 
zwischen früheren und späteren Kammern besteht nun thatsächlich 
bei all denjenigen Genera, die man lange Zeit hindurch als dimorph 
bezeichnet hat. Neuerdings haben aber Munier-Chalmas und 
Schlumberger (Litt. 12) den Ausdruck ,Dimorphismus“ 
für eine andere Erscheinung verwerthet, auf die ich bald zu 
sprechen kommen werde. Um Verwechslungen vorzubeugen, wähle 
ich daher für Schalen von (mit dem Alter) einmal wechselndem Bau 
die Bezeichnung ,biform“, für solche, die ihren Bau zweimal 
ändern, — denn auch solche giebt es — die Bezeichnung ,triformf. 

Es gehürt keine grofie Kenntnis unserer Gruppe dazu, um auf 
den ersten Anblick der biformen Gruppen zu erkennen, daf die 
Anfangswindungen derselben einen hôheren, d.h. festeren Bauplan 
verfolgen als die Endwindungen. Ein spiral aufgewickeltes Thala- 
mophorengehäuse hat immer für ein hôher entwickeltes gegolten 
als ein geradegestrecktes, nodosaroïdes; und wir sehen bei den- 
jenigen biformen Schalen, die man als bischofsstabfôrmige be- 
zeichnet hat, den Anfang spiral aufgerollt, das Ende aber gerade 
gestreckt, nodosaroïd. Die biformen Arten verhalten sich kurz 
gesagt, gerade umgekehrt, als man nach dem biogenetischen Grund- 
gesetz erwarten sollte. Die phylogenetisch hühere Entwicklungs- 
stufe wird durch die jugendlichen Stadien vertreten, die Ahnen- 
stufen treten an den erst später gebildeten Kammern auf. Man 
kôünnte glauben, da es sich hier blos um eine gelegentliche De- 
generation der älteren Kammern handelt, da es aber zahlreiche 
Arten giebt, welche nur biform auftreten, müfte diese Degeneration 
zum mindesten einen gesetzmäfigen Platz in der Ontogenie ge- 
wonnen haben. Wenn man die Palaeontologie zu Rathe zieht, so 
scheint sie in vielen Fällen die Vermuthung einer Rückbildung zu 
bestätigen, denn es treten gelegentlich in jüngeren Perioden biforme 
Arten auf, deren hôherer Entwicklungstypus in uniformer Gestalt 
bereits schon vor ihnen in den ältesten Perioden vorhanden war. 
Diese biformen Arten sind aber nicht beweisend, denn es künnen Neu- 
linge sein, die eben erst im Begriffe stehen, sich zu demselben 
hôheren Entwicklungstypus umzuwandeln, der zwar von früheren, 
verwandten Formen schon lange erreicht worden ist, für sie selbst 
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aber eine neue Errungenschaft ist. So gut die Thalamophoren 
von ibrer Ursprungsstelle in jüngeren Perioden neuen Zuschuf 
erfahren haben, ebensogut haben sich in jüngeren Perioden niedere 
Formentypen zu hôheren entwickeln künnen. 


Auf alle Fälle werden wir aber von einer Reïhe, welche sich . 


erst in palaeontologisch bekannter Zeit entwickelt hat, hier ge- 
wichtigen Aufschluss erlangen kônnen. Eine solche Reïhe stellen 
die Milioliden dar. Häusler hat uns hier durch Aufstellung 
einer ganzen Reihe von Ophthalmidien aus dem läas die 
Entwicklung dieser Form aus der Gruppe der Nubecularia 
tibia Jones und Parker lückenlos vor Augen geführt. Nu- 
becularia tibia besteht aus mehreren, nach Art der Nodo- 
sarien aneinandergereihten, mehr oder weniger schlauchfôrmigen 
Kammern, die am Fundus der Kammern jedesmal bauchig er- 
weitert sind; sie findet sich im Trias, im oberen Jura und in der 
Jetztzeit in denselben Modifikationen. Nun treten im Lias auf- 
fällige Varietäten von Ophthalmidium Walfordi Reuss 
auf, deren jüngerer Theïl frei absteht und ganz einer Nubecu- 
laria tibia entspricht. ,Diese Species scheint auf die Zone und 
Lokalität, oberer Läas von Banbury (Oxfordshire) beschränkt zu 
sein“ (Lätt. 10). 

Es scheint mir hierdurch dargethan, daf sich hier die bereits 
im Trias auftretende Nubecularia tibia durch Aufrollung 
ihrer älteren Schalentheile in die biforme Art Ophthalmidium 
Walfordi Reuss verwandelt hat, welche ganz auf den Lias 
beschränkt erscheint. Die volle Ueberzeugung hiervon wird man 
durch Nachsehen der Häusler’schen Abbildungen gewinnen. Durch 
die langgestreckte Gestalt der Nubecularia tibia-Kammern 
kommt es, daf sich die erste Kammer unter Umständen fast 
anderthalb Windungen lang wie eine einfache Rôhre um die kuge- 
lige Anfangskammer, welche dem bauchig aufgetriebenen Kammer- 
fundus der Stammform entspricht, herumlegt. Aus Ophthal- 
midium Walfordi entwickeln sich nun durch verschiedene 
Ausbildung der eingerollten Schalentheïile, einerseits verschiedene 
andere Ophtalmidien, andererseits Spiroloculinen und Formen, 
die theilweise bereits Uebergänge zu den Miliolinen (Quin- 
queloculinen) andeuten. 

Wir haben aber noch weitere Belege dafür, daf bei den Tha- 
lamophoren in vielen oder allen Fällen das biogenetische Grund- 
gesetz in umgekehrter Form gilt, d. h. daf bei ihnen die phylo- 
genetisch hôchste Stufe in jungen Stadien gefunden wird, während 
die älteren Schalentheile auf Ahnenformen zurücksinken. Auf die 
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merkwürdige Perforation der Embryonalkammer von Peneroplis 
pertusus habe ich an anderer Stelle schon aufmerksam gemacht 
und dieselbe bereits im angedeuteten Sinne verwerthet (Litt. 144). 
Die auf den Kohlenkalk beschränkte Stammgruppe der Rotalinen, 
die Endothyren, besitzen z. Th. an ihren Endkammern eine 
siebférmige Mündungsplatte, während ïhre älteren Kammern sich 
durch eine einfache, schlitzfürmige Mündung auszeichnen; sieb- 
fôrmige Mündungen sind bei den Formen des Kohlenkalkes weit 
verbreitet, in späteren Perioden werden sie nur ganz vereinzelt 
angetroffen, fast überall sind siebfôrmige Mündungen in schlitz- 
fôrmige übergegangen, welche sich zuerst an den frühsten Kam- 
mern zeigten'!)} Schliefilich mag darauf hingewiesen werden, daf 
die hôüchst entwickelten Thalamophoren niemals biforme Arten zur 
Ausbildung bringen, während alle tieferstehenden solche aufweisen. 
Auch dies spricht für die Auffassung der Biformen als Ueber- 
gangsformen. 

Auf Grund dieser Thatsachen, die ich noch später um Vieles 
vermehren werde, halte ich mich jetzt zu der Behauptung berech- 
tigt, daf die biformen Arten in der Regel keine degenerierten 
sondern in der Vorwärtsentwicklung begriffene Arten sind. (Gre- 
legentlich mag ja, was ich vorläufig nicht bestreiten will, Rück- 
bildung an ihrer Entstehung schuld sein. Hierdurch gewinnen wir 
dann für das natürliche System einen weiteren wichtigen Gresichts- 
punkt, die Endkammern nicht die Anfangskammern der biformen 
Arten geben uns Aufschluf über ihren Ursprung. Bekanntlich 
hat Carpenter von den Orbitoliten gerade das Gegentheïl be- 
hauptet, indem er hier das biogenetische Grundgesetz in seiner 
für die Metazoen geltenden Form bestätigt gefunden glaubte. Daf 
diese Anschauung mit den palaeontologischen Befunden im krasse- 
sten Widerspruch steht, habe ich früher schon dargethan, und dort 
zugleich auch den Weg gezeigt, wie sich diese Carpenter’schen 
Befunde mit meinen Anschauungen vereinbaren lassen (Litt. 144). 

Die Milioliden sind wegen ïhres späten Auftretens zu sehr 
von Interesse, um nicht zu weiteren Erôrterungen selbst in dieser 
kurzen Mittheilung Anlaf zu geben. Wie ich hier nicht weiter 


1) Die Éndothyren sind Uebergangsformen, wo man sie nur ansieht, 
ihre wechselnde Schalenstruktur, das Verhalten ihrer Mündung, und schlieflich 
eine noch häufig bei ihnen auftretende biforme Gestalt (ihr Anfangstheil ist oft 
spiralig eingewunden, ihr Schalenende gerade gestreckt) karakterisieren sie als 
Uebergangsform von einer gerade gestreckten, sandschaligen, siebmündigen Aus- 
gangsform, etwa wie Nodosinella cylindrica (?) zu einer kalkschaligen spiraligen 
Form mit schlitzformiger Mündung. 

.Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 1. ) 
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ausführen kann, mu aus rein physikalischen Gründen!) Bilocu- 
lina als die am wenigsten gefestigte Form der Miliolinen an- 
gesehen werden, dann folgt Triloculina und schlieflich Quin- 
queloculina, mit der festesten Schalenform, welche den Mili- 
olinen zugängig gewesen scheint. Dieser Festigkeitsskala entspricht 
genau ihr palaeontologisches Auftreten; Biloculina im Trias; 
Triloculina im Jura, Quinqueloculina erst in der Kreide. 

Nun ist an recenten Materialien durch Munier-Chalmas 
und Schlumberger auf eine merkwürdige Erscheinung aufmerk- 
sam gemacht worden, welche sie als ,Dimorphismus“ be- 
zeichnen, und welche darin besteht, da die meisten Miliolinen 
in zweierlei Formen auftreten, welche als A- und B-Formen be- 
zeichnet werden. Während die A-Formen eine grofe Embryonal- 
kammer besitzen, und ihre Kammern von Anfang an bis zu Ende 
nach einem und demselben Modus aufbauen (sie sind ,uniform“), 
zeichnen sich die B-Formen durch eine kleine Embryonalkammer 
aus und bauen auBerdem — dies ist hier das Wichtige — ïhre 
Erstlingskammern nach einem hüheren Modus auf als ihre End- 
kammern. Da bei den Miliolinen die Endkammern die voraus- 
gegangenen vollständig einhüllen, so kôünnen diese Verhältnisse 
nur an Schliffen oder nach meinen Erfahrungen auch gelegentlich 
an durchsichtigen Canadabalsampräparaten erkannt werden. Was 
zunächst den GrôBenunterschied der Embryonalkammern anlangt, 
so finde ich den Durchmesser der Embryonalkammer bei den 
meisten Thalamophoren (grôBere Erfahrungen habe ich hier- 
über für Polystomella, Globigerinen und Cornuspi- 
rinen, wo ich zahlreiche Messungen vorgenommen habe, ge- 
legentliche Erfahrungen über auBerordentlich viel andere Genera) 
so überaus schwankend und diese Schwankungen durch keine 
Grenzen getrennt, da ich mich wegen der GrôBendifferenzen als 
Unterscheidungsmerkmal sehr skeptisch verhalten muñ, vor allen 
Dingen in Bezug auf die Embryonalkammern der offenspiralig ge- 
wundenen Thalamophoren, bei welchen sich ebenfalls der Dimor- 
phismus finden soll — bei den Milioliden ist es allerdings unver- 
kennbar, da8 die meisten der sogenannten B-Formen kleinere Em- 
bryonalkammern besitzen als die A-Formen; ich bin nach meinen 
Erfabrungen aber auch hier noch im Zweiïfel, ob dies immer 
der Fall ist. Da der von Schlumberger vermuthete Dimor- 


1) Die Zunahme der Festigkeit beruht der Hauptsache nach darauf, da 
jeder äufere Druck bei der verschiedenen Kammeranordnung der oben aufge- 
stellten Skala auf eine immer grôfere Zahl von Wänden vertheilt wird, so daf 
die einzelne Wand dadurch immer weniger gefährdet wird. 
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phismus der Globigerinen — die Orbulina wird als A-Form ange- 
sehen — durchaus unhaltbar ist, geht aus einer meiner Mitthei- 
lungen hervor, mit welcher die Schlumberger’schen Thatsachen 
sebr gut, ihre Deutung aber absolut nicht tibereinstimmen (Litt. 14). 

Was nun den wechselnden Aufwindungsmodus der B-Formen 
anlangt, so kann ich in ihm Nichts weiter erblicken, als die Aus- 
bildung von biformen Arten nach meinem Sinne. Wenn die B-Form 
einer Biloculina ihre Anfangskammern erst quinqueloculinär (d. h. 
so viel wie nach Art von Quinqueloculina) aufrollt und dann erst 
eine biloculinäre Anordnung annimmt, so unterscheidet sie sich im 
Princip ihres Verhaltens garnicht von einer bischofsstabfürmigen 
Form, die ihren Anfang spiralig aufgerollt hat und dann in eine 
gerade gestreckte Kammeranordnung übergeht, und selbst wenn 
bei den B-Formen der Aufwindungsform zweimal statt einmal 
wechselt, so daB ein und dasselbe Exemplar drei verschiedene 
Aufwindungsweisen erkennen läfit, wie dies bei Biloculina vor- 
kommt, die erst quinqueloculinär, dann triloculinär und schlieflich 
erst biloculinär aufgerollt sein kann, so läft sich diesem Ver- 
halten z. B. eme Gaudryina gegenüber stellen, die anfänglich 
erst vernewilinär, dann textularinär und schlieflich nodosarinär auf- 
gewunden sein kann. Die in Parallele gestellten Reïhen haben das 
Gremeinsame, daf sie vom hüheren Aufwindungsmodus schrittweise 
auf einen niederen Aufwindungsmodus ihrer Vorfahrenformen her- 
absinken, da sie eben biforme Arten repräsentieren, und unter- 
scheiden sich nur dadurch, daf bei dem involuten Wachsthum der 
Milioliden die Anfangskammern verdeckt sind, bei den anderen 
biformen Thalamophoren dagegen frei zu Tage liegen. Ich be- 
trachte also die B-Formen Schlumbergers theils als gelegent- 
liche Varietäten der uniformen A-Formen, theils als bereits selb- 
ständige Arten, die, einerlei ob Varietäten oder Arten, im Begriffe 
stehen, sich in Arten von hüherem Aufwindungsmodus umzuwan- 
deln; die biformen Arten anderer Familien fasse ich genau eben- 
so auf. 

Anfänglich glaubten Munier-Chalmas und Schlum- 
berger die Annahme für wahrscheinlich halten zu dürfen, daf 
sich die B-Formen aus den A-Formen entwickelten; nach Re- 
sorption der grofien Embryonalkammer von A solle eine Reïhe 
von neuen Kammern nach Art der Form B im Schalencentrum 
aufsebaut werden; die Centralkammer reiche nach vorgenommenen 
Messungen für die abweichend angeordneten Erstlingskammern der 
Form B vollständig aus und es sei nicht wahrscheinlich, dal beide 
Formen von Jugend auf verschieden seien, weil nie kleine, junge 

B* 
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Exemplare der Form B aufgefunden wurden. Wie soll man aber, 
so frage ich, eine kleine junge B-Form einer triformen Biloculina 
z. B. namentlich auf Schliffen auffinden, wenn sie erst im Alter, 
nachdem sie gro8i geworden ist, biloculinäre Kammern aufbaut, 
also dann erst als Biloculina erkennbar ist’) Ich glaube hierauf 
hinweisen zu dürfen, wenn auch Schlumberger seine frühere 
Ansicht bereits zurückgenommen hat, weil ich die Beweggründe 
dieser Rücknahme, welche auf einer irrtümlichen Auffassung des 
Verhältnisses von Globigerina zu Orbulina beruhen, nicht gelten 
lassen kann, und man deshalb auf die ältere Ansicht zurück- 
kommen künnte. 

Durch diese Auslassungen soll der Dank nicht geschmälert 
werden, den jeder Thalamophorenkenner den sorgsamen Forschern 
schuldigt ; ohne ihre Bemühungen wären vielleicht die interessanten 
Verhältnisse noch lange im Dunkel geblieben. 

Wir haben also in den Miliolinen, die früher als B-Formen 
aufgefaft wurden, gewichtige Hinweise auf die systematische Glie- 
derung des Miliolinenstammes vor uns; sie bestätigen, was uns 
sowohl das Festigkeitsprincip als die Palaeontogie bereits 
verrathen haben, nämlich daf Biloculina, dann Trilocu- 
lina und schlieflich Quinqueloculina eine fortlaufende Ent- 
wicklungsreihe darstellen. Sie machen uns aber auch auf eine 
neue interessante Thatsache aufmerksam. Nicht blos biforme oder 
triforme Biloculina- oder Triloculina-Arten haben ïihre Anfangs- 
kammern quinqueloculinär aufsewunden, sondern dieselbe Aufwin- 
dungsweiïse treffen wir auch bei biformen Spiroloculinen, die 
Schlumberger zu dem neuen Genus Massilina vereinigt 
hat. Hieraus müssen wir schliefien, da Biloculina und Tri- 
loculina sowohl als die sonst ganz anders gestaltete Spiro- 
loculina auf dem Wege stehen sich in Quinqueloculinen umzu- 
wandeln; ja wenn wir uns eine Articulina vergegenwärtigen, deren 
Anfangstheil eine Quinqueloculina darstellt, während ihr Endtheil 
gerade gestreckt ist und an die Stammgruppe der Nubecularinen 
erinnert, so müssen wir auch in ihr eine Thalamophore erkennen, 
die von einem viel ursprünglicheren Ausgangspunkte demselben 
Ziele ,Quinqueloculina* hin zustrebt. 

Angesichts dieser Thatsachen müssen wir die Frage aufwerfen, 
ob unter solchen Umständen das Genus Quinqueloculina als 


1) Dieses Zeugnis würde selbst dann nicht geschmälert, wenn gegen meine 
Ueberzeugung die B-Formen sich dennoch als mit den A-Formen zusammenge- 
hôrig erwiesen und vielleicht einer verschiedenen Fortpflanzungsweise der betref- 
fenden Formen zugeschrieben werden müften. 
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ein einheitliches aufgefaft werden darf. Eine sichere Antwort 
kann hierauf noch nicht gegeben werden, da wir bis jetzt noch 
nicht wissen, in wie weit sich biforme Miliolinen schon in früheren 
Erdperioden gefunden haben, und ob dort eine Umwandlung, die 
in der Jetztzeit unverkennbar im Gange ist, schon stattgefunden 
hat. Wie dem auch sei, vielleicht wird uns eingehendes Studium 
des Weiïichkürpers die einzelnen Stammeszweige, welche zu dem 
Genus Quinqueloculina zusammengeschmolzen scheinen, wieder 
voneinander trennen lassen. Ich bin somit vollständig davon über- 
zeugt, daB ein eingehendes Studium der Weïchkürperverhältnisse 
zur feineren Ausbildung des Systems sehr erforderlich ist, ich 
vermag aber in dieser Richtung nicht soweit zu gehen wie Schau- 
dinn, der die These vertheidigt hat: ,die Eintheilung der Rhi- 
zopoden auf Grund der Schalenmorphologie ist keine natürliche.“ 
Gregen eine solche extreme Auffassung scheint mir das ganze That- 
sachenmaterial der Palaeontologie zu sprechen. 

Die auffällige Erscheinung eines gemeinsamen Entwicklungs- 
zieles für verschiedene Schalenform kônnte beinahe den Anschein 
erwecken, als ob hier eine gewisse Telologie im Spiele sei, welche 
die ganze Familie der Miliolinen nach einem Zielpunkt zusammen- 
ziehe; als ob die Entwicklung. eine zielbewuñite wäre. Diese 
scheinbare Teleologie ist das Werk der Festigkeitsauslese, die jede 
Form nach derjenigen Schalenausbildung hintreibt, welche für sie 
die erreichbar hüchststehende, die festeste ist. Für die Miliolinen 
scheint der Quinqueloculinatypus der festeste zu sein. So konnte 
Schlumberger unter 10 Quinqueloculinaspecies nur für 3 seine 
B-Formen auffinden, und diese unterschieden sich von zeinen A- 
Quinqueloculinen nur durch eine Drehung der Anfangskammern, 
nicht aber durch die Kammeranordnung selbst; die Quinquelocu- 
linen haben eben das Erreichbare schon erlangt. 

Es ist nicht zu verwundern, wenn so einfache Organismen wie 
die Thalamophoren auf äufere Einflüsse hin oftmals in derselben 
Weise geantwortet haben, zumal wenn es sich um nächste Ver- 
wandte handelt. 

Ich komme also zu folgenden für die Aufstellung des natür- 
lichen Systems wichtigen Gesichtspunkten. 

Die ursprünglichsten Thalamophoren waren monothalame Sand- 
schaler, sie waren imperforat und haben sich zu perforaten und 
imperforaten Sand- und Kalkschalern weiïter entwickelt, indem sie 
entweder in monothalamer Form verharrten oder durch segmen- 
tiertes Längenwachsthum polythalam wurden. Beim Komponieren 
der Reïhen sind die biformen oder triformen Arten als Ueber- 
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gänge von Wichtigkeit, indem sie in ihren späteren Kammern ïhre 
Herkunft, in ihren Erstlingskammern aber die Richtung kenn- 
zeichnen, in der sich ihre Stammformen weiter entwickelt haben. 
An diesen sichergestellten Reïhen läfit sich mit grofer Gewifiheit 
konstatieren, daB das Movens ihrer Weiterentwicklung eine Festig- 
keitsauslese gewesen ist. Diese Festigkeïitsauslese hat dann oft 
zur Entwicklung von auferordentlich ähnlichen Schalenformen ge- 
führt, die sich bis jetzt, da ihr Weïichkôrper noch nicht eingehend 
genug studiert ist, nicht auseinanderhalten lassen. Dem System 
wird deshalb an solchen Convergenzpunkten noch eine gewisse Un- 
sicherheit anhaften, die aber nicht schwer ins Gewicht fallen 
kann, da nur bei nächstverwandten Arten diese Convergenz ge- 
legentlich eine so grofie ist, daf sie bis jetzt an den Conver- 
genzpunkten für eine Art gelten müssen. Die eventuell später 
durch Studinm des Weichkôürpers ermôglichte Scheidung wird ihre 
Stellung im System voraussichtlich nicht in namhafter Weise 
ändern kônnen. 

Die unterste Wurzel des Stammbaums der Foraminiferen, die 
erste Gruppe des natürlichen Systems, kann palaeontologisch nicht 
mehr eruiert werden, dagegen sind in späteren Formationen N eu- 
linge aufgetreten, welche ohne Vorfahrenformen sind, und sich 
auferdem durch die Eïinfachheit ihres Schalenbaues als Formen 
ansehen lassen, denen jene erst entstandene Thalamophoren wohl 
sehr ähnlich gewesen sind; ich fasse diese Thalamophoren als 
Rhabdamminidae zusammen. 

Bei ihrer Anordnung sowie bei Feststellung ihrer Beziehung 
zu hôheren Thalamophorenfamilien will ich induktiv vorgehen, 
indem ich von einer sehr losen Schale als Grundform ausgehe, 
und immer die Frage aufstelle, wie konnte sich diese Form und 
die auf sie folgenden festeren Formen immer weiter festigen, und 
welche Folgen erwuchsen aus der jeweiligen Festigungsweise für 
das Schalenwachsthum, resp. für die Schalengestalt. Die Stamm- 
formen sind wohl zweifellos nackte Amoeben mit spitzen retiku- 
lären Pseudopoden gewesen (z. B. Pontomyxa), die sich durch 
Hüllbildungen gegen äufere Einflüsse zu schützen suchten. Diese 
Amoeben mügen schon durch eine Gallerthülle geschützt gewesen 
sein, wie sie sich nach Frenzels Mittheilung bei vielen Amoeben 
heute noch findet und wie sie auch den im Gehäuse geborgenen 
Weichkôrper der Saccammina sphaerica M. Sars noch heute 
umgiebt. Durch Verfestigung oder besondere Umwandlung dieser 
Gallerte muB alsdann eine merkwürdige Nebengruppe Rhyncho- 
saccinae entstanden sein, die nicht zur Ausbildung hôherer 
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Thalamophoren geführt hat, aber sehr wahrscheinlich die Stamm- 
formen der Greganinen enthält. cf. pag. 80. 

Als weïteren Stationspunkt nach den Thalamophoren hin kann 
Myxotheca arenilega Schaudinn betrachtet werden, welche 
durch lose aneinanderhaftende Steinchen ihre Gallerthülle ver- 
stärkt. Diese lose Steinhülle erhält durch eine noch plasmatisch 
(leicht färbbar, leicht lüslich in KHC) reagierende Kittmasse 
weitere Festigung bei Astrohiza. Diese gallertige oder plas- 
matische Hüllbildungen setzten dem Wachsthum des Weichkürpers 
keïinerlei Schranken entgegen, sie konnten beim Wachsthum er- 
weicht und gedehnt werden. (1. Expansionswachsthum.) 

Auf einer späteren Stufe erzeugte das, mit der Zeit leistungs- 
fähiger gewordene, Protoplasma chitinige oder chitinartige, kalkige, 
kieselige Bindemittel, welche zur Schalenverstärkung zwischen den 
Bausteinen des Gehäuses abgelagert werden konnten. Mit dieser 
Festigung der Hülldecke hôürte aber die Unabhängigkeit des Weiïch- 
kôrpers vom Schalenwachsthum auf; die Hülle wurde zu fest oder 
die Lôüsung des verwendeten Kiïttes zu umständlich, um jedesmal 
beim Wachsthum des Weiïichkôrpers expandiert werden zu kôünnen. 
Zwar wurde manchmal noch die feste Hülldecke, sobald eine Ver- 
grüBerung des Schalenlumens stattfinden sollte, aufgebrochen und 
unter Einschaltung von neuen Festigkeitsmaterialien ausgedehnt. 
(2.Intercalares Wachsthum.) Saccammina cf. Litt. 14h. 
Meist blieb alles bestehen was bislang an der Schale gebaut war, 
der sich vergrôfernde Weichkôrper setzte neue Schalenstücke an 
die alten, unverändert gebliebenen, an. (3. Appositionelles 
Wachsthum.) 

Da, wo sich die Mündung am Gehäuse befand, wurden die 
neuen Schalentheile angesetzt. Die einfachste Form solcher An- 
satzstücke ist die Rôührenform. Es entstanden so cylindrische 
Rôhren wie Hyperammina oder Rhabdammina Waren 
mehrere Gehäusemiündungen vorhanden, so strahlten mehrere solcher 
Rôhren von der ursprünglichen Schale aus (Rhabdammina 
linearis) Durch Verzweigung der Ansatzrühren entstanden 
Formen wie Hyperammina ramosa und Hyperammina 
arborescens. Das Rôührenwachsthum in gerader Richtung brachte 
aber zweierlei Nachtheïle für die betreffenden Formen mit sich. 
Die hiermit verbundene Längenausdehnung des Grehäuses mufñte 
namentlich dünnwandigen Gehäusen, oder solchen mit sprüder 
Kittmasse (Kiesel, Kalk) geradezu verderblich werden, da für 
äuBere Gewalteinflüisse desto grüfiere Hebelarme geschaffen wurden, 
je ausgiebiger dieses Wachsthum war. Auferdem muften derartig 
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in die Länge geführte Schalen dem Träger den Transport der- 
selben ungemein erschweren. 

Es galt daher, die wachsenden Rôhren auf einen Kkleineren 
Raum zusammenzudrängen. Dies konnte in zweierlei Weise ge- 
schehen. Die wachsende Rôühre konnte einmal ihre Cylinderform 
aufgeben und die neuen Ansatzstücke mit immer grôfier werdenden 
Radien aufbauen, wodurch ein trichterartiges Gehäuse entstand. 
(Appositionelles trichterartiges Wachsthum.) Eine solche Wachs- 
thumsweise hatte aber den Nachtheil, daB nach vorne zu eine 
grofie Mündungsüffnung offen blieb, die ungeschützt war. (Jacul- 
lela.) Wenn auch einige Formen wie die recente Hippocre- 
pina diesem Nachtheil dadurch begegnen konnten, daf sie das 
Mündungsende mit einem Deckel verschlossen, der eine kleinere 
Mündungsôffnung enthielt und lockerer zusammengefügt erscheint 
als die übrige Gehäusewand, um beim Schalenwachsthum entfernt 
und neu gebildet werden zu künnen; so war diese Wachsthums- 
weise doch zu umständlich um der anderen einfacheren gegenüber 
das Feld behaupten zu kôünnen. 

Dieses andere einfachere Mittel der Gehäuseverkürzung be- 
stand darin, daf es nicht mehr in gerader Richtung fortwuchs, 
sondern sich in Windungen zusammenknäuelte (Knäuelwachsthum). 
Diese Zusammenknäuelungen môgen anfänglich noch sehr unregel- 
mäfige gewesen sein (Hyperammina vagans H. B. Brady, 
mit welcher Brady Girvanella aus dem Silur identificieren zu 
dürfen glaubt), allmählich mag dann das einfachere, regelmäfig 
spiralige Wachsthum entstanden sein!) (Ammodiscus).. Eine weiït 
ausgiebigere VergrôBerung des Wohnraumes bei gleichzeitiger Zu- 
sammenhaltung des Gehäuses (minimale Verlängerung des Gehäuse- 
durchmessers) wurde dadurch erreicht, daf die beiden vorgenann- 
ten Wachsthumsprincipien sich vereïinigten, d. h. daB die ursprüng- 
liche Gehäuserühre sich spiralig aufwand und gleichzeitig ihren 
Durchmesser stetig vergrôBerte. Dieser Aufwindungsmodus bot 
zwei Vortheile; er machte durch grô$ere Raumgewährung seltener 
einen Neuansatz von Wachsthumsstücken nothwendig, belastete 
also das Thier weniger mit Baugeschäften; und verlieh der wach- 
senden Schale eine grôBere Festigkeit, weil die sich aufwindende 
Rôhre als eine Hohlsäule betrachtet werden kann, deren Wider- 


1) Als Beleg für das seither Gesagte kônnen diejenigen biformen Rôhren 
gelten, deren Anfang spiral eingewunden ist, während ihr Ende frei absteht und 
gerade gerichtet ist; unter diesen finden sich auch solche, deren Anfangstheil 
regelmäfig eingerollt ist, während ihr Endtheïl sich unregelmäfig hin und her 
windet. 
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standskraft mit dem Durchmesser wächst. Es ist dieser Aufwin- 
dungsmodus denn auch der hôchste, den die Monothalamen erreicht 
haben; wenn er trotzdem nur selten (Cornuspira, Psammonyx) be- 
nutzt worden ist, so liegt dies wohl daran, daf auch hier mit dem An- 
wachsen der Rührenradien die Miündungsüffnung immer grüfier wurde. 

Die Entwicklung der polythalamen Schalen geht von den 
langgestreckten Rühren aus. An vielen derselben lassen sich schon 
von Zeit zu Zeit leichte Einschnürungen erkennen, die in unregel- 
mäfigen oder regelmäfigeren Abständen aufeinander folgen. Aus 
diesen Eïinschnürungen läft sich schliefien, daf das Wachsthum 
dieser Rôhren bereits ein periodisches zu werden im Begriffe 
steht. (Segmentierte Rühren.) Es scheint für die Schalenträger 
von Vortheïil gewesen zu sein, wenn die Arbeiten des Schalen- 
baues auf kürzere Zeïiten beschränkt wurden, worin dieser Vor- 
theil aber bestand, kann bis jetzt nicht gesagt werden; dagegen 
ist es mehr wie wahrscheinlich, da$ die Wachsthumsperiode Stô- 
rungen mit sich brachte, und da es deshalb von weiterem Vor- 
theile war, wenn diese Stürungen môüglichst selten eintraten'). Es 
wird das Bestreben geworden sein, die neu angesetzten Schalen- 
stücke so geräumig als irgend môglich von Anfang an anzulegen, 
um den Vergrüferungsvorgang des Gehäuses auf das Minimum 
seiner Nothwendigkeit zu beschränken. Die beste Raumausnutzung 
bot aber die Kugelform, daher wurden die periodischen Ansatz- 
stücke in Kugelform oder Beutelform ausgeführt, was zugleich 
den Vortheïl hatte, daf die Gehäuseüffnung jede beliebige Weiïte 
annehmen konnte, und dafi sie nicht wie bei dem nichtperiodi- 
schen Trichterwachsthum einer durch Anlage der Ansatzstücke ver- 
ursachten Erweiterung anheimfel. Sie wurde müglichst eng ge- 
halten. So denke ich mir aus den ursprünglich einfachen Sand- 
rôhren durch Vermittelung der segmentierten Rôühren schlieflich 
die Nodosinellen des Kohlenkalkes entstanden, die uns zugleïich in 
das palaeontologisch bekannte Thalamophorengebiet einführen. Je 
grôBer der Durchmesser der kugel- oder beutelfürmigen Ge- 
häuseabschnitte war, die wir jetzt schon als Kammern bezeichnen 
dürfen, desto mehr wurde zugleich der allzugrofen, gefährlichen 
Längenausdehnung der Gehäuse gesteuert. 


1) So fand ich, daB Saccamminen, die im Begriffe standen, vom Psammos- 
phaerastadium in das Stadium der ausgebildeten Saccammina überzutreten, alle 
Nabrungskürper und Schlickmassen ausgestofen hatten; Schaudinn beobachtete, 
da sich die Calcituben vor dem Weiterbau ihrer Rôhren manchmal eine ganze 
Woche lang in ihr Gehäuse zurückziehen, ohne Nahrung aufzunehmen oder Pseu- 
dopodien auszuschicken. 
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Nichts desto weniger drohte in der jedesmaligen Verengerung: 
des Gehäuses an Stelle der jeweiligen Kammermündungen die Gre- 
fahr des Zerbrechens auf’s Neue; ja diese Gefahr wurde dadurch 
noch gesteigert, daf einige Formen ihre beutelfôrmigen Kammern 
zu einem flaschenhalsähnlichen Mündungsrohre auszogen ?). 

Diese Gefahr hat meiner Ansicht nach zur Entstehung der 
Lageninen geführt Wir haben durch die Untersuchungen 
Schaudinns von einer merkwürdigen Fortpflanzungsweise der 
Calcituba Kenntnis erhalten, die darin besteht, daf eine ur- 
sprüngliche, jugendliche, sternfôrmige Schale in mehrere Bruch- 
stücke auseinanderbricht, deren jedes nunmehr sich wieder zu 
einer Calcituba weiterentwickelt. Wenn auch bei diesem Aus- 
einanderbrechen augenscheinlich äufere Einflüsse eine Hauptrolle 
mitspielen (Schwerkraft Schaudinn), so unterscheidet sich das- 
selbe doch von dem oben diskutierten Auseinanderbrechen der 
Orbitoliten dadurch, daf es als regelmäBiger Vermehrungsakt 
in die Entwicklungsgeschichte der Calcituba, soweit sich wenig- 
stens bis jetzt urtheilen läfit, eingeschoben erscheint, während das 
Zerschellen der Orbitolitesschalen mehr von Zufälligkeiten 
abhängen muf. In derselben Weise wie bei Calcituba hat sich 
nun meiner Auffassung nach ein regelmäBiger Trennungsvorgang, 
ursprünglich wohl durch rein äufere Faktoren veranlafit, in die 
Entwicklungsgeschichte einiger Nodosarinen eingeschoben, in der- 
art, daf jede nach Nodosarien-Art neu angelegte Kammer an dem 
Verbindungshalse bald nach ihrer Entstehung von der ursprüng- 
lichen Kammer abbrach oder von dem Thier selbst abgebrochen 
wurde?). Ich gedenke an einem anderen Orte detaillirte Belege für 
diese Anschauungen zu bringen. Ich bin zu ihnen schon lange 
gekommen, bevor ich noch die Neumayer’schen Arbeiten kannte 
oder bevor Schaudinn seine Untersuchungen an Calcituba 
verüffentlichte. Gegründet ist diese Anschauung auf die palae- 
ontologische Thatsache, daB die Lageninen erst im Lias in 
irgend nennenswerther Zahl auftreten, während die Nodosarien® 
schon viel früher, in der Steinkohlenformation, eine reiche Ent- 


1) Ich glaube, daB die langen Hälse der Nodosarien und der von ihnen ab- 
zuleitenden Lagenen als Stützpfähle für das Pseudopodienensemble Verwendung 
finden. 

2) Die betreffenden Nodosarinen, welche hiernach als Stammformen der 
Lagenen gelten, müssen natürlich mehrkernig gewesen sein, die Lagenen selbst 
kônnen einkernig sein. 

3) Die ersten bekannten Nodosarien stammen aus dem unteren Silur, die 
ersten zweifelhaften Lageninen aus dem oberen Silur. 
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faltung zur Schau tragen. Zwar sind einzelne Exemplare von 
Lagenen schon in älteren Perioden aufgefunden worden, diese Be- 
funde sind aber durchaus unsicher, und selbst in den Perioden 
zwischen Steinkohle und Lias, wo lagenaartige Schalen ganz 
vereinzelt aufsgefunden worden sind, ist man nie sicher, ob es sich 
um Anfangskammern von Nodosarien oder um Bruchstücke von 
Nodosarien handelt, wie von den Findern meist selbst aner- 
kannt wurde. Bei der Ableitung der Nodosarien von den 
Lageninen herrscht also zum mindesten die allergrôfite Un- 
sicherheit, dagegen bieten sich bei der umgekehrten Ableitung der 
Lageninen von den Nodosarinen die schônsten Anhaltspunkte, und 
die Reïhe ,Nodosaria-Lagena“ läBt sich bis auf die Sandrôhren 
zurückverfolgen, deren ältester bekannter Vertreter in Girva- 
nella aus dem KSilur vorliegt. Nodosinella im Kobhlenkalk ist 
bald nach Nodosaria-Art deutlich gekammert, bald erinnert sie 
noch an segmentierte Sandrühren, ihre Schalensubstanz ist sandig 
mit kalkiger Kittmasse, verhält sich also gerade wie andere sand- 
schalige Formen (z. B. Endothyra), die zu reinen Kalkschalern 
überführen. Die ersten echten Nodosarien im Kohlenkalk sind 
rauhwandis und ihre nahe Bezichungen zu Nodosinella sind selbst 
H. B. Brady nicht entsgangen, der sonst auf dem Boden der alten 
Anschauungen stand (Läitt.2a). In den späteren Perioden sind die 
Nodosinellen verschwunden und die Nodosarien ganz an ïihre Stelle 
getreten; man kann für dieses merkwürdige Zusammentreffen von 
Verschwinden und Neuerscheinen in so vieler Beziehung überein- 
stimmender Formen keine bessere Erklärung finden als daf sich 
die verschwindenden in die neuerschienenen Formen umgewandelt 
haben. Ob diese Umwandlung ganz in die Zeit der Kohlenperiode 
verlegt werden muf, oder ob wir in der Kohlenperiode blos die 
letzten Vertreter der Uebergangsgruppen vor uns haben und die 
ersten Anfänge der Umbildung schon vor der Kohlenperiode zu 
suchen sind, kann wegen des Fehlens von Thalamophoren in jenen 
früheren Schichten nicht entschieden werden. Die Bezichungen, 
die also ganz augenscheinlich im Kohlenkalk zwischen Nodosi- 
nella und Nodosaria vorhanden sind, haben denn Neumayr 
zu der Annahme veranlafit, daf die Nodosarien von den Nodosi- 
nellen abstammen — hierin stimme ich ihm vollständig bei —, er 
meint dann aber, daf die Lageninen durch Verkümmerung der 
späteren Kammern aus den Nodosarien entstanden seien. Dieser 
Auffassung kann ich mich durchaus nicht anschliefien; ich kann 
mir nicht denken, daB in so kurzer Zeit eine so hochgradige Ver- 
kümmerung — von vielen Kammern bis auf eine, die von allem 
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Anfang an die kleinste war — stattsefunden hat; ebensowenig 
wie ich mir denken kann, daf eine einkammerige Stammform un- 
vermittelt und plôtzlich die Fähigkeit erlangt haben soll, mehrere 
oder viele Kammern vor ihrer einfachen Anfangskammer anzu- 
bauen. 

Nicht Verkümmerung sondern Schalenbruch hat die Lageninen 
aus den Nodosarien entstehen lassen und die Entwicklung der 
Lageninen hat wahrscheinlich folgende Vorgeschichte. Ungekam- 
merte Sandrühre, segmentierte Sandrôhre, Nodosinella, Nodosaria, 
getheilte Nodosaria-Lagenine. Hauptentstehungszeit der Lageninen 
im Läas, vielleicht später noch einige Nachschübe ebenfalls von 
den Nodosarien aus. 

Wenn ich somit über die ursprüngliche Herkunft der Lage- 
ninen von den Nodosarien nicht im Zweifel bin, so will ich 
gern zugeben und ich halte es sogar für recht wahrscheinlich, daf 
einige Lageninen namentlich im Jura sekundär wieder zu No- 
dosarien geworden sind, indem sie ihre Kammern nicht ab- 
lôsten, sondern wie in friüheren Zeiten die Kammern in unlôs- 
barem Verbande an die Ausgangskammer ansetzten; dann handelt 
sich es aber um eine Art Rückschlag im Vermehrungsprocef, nicht 
um einen ganz neu auftretenden, ursprünglichen Vorgang. 

Die Polythalamie ist durch eine Segmentierung von monotha- 
lamen Schalen entstanden, nicht durch einen KnospungsproceB von 
monothalamen Schalen aus. Die Polythalamen sind keine Catenal- 
Coenobien. 

Sollte die Brüchigkeit der durch Aufbauschung neuentstan- 
dener Ansatzstücke entstandenen Kammerreiïhen nicht allenthalben 
zu einem Auseinanderfallen der Kammern führen, so muften neue 
Festigungswege beschritten werden. Solcher Wege wurden drei 
von den in Weiterentwicklung begriffenen Formen eingeschlagen. 

Entweder wurden erstens, die neuen Kammern enger zu- 
sammengeschoben, indem sie nicht auf die Mündung der voraus- 
gehenden Kammer selbst aufgesetzt wurden, sondern in weiterem 
Umfange auf der Wandung der vorletzten Kammer ïhre Ansatz- 
stelle fanden, z. B. Glandulina. 

Auch hier mache ich darauf aufmerksam, da dieses Zusammen- 
schieben zuerst bei den Erstlingskammern auftritt und anfänglich 
auf die späteren Kammern nicht ausgedehnt wird, da$ also auch 
hier die hôhere Entwicklung erst allmählich nach den Endkam- 
mern hin phylogenetisch fortschreitet. 

Zweïtens wurde wieder das Mittel der Aufknäuelung zur 
Anwendung gebracht. 
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Am ausgiebigsten wurde aber der doppelte Zweck, der Festi- 
gung und der grüften Raumbeschaffung dadurch erreicht, daB sich 
drittens die beiden vorgenannten Wachsthumsarten vereinigten. 
So finden wir denn die weitaus grüfite Mehrzahl der Polythalamien 
aus aufgeknäuelten aufsetriebenen Kammern zusammengesetzt, von 
denen sich die späteren mit müglichst breiter Basis an die frühe- 
ren anlegen. 

Die Aufknäuelung der, Polythalamien konnte in sehr verschie- 
dener Weïse vor sich gehen, sie konnte spiral, textularoïd, milio- 
linid etc. etc. sein, dabei haben die einzelnen Stämme durch lange 
Reïhen hindurch den einmal angenommenen Aufwindungsmodus bei- 
behalten, wenn auch unter mannigfachen Variationen. 

Das Uebergreifen der Wände späterer Kammern auf die 
Wände der früheren konnte zur Erzielung einer grôfieren Festig- 
keit bis zu sehr verschiedenem Grade ausgedehnt werden und bis 
zur vollständigen Involution, d. h. Einhüllung der früheren Kam- 
mern durch die späteren führen; die Involution ist auf keine be- 
sondere Art der Schalenkonstruktion beschränkt. Gleichwohl muf 
das eine auffallen, daB die imperforaten Formen in sehr viel ur- 
sprünglicher Ausbildung das weitere Festigungsmittel der Invo- 
lution benutzt haben, als die perforierten Formen, bei denen nur 
in den hôchst entwickelten Zweigen eine mehr oder weniger aus- 
gedehnte Involution auftritt. Dies scheint mir leicht begreïflich, 
die involutierenden Kammern nehmen den eingehüllten die Môg- 
lichkeit, durch Pseudopodien direkt mit der AuBenwelt in Ver- 
bindung zu treten. Da nun bei imperforaten Formen überhaupt 
nur die zuletzt angeleote Kammer mit der AuBenwelt durch die 
Gehäusemündung in direkter Communikation steht, ist es für sie 
ganz gleichgültig, ob die früheren Kammern durch die späteren 
eingehüllt werden oder nicht, und der Vortheil der Involution hat 
denn schon auf sehr einfacher Stufe zur Ausbildung involuter 
Grenera (Biloculina) geführt. Nicht so bei den perforaten Formen, 
hier besafen die Erstlingskammern ebensogut Poren als die später 
angelegten; hätten nun die späteren Kammern die früheren einge- 
hüllt, so hätten sie die Erstlingskammern der Fähigkeit einer di- 
rekten Communikation mit der Aufenwelt beraubt. Der Vortheil 
der Involution scheint aber ein so grof$er gewesen zu sein, daf 
schlieflich auch die perforaten Formen die Involution, wenn auch 
nicht ohne Weiteres, annahmen. Sie sicherten nämlich durch oft 
sehr komplicierte Canalsysteme, die so angelegt sind, daf sie der 
Festigkeit der Schalenwand môüglichst wenig schaden, ihren frühe- 
ren Kammern die Môglichkeit einer direkten Communikation mit 
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der AuBenwelt, wenn sie zur vollkommenen Involution schritten. 
Ich halte demnach das Canalsystem von hôheren perforaten For- 
men, für eine Begleiterscheinung der Involution. Weder bei im- 
perforaten Formen noch bei nicht involutierten kommt ein solches 
Canalsystem vor. Das Verhalten von Fusulinella noch unsicher. 

SchlieBlich muf ich, ehe ich zur Mittheilung des Systems 
selbst schreite, noch auf eine Erscheinung aufmerksam machen, 
die mir ebenfalls das Resultat der Festigkeitsauslese zu sein 
scheint, nämlich auf die Theïlung von Kammern in Unterkammern 
durch sekundäre Scheidewände. Diese Erscheinung kommt nur bei 
solchen Formen vor, die sich durch flache in die Länge oder in 
die Breite stark gedehnte Kammern auszeichnen. Da die Kam- 
merwände der Polythalamen sonst nur da eine Stütze an den an- 
deren Schalentheilen finden, wo sie sich an die voraufgehenden 
Kammern ansetzen, lägen die Stützpunkte der stark gedehnten 
Kammern viel zu weit auseinander, um ïihnen die nôthige Wider- 
standskraft zu verleihen. Sie würden sich etwa verhalten wie die 
Decke eines gro$en Saales, die ohne weitere Stützen von den vier 
Wänden allein nicht getragen werden kann, die durch Säulen ge- 
stützt werden muf, oder die eine noch grüfere Haltbarkeït erhält, 
wenn man den Saal durch Wände in einzelne Abtheïlungen theilt. 
Bei der Saaldecke ist es die Schwere; bei den Thalamophoren ist 
es die Sicherung gegen StoB von aufen, der die Anlage von Stütz- 
wänden nôthig macht. Die Stützwände der Thalamophoren sind 
immer so gestellt, daf sie ihre Kante der AufBenwand zukehren — 
diese Stellung ist zugleich die ïhrer grôften Widerstandskraft 
und die AuBenwand ist die Stelle der Gefahr —, gelegentlich sind 
allerdings diese primären Stützwände durch sekundäre Wände mit- 
einander verbunden, welche der Aufenwand der Schale parallel 
laufen. Diese zweite Wandsorte ist aber ein späterer Erwerb, 
fehlt den meisten Formen vollständig und ist als eine weitere 
Stützvorrichtung der primären Stützwände zu betrachten, welche 
dann ihrerseits die Schalenwand stützen; so daf sie auch in ibrer 
zur AuBenwand der Schale parallelen Lagerung, wenn auch auf 
indirektem Wege, die Aufenwand stützen. Die Orbitoliten 
schützen auf die angegebene Weise wenigstens ïhre einzelnen 
Kammern — wenn diese auch durch ïhre lose Aneinanderreïihung 
sich selbst leicht von einander trennen (cf. pag. 60) — vor dem 
Zusammengedrücktwerden. 

Die Unterabtheïlung von ursprünglichen Kammern in Unter- 
kammern kommt in allen Gruppen vor, wo die Kammern eine 
groBe Dehnung erfahren haben; sie kann deshalb nicht immer als 
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Zeugnis einer nahen Verwandtschaft benutzt werden, sondern ist 
ôfters unabhängig von einander durch die Festigkeitsauslese ent- 
standen. 

Nunmehr bringe ich die Genera in derjenigen Reïhenfolge, 
welche ich für die richtige vom Ursprünglichen, Unvollkommenen 
zum Vollkommeneren führende, halte. Dabei werde ich bei einigen 
Genera noch Bemerkungen machen, die ihre Stellung rechtfertigen 
sollen oder die sonstige neue Anschauungen über ihre Bedeutung 
enthalten. 

l. Familie Rhabdamminidae. 

Diese Familie enthält die sandigen Vorfahrenformen aller 
übrigen Thalamophorenfamilien. Eine dieser Formen, Girva- 
nella, schon im Silur bekannt, in späteren Perioden als Neu- 
linge auftretend. 

Schale chitinig oder aus Fremdkürpern zusammengesetzt, in 
der Regel von erheblicher GrüBe, einkammerig, oft verzweigt 
oder strahlenfürmig, manchmal durch Schaleneinschnürung segmen- 
tiert, aber niemals wirklich gekammert; nie dicht oder regelmäfig 
perforiert, mit einer oder doch nur wenigen Mündungen. 

Die Familie der Rhabdamminidae entspricht im Grofen und 
Ganzen der Brady'schen Familie ,Astrorhizidae“, wenn man 
alle gekammerten Formen von ihr ausschlieft. 

Die Frage, ob die sandschaligen Thalamophoren die ursprüng- 
lichsten sind, ist zuerst von Carpenter kurz berührt worden. 
Unabhängig von ihm hat dann Neumayr die gro$e Wahrschein- 
lichkeit klar und präcis dargestellt, dafi die Sandschaler die 
Stammformen der Kalkschaler gewesen sind. Ihm haben sich 
Dreyer und Schaudinn angeschlossen (Litt. 4b; 13a u. b; 6 u. 15a). 

Ich nenne die hier zusammengefaften Formen Rhabdammi- 
nidae, weil die stabfôrmige Rhabdammina durch ïhre bei 
einzelnen Species (z. B. Rhabdammina discreta H. B. Brad y) 
vorkommende unregelmäfige Segmentierung den Uebergang zu 
hôheren polythalamen Formen darstellt und weil ich suchen werde, 
mit den Familiennamen zugleich die Hauptstufen der Stammesge- 
schichte zu karakterisieren. Astrorhiza ist sternfôrmig, hat 
also eine Ausnahmegestalt, und ich halte schon aus diesem Grunde 
die Bezeichnung der Gruppe als Astrorhizidae nicht für an- 
gebracht. 

1. Unterfamilie Myxothecinae. 

Weichkôrper von einer weichen formveränderlichen oder auch 
festeren, chitinähnlichen oder protoplasmatischen Hülle umgeben. 
Wo die Hülle fester ist, treten für die Pseudopodien besondere Mün- 
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dungen auf; kuglig oder schlauchfôrmig. Zuweilen hinfällige Sand- 
auflagerungen auf der Hülle; nie feste Sandschalen. 

a. Myxotheca Schaudinn. 

Gallertige freibewegliche Hülle mit hinfälliger Sandinkrustie- 
rung (cf. Litt. 15a). 

b. Hyalopus Schaudinn. 

Mit festerer Hülle, Jugendformen schlauchfôrmig, später ver- 
zweigt (cf. Laitt. 15d). 

c. Gromia. 

d. Craterina Gruber. 

e. Rhynchogromia Rhumbler. 

Hyalopusartig mit stäbchenfôrmigen Eïinlagerungen in der 
Hülle (Litt. 14b). 

f. Dendrotuba Rhumbler. 

Die Rhizopodennatur der von mir nach Spiritusexemplaren be- 
schriebene Dentrotuba kann jetzt als gesichert gelten, da der 
von mir beschriebene und abgebildete Kern (Lätt. 14b, Taf. XXV, 
Fig. 123a) augenscheinlich in jener Art der Vermehrung begriffen 
ist, die Schaudinn für die Thalamophoren entdeckt hat. 

g. Dactylosaccus Rhumbler. 

Die Rhizopodennatur dieser Form kaum zweifelhaft; da ihr 
merkwürdig gebauter Kern dem Kern von Myxotheca sehr 
ähnlich ist (Lätt. 14b). 

h. Shepheardella Siddall (Litt. 19). 

1. Rhynchosaccus Rhumbler. 


Diese Form ist dadurch interessant, daf sie vielleicht eine 
Uecbergangsform zu den Gregarinen darstellt, worauf auch ïihre 
Einwanderung in Saccamminengehäuse hinweist. Das von mir ge- 
legentlich beobachtete Vorkommen von Rhynchosaccus mit zwei 
Stomostylen erinnert an die freilebende Shepheardella ?). 


1) Auch Siddall ist die Aehnlichkeit seiner Shepheardella mit Gre- 
garinen nicht entgangen; er weist merkwürdiserweise die Anschauung ab, daf 
sie Jugendstadien von Gregarinen sein künnten; obgleich mir die Gefabr einer 
solchen Auffassung gar nicht nahe zu liegen scheint. Ich kann mir wenigstens 
nicht denken, da Jemand die Shepheardellen, die Sidda 11 freilebend. im Meer- 
wasser fand und die ganz wie die Thalamophoren lange retikuläre Pseudopodien- 
büschel aus den Endpolen der pelliculaähnlichen Hülle hervorstreckten, für junge 
Gregarinen zu halten Neigung gehabt haben würde. Es ist dieser Abweis 
Siddalls aber ein Beweis dafür, wie gro8 die sonstige Aehnlichkeit dieser re- 
tikulären Rhizopoden mit den Gregarinen ist, und da$ man voraussichtlich nicht 
fehlgehen wird, wenn man beide — was Siddall nicht gethan hat — für sebr 
nahe Verwandte hält, d. h. die Gregarinen von Shepheardella oder noch besser 
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2. Unterfamilie Astrorhizinae. 


Schalen lose mit Sand und Schlamm zusammengebaut, fladen- 
fôrmig niedergedrückt oder rührenfürmig. Die platten Formen 
mit eckigen oder unregelmäfig ausstrahlenden Rändern oder mit 
verzweigten Aesten. Schalenmündungen an den Ecken oder an 
den Enden der Zweige. Schalenwachsthum durch Expansion. 

a. Astrorhiza, im Jura bekannt. 


3. Unterfamilie Saccammininae. 


Schale annähernd kuglig, aus mehr oder weniger fest ver- 
kitteten Fremdkürpern zusammengesetzt. Eine oder wenige Ge- 
häusemündungen. Das Schalenwachsthum ist wohl meistens ein 
interkalares. Die Gehäuse mehrerer Individuen treten manchmal 
zu Agpgregaten oder Colonieen zusammen. 

a. Pelosina Brady. 

b. Saccammina M. Sars, im Jura bekannt. 


von rhynchosaccusähnlichen Rhizopodenformen ableitet. Rhynchosaccus im- 
migrans steht durch seine Kôrperform und seine Lebensweise — er lebt als 
fremder Eindringling in Saccammina-Gehäusen — den Gregarinen jedenfalls um ein 
bedeutendes Stück näher als Shepheardella. Denn, daf die Einwanderung 
des Rhynchosaccus in die Gehäuse keine blos zufällige ist, geht daraus hervor, 
daB Carpenter, wie ich nachträglich erfahren habe, ohne Zweifel ähnliche, wenn 
nicht dieselben Organismen in anderen sandschaligen Rhizopodengehäusen aufge- 
funden hat (Litt. 4b). Ich lasse hier die diesbezügliche Mittheilung Carpenters 
würtlich folgen: it is à curious circumstance that many of the ,orthocerine“ 
tubes (augenscheinlich eine Hyperammina) were found to be occupied by a large 
parasitic Protozoon of the Gregarina type. The most careful examination 
has failed to detect in this any higher organization than that of ordinary Gre- 
garinae; and its parasitic character may be ïinferred from the fact that 
I often found it coexisting in the same tube with the ordinary sarcodic body of 
the Lituolae, which was then more or less reduced in bulk, indicating that the 
latter had been partially preyed on by the former. Moreover, I found a preci- 
sely similiar body coiled up in the midst of à mass of sand that occupied the 
interior of a large detached and partly broken spherical segment of a ,nodo- 
sarine“. 

Die hier mitgetheiïlte Auffassung der Herkunft der Gregarinen kônnte mit 
grôBerer Bestimmtheit vertreten werden, wenn nicht bei gewissen Gregarinen 
kleine lobose Amoeben als wahrscheinliche Jugendstadien beobachtet worden 
wären; dies spricht eher für eine Herkunft von lobosen Amoeben. Aber die Gre- 
garinen künnen sich ja auch polyphyletisch theils aus retikulären, theils aus lo- 
bosen Schalenträgern entwickelt haben, so da die aufgestellte Reihe doch zu 
Rechte bestehen kann. Die von Schewiakoff entdeckten Gallertabscheidungen 
während der Bewegung kônnten dann vielleicht als aus der ursprünglichen Scha- 
lenabscheidung hervorgegangen gedacht werden. 

Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Heft 1, 6 
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Psammosphaera F. E. Schulze ist das Jugendstadium 
von Saccammina. 

Saccammina Carteri Brady und $. Schwagerii Zittel 
gehôüren als mehrkammerige Genera nicht hierher, sondern müssen 
zu den arenosen Nodosarinen gestellt werden. 

ce. Storthosphaera F. E. Schulze. d. Thurammina 
Brady. e. Sorosphaera Brady. f. Pilulina Carpenter. 

g Reophax (Montfort) emend. Rhumbler. 

Hierher rechne ich nur die streng monothalamen, difflugia- 
ähnlichen Formen; die gekammerten Formen wie R. pilulifera 
Brady, KR. dentaliniformis Brady, R. bacillaris 
Brady etc. vereinige ich zu dem neuen Genus Nodulina und 
stelle dasselbe zu den Nodosinellinen. 

b. Tholosina n. £. 

Gehäuse kuppelartig auf Fremdkôrpern festgewachsen; früher 
zu Placopsilina gestellt. Hierher also: Tholosina bulla 
(Brady) und Tholosina vesicularis (Brady). 


4. Unterfamilie Rhizammininae. 
Lange dünne, biegsame, einfache oder verzweigte, chitinig 
sandige Rôhren. 
a. Rhizammina Brad y. 


5. Unterfamilie Rhabdammininae. 

Gehäuse rôhrenfôrmig gerade, oder sternfôrmig oder ver- 
zweigt aus Fremdkôrpern zusammengesetzt, die durch einen festen 
Kitt zusammengehalten werden. Appositionelles Schalenwachs- 
thum. 

a. Technitella Normann. b. Marsipella Normann. 

c. Bathysiphon Sars; Fossil aus dem Flysch Liguriens 
unbestimmten Alters, kretaceisch oder unteroligocaen (cf. Andreae 
Litt. 1). d. Botellina Carpenter. e. Webbina d'Orbigny; 
Fossil im Lias. f. Rhabdammina M. Sars. g. Dendrophrya 
Str. Wright. h. Haliphysema Bowerbank. 

1. Ophiotuba Rhumbler.? Vielfach hin und hergewun- 
dene, anfangs unverzweigte Rôhren, als fremde Eindringlinge in 
Saccammina-Grehäusen gefunden, ihr verzweigtes Vorderende zur 
Mündung des Saccammina-Gehäuses hervorstreckend (Lätt. 14b). 

k. Hyperammina Brady. Gehäuse langgestreckt, rôhren- 
fôrmig, das geschlossene Hinterende breit und abgerundet, manch- 
mal zu einer fôrmlichen Kammer aufgeblasen; einfach oder ver- 
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zweigt. Frei, nicht festwewachsen. Manchmal äuBerlich segmen- 
tiert. 

Hyperammina vagans Brady giebt sich durch ihre Auf- 
knäuelungsweise als eine hôher stehende Form kund, und ist des- 
halb meiner Ansicht nach ganz von Hyperammina zu trennen. Ich 
stelle für sie das neue Genus Tolypammina auf. 


6. Unterfamilie Hippocrepininae. 
Die späteren Theile des sandwandigen Gehäuses erweitern 
sich trichterartig. 
a. Hippocrepina Parker. b. Jacullela Brad y. 


7. Unterfamilie Girvanellinae. 

Gehäuse mehr oder weniger festwewachsen, mit kugliger oder 
ovaler Anfangskammer, sonst eine gleich weite Rühre darstellend, 
welche sich in unregelmäfigen Hin- und Herwindungen aufknäuelt. 

a. Girvanella Nicholson und Etheridge. Nicht re- 
cent, nur im Silur bekannt. 

b. Tolypammina n. g. mit den Merkmalen der Unter- 
familie. Hierher also Tolypammina vagans (Brady) cf. Hyper- 
ammina. 

Girvanella und Tolypammina entsprechen sich in 
ihrer Form so sehr, daf man sie beide zu einem Genus vereinigen 
kônnte. Girvanella ist nur kleiner als Tolypammina. Ich 
sehe von einer solchen Vereinigung ab, weil die beiden Formen 
palaeontologisch so weit von einander getrennt sind, da ich nicht 
annehmen kann, daB beide in unmittelbarer Verwandtschaft mitein- 
ander stehen. Tolypammina ist augenscheinlich ein späterer Neu- 
ling, steht aber auf derselben Entwicklungshôhe wie Girvanella ). 

c. Syringammina Brad y. 


Il. Familie Ammodiscidae. 

Einfache monothalame, aber manchmal unregelmäfig segmen- 
tierte Rôhren mit mehr oder weniger vollständiger spiraler Ein- 
rollung. Imperforat. 

Die Ammodisciden schliefen sich an die Girvanellinen 
an, doch ist bei ihnen die Aufknäuelung nicht mehr unregelmähig 
sondern eine regelmäfig spirale. 

1. Sandschalig. 

a. Lituotuba n. g. Ich vereinige in diesem Genus alle 

diejenigen biformen Arten der von Bütschli und Neumayr 


1) Die Originalabhandlung von Nicholson und Etheridge ist mir nicht 
zugängig gewesen, ich muB mich auf Brady (Litt. 2b) beziehen, der nicht abge- 
neigt ist, Girvanella mit Tolypammina vagans zu identificieren. 


6* 
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schon als chaotisch erkannten Ordnung Trochammina, deren 
Anfang spiral eingerollt, deren Ende aber noch gerade gestreckt 
ist. Hierher also: Lituotuba (Trochammina) filum Schmid; Lituo- 
tuba centrifuga (Brady); L. lituiformis (Brady). Fossil im Koh- 
lenkalk. 

b. Ammodiscus (Reuss) emend. Rhumbler. Hierher 
rechne ich nur die regelmäfig gewundenen, planospiral gewundenen 
Sandrôhren und scheide dadurch die neuen Genera Gordiammina 
und Turitellopsis von Ammodiscus ab. Fossil seit der 
frühesten Steinkohle bekannt. 

c. Psammonyx Dôderlein (Litt.5). 

d. Gordiammina n. g In diesem Genus vereinige ich alle 
ammodiscusartigen Sandrôhren, deren Windungen nicht in einer 
Ebene bleiben, sondern etwa wie ein Fadenklingel in wechselnder 
Weiïise, aber immer in demselben Sinne aufgeknäuelt sind. Theils 
früher zu Trochammina gestellt, theils zu Ammodiscus. 
Die Selbständigkeit dieser Formengruppe wurde schon von Neu- 
mayr betont. Fossil in Steinkohle und Jura bekannt. Hierher 
demnach Gordiammina gordialis (Jones und Parker), Gor- 
diammina charoides (Jones und Parker). 

Die fadenknäuelartige Aufwindung ist unstreitig eine festere, 
hôühere als die planospirale Aufwindung von Ammodiscus, denn 
das spätere Rührenende, das sich in verschiedenen Richtungen um 
die früheren Rôhrentheile herumlegt, hält letztere zusammen und 
entzieht sie sogar durch Involution äufBeren Gefahren mehr oder 
weniger vollständig. 

e. Turitellopsis n. g Unter diesem Genusnamen begreife 
ich diejenigen seither zu Ammodiscus gerechneten Arten, 
welche um eine lange Achse turitellaartig in die Hôhe gewunden 
sind, also: Turitellopsis schoneanus (Siddall) und Turi- 
tellopsis spectabilis (Brady). 


2. Kalkschalig.  . 


f. Curnuspira M. Schultze. Seit Kohlenkalk. Interesse 
verdient, daf die von Steinmann (Litt. 20) im Kohlenkalk ge- 
fundene Cornusp. carbonaria Steinmann in ihren An- 
fangswindungen Neïgung zeigt, sich wie Gordiammina aufzuwinden ‘). 


1) Herr Professor Dr. G. Steinmann hatte die Güte, mir auf meine Bitte 
seine Original-Exemplare zur Ansicht zuzuschicken. Ich erlaube mir, ihm hierfür 
meinen grüften Dank auszusprechen. 
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Il. Familie Spirillinidae. 

Spiralig gewundene, perforierte Kalkrühren, welche in ihrer 
hôchsten Entwicklung durch Ausbildung säckchenartiger Ausstiül- 
pungen ihrer peripheren Rührenwand kammerartige Räume erzeugt 
haben. Ich habe in dem Thalamophoren-Material der Deutschen 
Plankton-Expedition eine neue Spirillina gefanden, welche durch 
die genanten säckchenartigen Ausstülpungen karakterisirt ist, und 
die so sehr an Patellina erinnert, daf ich die Zugehôrigkeit der 
Patellina zu dieser Familie nicht zu bezweifeln vermag. 

a. Spirillina Ehrbg. Fossil im Jura; ist jedenfalls von 
Ammodiscus abzuleiten b. Involutina Terqu. Fossil 
im Lias. 

c. ?Archaeodiscus Brady. Fossil schon in der Koh- 
lenformation; kann also nicht direkt von Spirillina abge- 
leitet werden. Man wird ïihr aber eine spirillinaartige, nicht be- 
kannte Vorfahrenform zuschreiben dürfen; sie stellt bei den 
Spirilliniden eine Art Paralleleruppe zu Gordiammina bei den 
Ammodisciden dar. 

d. Patellina Will Fossil seit Kreide; also später als 
Spirillina. 


IV. Familie Nodosinellidae. 

Schale sandig oder mehr oder weniger kalkig. Perforat oder 
imperforat; polythalam, aus einer gerade gestreckten oder doch 
nur wenig gebogenen Reïhe einzelner Kammern zusammengesetzt. 
Bei Aschemonella Kammerreïihe verzweigt. Diese Familie enthält 
die Vorfahrenformen aller hôheren polythalamen Gruppen excel. 
Spirillinidae (Patellina). 

a. Nodosinella Brady. Auf den Kohlenkalk beschränkt. 

Von hier sind jedenfalls abzuleiten 1. eine kalkig imperforate 
Reïhe, nämlich diejenigen Formen von Nubecularia, welche 
Häusler schon als besondere Gruppe der Nubecularia tibia 
bezeichnet hat und welche ich zu dem Genus Nodobacularia 
vereinige cf. pag. 87; 2. eine kalkig perforate Reïhe Nodosaria. 

Nodosinella selbst sowohl als die genannten Reïhen haben 
sich dann später in verschiedener Weise aufgewunden und sind 
dadurch zum Ausgangspunkt der anderen Familien geworden. 

b. Nodulina n. g. seither mit Reophax Montfort ver- 
einigt (cf. Saccammininae pag. 81). Unterscheidet sich von Nodo- 
sinella durch ïihren viel grobsandigeren Bau und ïhr späteres 
palaeontologisches Auftreten. Von reophaxartigen Vorfahrenformen 
durch Segmentation, wie sie bei Reophax fusiformis Will 
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heutzutage noch andeutungsweïise auftritt, abzuleiten, auf der Ent- 
wicklungsstufe von Nodosinella stehend. Fossil im Jura be- 
kannt. 

c. Hormosina Brady. Fossil vielleicht im Jura. d. Bdel- 
loidina Carter. Fossil in der Kreide bekannt. e. Haplo- 
stiche Reuss. Fossil seit Dyas. f Polyphragma Reuss. 
Fossil seit der Kreide. Si 

sg. Aschemonella Brady. Vielleicht durch Segmentation 
von haliphysemaartigen Formen abzuleiten. 


Die nunmehr an die Nodosinelliden anzureihenden Familien 
laufen unabhängig nebeneinander her und stehen in ihren Anfängen 
auf derselben Festigkeitsstufe. Ihre Aufeinanderfolge im System 
ist daher mehr oder weniger willkürlich; sie müften eigentlich 
nebeneinander, nicht nacheinander gesetzt werden. Die Milioliden 
und Orbitoliten sind palaeontologisch erst verhältnismäfig spät 
aufgetreten; der Mangel einer Perforation läBt sie aber den Tex- 
tulariden, Nodosariden, Endothyriden und Rota- 
liden gegenüber als niedere Formen erscheinen, die um so eher 
hier zunächst angeschlossen werden künnen, als die vorausge- 
gangenen Formen auch zum weitaus grôBten Theil imperforat 
waren. Die Textulariden, Nodosariden und Endothy- 
riden treten alle drei schon im Kohlenkalk nebeneinander auf; 
und wenn auch die Nodosariden die einfachste Weiterentwicklung 
der Nodosinelliden veranschaulichen, so erheben sie sich doch 
in ihren hôchststehenden spiralig aufgewundenen Formen über die 
Textulariden, welche letztere zugleich auch durch den Reïch- 
thum an arenosen Formen ein ursprünglicheres Verhalten kund- 
geben. SchlieBlich hat die Entwicklung der Endothyriden zu 
weit hüher stehenden Formen geführt als die Entwicklung der 
Nodosariden, denn sie sind die Stammgruppe der Rotaliden. 
Ich schliefe daher die noch zu behandelnden Familien folgender- 
maBen an: V. Miliolinidae, VI. Orbitolitidae, VII. Textularidae, 
VIII. Nodosaridae, IX. Endothyridae, X. Rotalidae; indem ich 
aber nochmals hervorhebe, daB diese Reïhenfolge keine phylo- 
genetische ist, da vielmehr all diese Familien nebeneinander her- 
laufen und unmittelbar an die Nodosinelliden angeschlossen werden 
kônnen. 


V. Familie Miliolinidae. 
Schale polythalam; (mit Ausnahme der Embryonalkammer 


von Peneroplis) imperforat: in der Regel kalkig, porcellan- 
artig, manchmal mit Sand untermengt, oder vollständig sandig; im 
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brackischen Wasser chitinig oder chitinig sandig; in grofien Tiefen 
zu einer dünnen homogenen, kieseligen Schalenhaut sich verän- 


dernd. 


1. Unterfamilie Nubecularinae. 

Schale frei oder häufiger festgewachsen, oft unregelmäBige 
assymetrische Formen annehmend, mit veränderlicher Mündung 
oder Mündungen. 

a. Nodobacularia n. g. Schale aus nodosariaartigen lang- 
gestreckten Kammern zusammengesetzt; erste Kammern üfters 
spiral eingerollt. Früher zu Nubecularia gestellt. Fossil im 
Trias bekannt (cf. pag. 64). Jedenfalls auch Angehôürige der seit- 
herigen Gattung Articulina hierher gehôrend, sofern diese, 
wie ich gesehen zu haben glaube, an ihrem Primordialende eine 
einfache Kammer und nicht einen quinqueloculinaartigen Kammer- 
komplex aufweisen. Ich kann einen derartigen Kammerkomplex, 
von meinen eigenen Erfahrungen abgesehen, bei Articulina 
funalis Brady ebensowenig als bei Articulina conico 
articulata Batsch in den von Brady und Egger gegebenen 
Abbildungen erkennen (Litt. 2b u. 7). 

Hierher Nodobacularia tibia (Jones und Parker). 

b. Nubecularia Defr. excel. Nodobacularia. Fossil seit 
Trias. 

c. Calcituba v. Roboz. Leider liegen von den interes- 
santen Untersuchungen Schaudinns über Calcituba noch keine 
Zeïichnungen vor. Das unregelmäfige Wachsthum, wie es sich 
schon bei Nubecularia findet, scheint bei Calcituba zur Aus- 
bildung einer sternfôrmigen Schale geführt zu haben, die dann in 
einzelne selbständig und unregelmäfig fortwachsende Stücke zer- 
bricht (cf. pag. 74). 


2. Unterfamilie Miliolinae. 


Zwei Kammern in jedem Umgange um eine lange Achse her- 
umgewunden. Mündung abwechselnd am einen und am anderen 
Schalenende. 

a. Agathammina Neumayr. Fossil vorwiegend im Carbon 
und Perm. cf. Neumayr Litt. 13a. 

b. Biloculina d'Orbigny. Fossil seit Trias bekannt. 

c. Fabularia Defr. Eine Biloculina, deren langgestreckte 
Kammerwände durch sekundäre Wände gestützt werden. Nur im 
Tertiär gefunden, nicht recent. 

d. Triloculina d'Orbigny. Seit Jura. 
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e. Articulina d'Orb. Eventuell abzüglich der bei Nodo- 
bacularia erwähnten Species; als biformes Genus von Nodoba- 
cularia direkt nach Quinqueloculina überführend. Fossil 
seit Beginn der Tertiärzeit. 

f Quinqueloculina d'Orb. Seit Kreide. g. Oph- 
thalmidium Kübler. h Spiroloculina d'Orb. Seit 
oberer Jura ïi Sigmoilina Schlumberger. k. Mas- 
silina Schlumberger. i 


83. Unterfamilie Hauerininae. 


Schale biform, Kammern erst miliolinär, dann spiral, dann 
gradlinig angeordnet; oder erst spiral mit mehr als zwei Kam- 
mern auf jedem Umgang, dann geradlinig angeordnet. 

a. Vertebralina d'Orb. Fossil im Eocän. b. Pene- 
roplis Forskal Fossil: seit Eocän. c. Hauerina d'Orb. 
Fossil: Kreide und Miocän. d. Planispirina Segu. Fossil in 
Tertiär. 


VI. Familie Orbitolitidae. 


Diese Familie bietet einem richtigen Verständnis noch die 
grôBten Schwierigkeiten dar. Ich halte es für das Wahrschein- 
lichste, daf die einzelnen Genera sich unabhängig von einander 
aus einer sandigen oder kalkig sandigen Vorfahrenform entwickelt 
haben. Das cyklische Wachsthum, welches die Orbitoliten 
auszeichnet, tritt gelegentlich schon bei Nubecularia auf. In 
Neusina Goës haben wir in neuerer Zeit eine Form kennen 
gelernt, welche als eine rein sandige Vorstufe der Orbitoliten 
betrachtet werden kann, Die Ausbildung der Kämmerchen steht 
mit der Langstreckung der Kammern in Zusammenhang (cf. pag. 78) 
Da also die Orbitoliten auf eine sandige Vorstufe zurückge- 
fübrt werden kônnen, — wer Neusina als solche nicht gelten 
lassen will, kann die ebenfalls zuweilen sandig auftretende Nube- 
cularia als solche ansehen — so künnen auch die cyklisch ge- 
bauten Perforaten in dieser Familie mit untergebracht werden, 
denn wir wissen ja, daf sich sehr oft aus sandschaligen Formen 
perforate und imperforate Genera abgezweigt haben. 


1. Sandige: Vorstufe. 
a. Neusina Goës. Die sandigen Rôhrenansätze an den 
Kammerenden halte ich für Pseudopodialrôhren, wie ich sie in 


meiner Saccammina-Arbeit beschrieben habe. Fossil nicht be- 
kannt (Litt. 8a). 
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2. Kalkig imperforate Entwicklungsstufe. 
b. Orbitolites Lamark. Bekannt seit Lias. ec. Orbicu- 
lina Lamark. Bekannt seit jüngerem Tertiär. d. Keramo- 
sphaera Brady. Fossil nicht bekannt. 


3. Kalkig perforate Entwicklungsstufe. 
e. Orbitoides d'Orb. Blos fossil, oberste Kreideformation 
bis Miocän. 
f, Cycloclypeus Carpenter. Fossil seit Miocän. 


VII. Familie Textularidae. 
Schalen sandig, kalkig sandig oder rein kalkig, meist perforat, 
selten imperforat. Kammern in zwei oder mehr alternierenden 
Reïhen, welche bei den hôheren Formen spiral aufgewunden sind. 


1. Unterfamilie Textularinae. 

In der Regel zwei- oder dreireihig; oft biform oder sogar 
triform. 

a. Bigenerina d'Orbigny. Fossil seit Eocän. b. Textu- 
laria Defrance. Steinkohle bis Jetztzeit. ce. Pavonina d'Orb. 
Recent. d. Cuneolina d'Orb. Fossil seit Kreide. 

e. Spiroplecta Ehrenbg. Dieses biforme Genus ist da- 
durch merkwürdig, daB die Kammern seines Primordialendes uni- 
serial spiral aufgerollt sind, während die späteren Kammern in 
biserialer Anordnung geradegestreckt verlaufen. Das niedriger 
stehende textularide Wachsthum steht im Begriffe sich in ein 
einfaches spirales umzuwandeln. Fossil aus dem Gault und Post- 
tertiär bekannt und recent. 

f. Gaudryina d'Orbigny. Kreide-Jetztzeit. #. Verneui- 
lina d'Orb. Kreide-Jetztzeit. h. Tritaxia Reuss. Kreide- 
Jetztzeit. 1. Chrysalidina d'Orb. Kreide-Jetztzeit. k. Val- 
vulina d'Orb. Steinkohle, hauptsächlich tertiär, Eocän, recent. 
1 Clavulina d'Orb. Tertiär, Eocän-Jetztzeit. 


2. Unterfamilie Buliminae. 

In der Regel spiral; schwächere Formen mehr oder weniger 
regelmäBig zweireihig; Mündung schräg zur Schalenaxe, komma- 
fôrmig oder wenigstens ähnlich gestaltet. 

a, Bolivina d'Orb. Kreide-Jetztzeit. 

b. Chilostomella Reuss. Zweireihig, ovoïd, bedeutend 
in die Breite gezogen, auBerordentlich involut, so daf nur zwei 
Kammern äuferlich sichtbar sind. Mündung schlitzfürmig, da wo 
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sich die Kammerwand an die vorausgegangene Kammer anlegt. 
Fossil seit Tertiär. Die Stellung der Chilostomella im 
System scheint mir gar keine Schwierigkeïiten zu bieten, man muf 
nur die Schale anders orientieren, als es seither geschehen ist. 
Legt man die Breitseite der Schale mit der Mündung nach unten, 
so wird man die textularide, aber stark involute Natur derselben 
sofort erkennen. x“ 

c. Pleurostomella Reuss. Seit Kreide. d. Bifarina 
Parker und Jones. e. Bulimina d'Orb. Oberer Trias, 
hauptsächlich Kreide-Jetztzeit. f. Allomorphina Reuss. 
Kreide-Jetztzeit. Diese Form verhält sich zu Bulimina* wie 
Chilostomella (s. d.) zu Bolivina. 

g. Virgulina dOrb. Anfang Tertiär; hauptsächlich 
Miocän-Jetztzeit. 


83. Unterfamilie Cassidulinae. 


Kammern alternierend, zweireihig; die Kammern der Breit- 
seite nach spiralig aufgerollt; stets rein kalkig. 

a. Ehrenbergina Reuss. Miocän und Jetztzeit. 

b. Cassidulina d'Orbigny. Eocän; von Zeit zu Zeit 
in späteren Schichten — Jetztzeit. 


VIIL Familie Nodosaridae. 


Schale stets kalkig, sehr fein perforiert; Kammern perlschnur- 
artig aneinandergereïht in gerader, gekrümmter oder planospiral 
gewundener Reihe. Bei den Lageninen trennen sich die neu ent- 
standenen Kammern sofort nach ihrer Entstehung als selbständige 
monothalame Schalen ab. 


1. Unterfamilie Nodosarinae. 

Kammerreïihe geradegestreckt oder nur wenig gekrümmt. Mün- 
dung fast ausnahmslos central, oft auf einem sehr langen Kammer- 
hals gelegen. 

a. Nodosaria Lamark. Unterer Silur, vielleicht Kohlen- 
kalk; aber schon im Perm und von da bis Jetztzeit eine der 
häufigsten Formen. 

b. Glandulina d'Orb. Fossil seit Trias. 

ce. Ellipsoidina Seguenza. Das Uebergreifen der späteren 
Kammern über die früheren, wie es für Glandulina karakte- 
ristisch ist, hat bei Ellipsoidina zur vollständigen Emhüllung 
der früheren Kammern geführt. Nur fossil im Miocän, 
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d. Lingulina d'Orb. Lias — Jetztzeit. 

e. Amphimorphina Neugeboren. 

f. Frondicularia Defrance. Trias — oberer Tertiär 
häufig; Jetztzeit selten. 

g. Dentalinopsis Reuss. 

h. Rhabdogonium Reuss. Lias, Kreide häufg, sel- 
tener Tertiär; Jetztzeit weit verbreitet. 

i Marginulina d'Orbigny. Lias — Jetztzeit. 

k. Vaginulina d'Orbigny. Oberer Trias, häufig im 
Lias, von da— Jetztzeit. 

L Rimulina d'Orbigny. 


2. Unterfamilie Lageninae. 


Schale einkammerig, oft mit langem Mündungshalse, der ent- 
weder nach Aufñen (ectosolene Formen) oder nach Innen (entoso- 
lene Formen)') gerichtet ist. Sind ursprünglich aus auseinander 
getrennten Nodosarien entstanden (cf. pag. 74). Sind aber später 
vielleicht zum Theil wieder zu Nodosarinen geworden. 

a. Lagena Walk und Jac. Oberer Silur und Steinkohle 
zweïfelhaft. Trias blos eine zweifelhafte Art. Im Lias zahl- 
reicher, dreizehn Species aus der Kreideperiode bekannt. Im 
frühen Tertiär vielleicht ein neuer ZuschuB; in den späteren For- 
mationen bis Jetztzeit eine der häufigsten Formen. 


3. Unterfamilie Cristellarinae. 


Kammerreihe um eine kurze Achse spiral aufgerollt; üfters in 
gerades Wachsthum übergehend. 

a. Amphicoryne Schlumberger. 

b. Lingulinopsis Reuss. 

c. Flabellina d'Orbigny. Fossil im Miocän und Pliocän. 

d. Cristellaria Lamark. Im unteren Silur fraglich, Lias 
häufig, von da — Jetztzeit. 


4, Unterfamilie Polymorphininae. 


Kammern spiral oder unregelmäfig um eine lange Achse an- 
geordnet; selten zweireihig alternierend. 

a. Dimorphina dOrbigny. 

b. Polymorphina d’Orbigny. Oberer Trias, mäfig 
häufig im Läas, von da — Jetztzeit. 


1) In einer späteren Publikation werde ich zeigen, wie sich die merkwür- 
digen, entosolenen Hälse auf sehr einfache Weise aus der Ableitung von den No- 
dosarinen her erklären lassen. 
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ce. Sagrina Parker und Jones. Miocän und Pliocän, 
Jetztzeit. 
d. Uvigerina d'Orbigny. Eocän — Posttertiär, Jetztzeit. 


5. Unterfamilie. 
Schale unregelmäfiig verästelt aus aufgeblasenen Kammern mit 
langen Hälsen. 
a. Ramulina R. Jones. 


IX. Familie Endothyridae. 


Planospirale, oder doch nur um eine kurze Achse aufgewun- 
dene einreïhige Formen. Zum Theil Kammern durch sekundäre 
Septa in Unterkammern getheilt. Perforat und imperforat. Sandig, 
sandig kalkig oder rein kalkig. 


1. Unterfamilie Endothyrinae. 

Schale sandig; bei Carterina mit eigenthümlichen Plättchen; 
meist mit viel Kalk; zuweiïlen perforiert; Kammerung deutlich; 
an die Nodosinelliden anschliefend. 

a. Placopsilina d'Orbigny excel. Tholosina (cf. Sac- 
camminae). Oberer Lias, Kreide und Neuzeit. 

b. Haplophragmium Reuss. Kohlenkalk — Jetztzeit. 

ce. Endothyra Phill Auf den Kohlenkalk beschränkt. 

d. Bradyina v. Müller. Kohlenformation. 

e. Stacheia Brady. Kohlenkalk. Zu den Fusulinen über- 
führend. 

f Trochammina (Parker und Jones) in dem von Neu- 
mayr (Litt. 183a, pag. 171) angegebenen Umfange. Fossil seit 
unterem Tertiär. 

g. Carterina Brad y. 

h. Cyclammina Brad y. 


2. Unterfamilie Fusulininae. 

Kammern in der Richtung der Windungsachse stark in die 
Länge gezogen, und hiernach durch Stützwände in Unterkämmer- 
chen getheilt, einige noch sandig, perforat oder imperforat. Jeden- 
falls aus Endothyren entstanden, welche sich in der Richtung der 
Windungsachse gestreckt haben. 

a. Fusulina Fischer v. W. Nur Kohlenformation. 

b. Schwagerina v. Mü1l. Obere Kohlen- — untere Dyas- 
formation. 

ce. Hemifusulina v. M61l. Kohlenformation. 
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d. Fusulinella v. Mô11 Kohlenformation. 
e. Loftusia Brady. Nur fossil im Kohlenkalk und Tertiär. 
f,. Alveolina d'Orb. Fossil seit mittlerer Kreide. 


X. Familie Rotalidae. 


Schale stets kalkig porôüs; frei oder festgewachsen, spiral 
entweder so aufgewunden, daf alle Kammern auf der oberen 
Fläche sichtbar sind, auf der unteren Schalenfläche (wo die Oeff- 
nung liegt) aber blos die Kammern des letzten Umganges, oder 
so, daf auf beiden Seiten nur der letzte Umgang sichtbar ist. 
Manchmal die Dorsalfläche, manchmal die Ventralfläche mehr kon- 
vex. Schale namentlich bei aufsewachsenen Formen oft unregel- 
mäfig, bei den hôheren involuten Formen mit Canalsystem. 


1. Unterfamilie Rotalinae. 

Schale spiral, nur auf der einen Seite alle Kammern sichtbar; 
frei oder festgewachsen, im letzteren Falle meist unregelmäfig. 
. Truncatulina d'Orbigny. Fossil seit Kohlenformation. 
. Planorbulina d'Orbigny. Fossil seit Lias. 
Anomalina Parker und Jones. Fossil seit Kreïde. 
. Pulvinulina Parker und Jones. Fossil seit Kohle. 
Rotalia Lamark. Fossil seit Kreide. (Oberer Jura?) 
Discorbina Parker und Jones. Fossil seit Kreiïde. 
. Cymbalopora Hagenow. Interesse verdient, daf die 
pelagischen Formen dieses Genus eine mächtig aufgeblasene End- 
kammer, eine Schwimmkammer, ganz in ähnlicher Weise wie Or- 
bulina zur Ausbildung gebracht hat. Fossil seit Kreïde. 

h. Carpenteria Gray. Recent. 

1 Polytrema Risso. Vielleicht schon im Kohlenkalk. 

k. Calcarina d'Orbigny. Fossil seit Kreïde. 
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2. Unterfamilie Tinoporinae. 

Schale aus unregelmäfig zusammengehäuften Kammern be- 
stehend, mit oder manchmal auch ohne einen mehr oder weniger 
deutlich spiral aufsewundenen Anfangstheil. Meistens ohne jede 
grôBere, gemeinsame Mündung. Gruppierung in dieser Unter- 
familie noch sehr unsicher. 

a. Tinoporus Carpenter. 

b. Gypsina Carter. Fossil seit Miocän. 

ce. Aphrosina Carter. 

d. Thalamopora Reuss. 
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3. Unterfamilie Globigerininae. 

Schale frei, kalkig perforiert, Kammern aufgetrieben spiral 
angeordnet. Mündung in der Ein- und Mehrzahl, oft recht grof, 
immer . deutlich. Kein Zwischenskelett, kein Canalsystem. Alle 
grôkeren Formen leben pelagisch. Diese Unterfamilie hat sich 
jedenfalls der Hauptsache nach aus Pulvinulina entwickelt. 
Einzelne Genera mit langen radiolarienähnlichen Stacheln. 


a. Stachelige Formen. 

a. Globigerina d'Orbigny. Fossil seit unterem Keuper. 

b. Orbulina d'Orbigny. Ganz wie Globigerina nur im 
späteren Alter von einer Schwimmkammer vollständig umhüllt. 
Letztere hat sich phylogenetisch aus einer Kalkplatte entwickelt, 
die ursprünglich bei schwachen Formen nur die Nabelregion der 
Schale klammerartig zusammenhielt, später aber über die Kammer- 
wände hinauswuchs und diese schlieflich vollständig einhüllte. Be- 
lege hierfür werde ich in einer anderen Arbeit bringen. Fossil 
seit Rhätische Stufe. 

ce. Hastigerina Wy v. Thomson. Von Globigerina durch 
den Besitz von dreikantigen Stacheln unterschieden; die Stacheln 
von Globigerina und Orbulina haben einen runden Quer- 
schnitt. 

Hierher gehôrt auch die seither zu Globigerina gestellte 
Hastigerina digitata (Brady). 


B. Stachellose Formen. 
d. Pullenia Parker und Jones. Mittlere Kreide — Jetztzeit. 
e. Sphaeroidina d'Orbigny. Kreide, häufig im Miocän 
und Pliocän, Jetztzeit. 
f,. Candëina d'Orbigny. Fossil? 


4. Unterfamilie Polystomellinae. 

Schale bilateral symetrisch nautiloid, mit einfachem oder kom- 
pliciertem Canalsystem. 

a. Nonionina d'Orbigny. Fossil seit Kreïide. 

b. Polystomella Lamark. Fossil seit Kreide. (Kohlen- 
formation ?) 

c. Operculina d'Orbigny. Untere Kreïide selten, haupt- 
sächlich tertiär, recent. 


5. Unterfamilie Nummulitinae. 


Schale linsenfôrmig oder abgeplattet; Kammern flügelartig 
auf den vorangegangenen Kammernumgang übergreifend, die über- 
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greifenden Flügel mit lappenfürmigen Kammeranhängen, deren 
Hohlraum Sekundärkämmerchen darstellen. Hôhere Formen mit 
Zwischenskelett und kompliciertem Canalsystem. 

a. Amphistegina d'Orbigny. Kohlenkalk?, Tertiär — 
Jetztzeit. 

b. Heterostegina d'Orbigny. Fossil seit Untertertiär. 

ce. Nummulites Lamark. Kohlenkalk selten, Tertiär weit 
verbreitet, recent selten. 

d. Assilina d'Orbigny. 


Güttingen, 25. Januar 1895. 


Entwicklungsschema und Litteratur siehe pag. 96—98, 
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VI. Orbitolitidae. 

Die späteren Kammern 
legen sich kreisformig um 
die früheren herum, und 
theilen sich in Folge ihrer 
Streckung durch Stütz- 
wände in Unterkammern. 
Seit Lias. 


Lageninae, 


Ludwig Rhumbler, 


VIII. Nodosaridae. 
Die Kammerschnüren 


sind rein kalkig, fein 


perforat geworden, und 
haben sich z. Th. spiral 
aufgerollt. Seit Kobhle. 


if. 


Die einzelnen Kam- 
mern haben sich von 


einander getrennt. 


V. Miliolinidae. 

Die perlschnurartigen 
Kammerreihen bleiben 
imperforat, werden 
meist kalkig und winden 
sich auf verschiedene Weise 
auf. Seit Trias, erste An- 
zeichen der Familie schon 
im Carbon und Perm. 


a) 


| 


| 
IX. Endothyridae. 

Die sandigen Kammer- 
reihen haben sich spiral 
aufscewunden; sie wurden 
z. Th. kalkig und perfo- 
riert. Seit Kohle. 


IV. Nodosinellidae. 


X. Rotalidae. 

Die spiral aufgewunde- 
nen Kammerreihen sind 
rein kalkig und perfo- 
riert. Bei involuten For- 
men stellt sich ein Canal- 
system ein. Seit Kohle. 


ww 


VII. Textularidae. 

Die sandigen Kammer- 
reihen haben sich zu meh- 
reren Reihen gruppiert, 
haben diese Reihen z. Th. 
spiral aufgewunden und 
sind z. Th. kalkig perfo- 
rat geworden. Seit Kohle. 


Geradegestreckte Sandrôh- 
ren haben durch Segmentierung und 
Aufblähung ïihrer Segmente perl- 
schnurartig aneinandergereihte 
Kammern erzeugt. Seit Kohlen- 
kalk. 


| Ill. Spirillinidae. 

Die Rôhren sind kalkig perfo- 
rat geworden, haben sich spiral aufge- 
wunden und haben durch taschen- 
fürmige Aussackungen ihrer 


Il. Ammodiscidae. 

Die imperforierten Sandrôhren 
haben sich zu weiterer Festigung spiral 
aufgewunden und sind z. Th. kalkig peripheren Wand z. Th. Kämmer- 
geworden. Seit Steinkohle. chen erzeugt. Im Lias vielleicht als 

| Neulinge. Archaediscus schon in 
der Kohle. 


l. Rhabdamminidae. 

Ursprünglich mehr oder weniger kuglige imperforate Sandschaler sind 
durch Verfestigung ïihrer Gehäusewand zu appositionellem Wachsthum ge- 
zwungen worden und haben sich hierdurch zu Rührenformen entwickelt. Die 
Rôhren zeigen zum Theil schon die Anfänge einer ersten Segmentierung. Sub- 
stituierte Neulinge späterer Formationen oder der Jetztzeit; nur Girva- 
nella schon im Silur. 


NB. Die Knickungen der Verbindungslinien sind zur Erleichterung des Setzens vorgenommen worden, 
haben also keinerlei theoretische Bedeutung. 
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Das Areal der Landflächen der Erde nach Zonen. 
Von 
Hermann Wagner. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Januar 1895.) 


Bald nachdem E. Behm das Geographische Jahrbuch gegrün- 
det (1866) und darin sorgfältige Zusammenstellungen aller ïhm zu- 
gänglichen Angaben über Klächengrôfien von Staaten, Provinzen, 
Erdteilen und Inseln aufgenommen hatte, um sie zum Schluf zu 
übersichtlichen Tabellen zu vereinigen, habe ich die gleiche Auf- 
gabe nur in etwas weiterm Sinn mit meinem Freunde vereint ver- 
folgt. Es erwuchs daraus eine periodische Uebersicht über alle 
neuen derartigen Werte im Verein mit der Feststellung der Be- 
wohnerzahl, die unter dem Titel ,Die Bevülkerung der Erde“ als 
Ergänzungshefte der Petermannschen Geographischen Mitteilungen 
seit 1872 achtmal in immer grôsserem Umfang ausgegeben ist, 
zuletzt im Jahre 1891, nachdem Alexander Supan an Behms 
(f 1884) Stelle als Mitarbeiter getreten war. 

Im Anfang waren wir gezwungen noch vielfach Zahlen für 
Flächengrôfen einzustellen, wie sie F. B. Engelhardt 1853 in 
seiner sehr verdienstvollen Arbeit ,Der Flächenraum der einzel- 
nen Staaten in Europa und den übrigen Ländern auf der Erde“ 
mitgeteilt hatte. Auch dieser hatte neben sorgfältigen Revisionen 
sog. offizieller Arealangaben für die mehr oder weniger gut ver- 
messenen Staaten zahlreiche Angaben nach eigenen oder unter 
seiner Leitung ausgeführten Berechnungen eingestellt und ,für den 
Flächenraum aller fünf Erdteile und des Südpols“ die Samme von 


134,016712 qkm 


erhalten. 

Im Laufe der Jahre ist dann eine Angabe nach der andern 
aus Engelhardts Arbeit von uns durch neuere, uns zuverlässiger 
scheinende Angaben ersetzt worden, Tausende nach eigenen plani- 
metrischen Messungen, wobei stets den mittlerweile eingetretenen 
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politischen Grenzveränderungen Rechnung getragen wurde. In- 
dem sich eine eingehende Kritik an neuere Ergebnisse anzuschliefen 
pflegte, haben sich unsere Zusammenstellungen allmählich Geltung 
in weiten Kreisen verschafft, und man hat die Bevülkerung der 
Erde von kompetentester Seite stets als das zuverlässigste Quel- 
lenwerk für die geographische Arealstatistik angesehen. 

Ich habe es niemals an Hinweisen fehlen lassen, daf für uns 
die Einzelangabe den grüfern Wert habe und da wir mit dem 
Zusammenfassen der SchluBresultate keineswegs die für die phy- 
sikalische Geographie so wichtige Frage über die Verteilung des 
Landes und Wassers auf der Erdoberfläche endgültig feststellen 
wollten 1). Es fehlte mir dazu selbst das Vertrauen zur Richtig- 
keit der eigenen Mitteilungen. Bis zum Jahre 1881 lag erst eine 
einzige nach einheitlichen Prinzipien durchgeführte Berechnung 
eines ganzen Kontinentes vor, nämlich diejenige von Australien 
durch E. Debes. Im genannten Jahr verüffentlichte General 
J. Strelbitsky das Ergebnis jahrelanger Bemühungen in sei- 
nem Werke ,La Superficie de l’Europe“. Zwar lag denselben 
nicht wie bei Australien eine einheitliche Karte zu Grunde, jeden- 
falls aber die Ausmessung sämmtlicher Länder Europas durch 
einen einzigen Autor nach politischen Bestandteilen, Flufgebieten, 
Inseln, Seen etc. und als Kontrolle nach eingradigen Breitenzonen. 
Damit war ein ausgezeichnetes Prüfungsmittel für die von uns 
bevorzugten offiziellen Arealangaben europäischer Staaten gege- 
ben, welche sich im Laufe des letzten Jahrzehnts auBerordentlich 
vervollkommnet hatten. Meine ,Kritische Studie aus dem Gebiete 
der Arealstatistik“ im Anschluf an diese Strelbitskysche Aus- 
messung Europas ?) legte 1883 die Verhältnisse näher dar, führte 
aber schlieflich zu dem Resultat, da mit Ausnahme von Rufland 
und Schweden, man die offiziellen Daten oder Ergebnisse Gothaer 
Messungen vorzuziehen habe ?). 

Hierzu kommt nun eine sehr sorgfältige Bestimmung des Fest- 
landes von Asien (ohne alle Inseln) durch den Landmesser B. Trog- 
nitz, jedoch nur im Ganzen. Es wurden der Anteil des Fest- 
landes in den Randtrapezen auf Grund der zuverlässigsten, übri- 
gens sehr verschiedenartigen Karten auf das Genaueste bestimmt 
und die eingeschlossenen vollen Gradtrapeze zonenweise eingestellt. 


1) Bev. d. Erde II 1873, S. 1. 
2) Wiener statistische Monatsschrift 1888. 
8) Bev. d. Erde VIII 1891, 8. 60. 
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Ich habe die Ergebnisse 1891 ausführlich diskutiert'}. Sie waren 
für mich insofern besonders interessant, als sie zur Erkenntnis 
führten, daf eine von Dr. Behm 1866 irrtümlicher Weise began- 
gene Doppelrechnung in innerasiatischen Gebieten uns 25 Jahre 
lang den Kontinent von Asien (speziell Innerasien) um mebr als 
400000 qkm zu gro$ angeben lief. 

B. Trognitz hat in ähnlicher Weïse 1893 auch das Festland 
Afrikas neu planimetrisch ausgemessen und zwar auf Grund der 
grofen Karte Habenichts in 1:4.000000. Sein Resultat weicht 
nur unbedeutend von den Ziffern Engelhardts (1858), sowie Heide- 
richs (1888) ab, gewinnt also hiedurch neue Bestätigung. Auch 
diese Berechnung ist in Eingradzonen verüffentlicht ?). 

Zur Prüfung der sich vielfach widersprechenden Angaben über 
die GrüBe des amerikanischen Kontinents, des arktischen Archi- 
pels, Grünlands, der asiatischen Inselwelt hatte ich 1879 meinen 
damaligen Schüler, E. Wisotzky, in Kôünigsberg, z.Z. Oberlehrer 
am Realoymnasium in Stettin, veranlafit. Er hat sich viele Wochen 
lang planimetrischen Ausmessungen jener (rebiete nach dem gleichen 
Prinzip — Ausmessung der Randtrapeze und Einsetzung der Voll- 
trapeze aus den Tabellen des Erdsphäroids — hingegeben. Seine 
Schlufergebnisse sind seit 1880 in die Bevülkerung der Erde au 
genommen, im einzelnen aber niemals publiziert worden. 

Somit war 1893 ein ausreichendes Material vorhanden, um d: 
bereïts 1873 ausgesprochene Absicht auszuführen und unsere Area. 
angaben, bisher mosaikartig aus Tausenden von einzelnen Werte: 
zusammengestellt, endlich auch der physikalischen Geographie da 
durch dienstbar zu machen, daf wir sie nach Zonen ordneten una 
damit die Verteilung von Land und Wasser neu bestimmten. 

Dieser Aufgabe war man mittlerweile von anderer Seite nahe 
getreten, meist auf wesentlich einfacherm Wege. 

Im Prinzip scheint die Ausmessung einer einzigen 
Karte in flächentreuer Projektion das einfachste Mittel zu sein. 
* Dieser Weg ist von Dr. John Murray von der Challenger Ex- 
pedition 1888 eingeschlagen *). Er hatte eine von J. G. Bartholo- 
mew gezeichnete Karte beider Planigloben in Lamberts aequiva- 
lenter Projektion planimetrisch ausmessen lassen. Das Gesammt- 
ergebnis der Landfläche der Erde, blieb um mehr als 1,738000 qkm 


1) Bev. d. Erde VIII 1891, S. 60 fr. 
2) Pet. Geogr. Mitt. 1893, S. 220. 
8) Scott. Geogr. Magazine IT, 1888 $. 7 ff. 
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hinter dem von uns in der Bevülkerung der Erde, mitgeteilten Re- 
sultat zurück. ÆEbenso ergaben sich im Areal der Erdteile grosse 
Differenzen. Kein Wunder, dafñi man diesen Daten in Deutsch- 
land nur mit Vorsicht gegenüber trat. Zur ŒEntscheidung, ob 
und welche Fehler sich auch in den Zonenflächen fänden, fehlte 
es durchaus an einem geeigneten Vergleichsobjekt. 

Ein ganz anderes Verfahren setzte Fr. Heiderich 1891 an 
die Stelle planimetrischer Ausmessung der Arealflächen. Er 
wandte ein sehr bequemes Näherungsverfahren dadurch an, daf 
er auf den Breitenparallelen von 5° zu 5° die Land- und Wasser- 
strecken messend diese mittelst der sog. Simpsonschen Formel 


h 
& (+44, +à,) 


wo  gleich dem Meridianbogen von 10°, 4 und d, die betreffenden 
Strecken auf den Zehngradparallelen, d, die Strecke auf den mitt- 
lern Fünfgradparallelen bedeutet, zur Fläche vereinigte. 

Er fand die Fläche des Landes zwischen 80° N und 70° $S zu 
135,072590 qkm und die verhältnismäBig grofe Uebereinstimmung 
mit unsern Angaben, welche nur 1/2 Prozent von den seinigen ab- 
weichen sollten, haben ihn und zahlreiche andere Autoren ein un- 
bedingtes Vertrauen in die mühevollen Berechnungen Heïderichs 
setzen lassen, trotzdem es sich dabei doch um ein vergleichsweise 
sehr rohes Annäherungsverfahren handelt. 

Indessen gewährte mir eine nähere Einsicht in diese Arbeit 
Heïderichs sehr bald die Ueberzeugung, da man es hiebei mit 
einem den Wert der Methode stark überschätzenden Werk zu 
thun habe, das gleichzeitig die bei solchem ungeheuren Zahlenma- 
teriell unumgängliche Sorgfalt der Messungen und Berechnungen 
im hohen Grade vermissen lasse. Es hat mir die Schrift zu einer 
ähnlichen kritischen Studie Veranlassung geboten, wie ich sie 1883 
über Strelbitskys Arbeït anstellte, jedoch mit wesentlich negati- 
verm Resultat der Bewertung Heïderichscher Ziffern!). j 

Bleiben wir hier bei den Arealverhältnissen stehen, so fehlte 
es allerdings an einem wirklichen Prüfstein, um jenem eben ge- 
nannten Autoren in die Einzelnheiten der Zonenflächen zu folgen. 

Denn der nahe liegende Uebergang von der gesammten Land- 
fläche zu den Erdteilen, um diese je nach der Bestimmung des ein- 
zelnen Autor einander gegenüberzustellen, leidet an der Schwierig- 
keit in jedem Falle zu erkennen, von welchen Grenzen diese aus- 


1) Beitrâge zur Geophysik herausgeg. von G, Gerland Bd, II. Heft 2. 1895. 
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gegangen sind, vor allem welche Inseln als zugehürig betrachtet 
wurden u.s. f. 

Bei der Zonenfläche hat man wenigstens zwei feste Grenzen 
nach Nord und Süd, über die ein Zweifel nicht obwalten kann. 

Dies war die nächste Veranlassung, gerade jetzt den Versuch 
zu machen das gesammte in allen Jahrgängen der Bevülkerung 
der Erde niedergelegte Material nach Zonen zu ordnen. Dazu 
kam das Hervortreten einer neuen Berechnung der mittlern Tiefe 
der Ozeane, mit welcher K. Karstens in Kiel eine schon 1879 
und 1881 von O. Krümmel versuchte Aufgabe wiederholte ). Der 
erstere hat seine Berechnungen von 27 einzelnen Meeresbecken 
mit einer nahezu ausreichenden Vollständigkeit verüffentlicht und 
dabei die Areale der Fünf-, Zweiï-, bezw. Eingradzonen jedes Mee- 
resbeckens mitgeteilt. Hieraus und mittelst gewisser von beiden 
Verfassern freundlichst zur Verfügung gestellter Ergänzungen 
habe ich dann gleichzeitig die Meeresflächen ins Gesammt nach 
Zonen berechnet. 

Eine Gegenüberstellung aller vier Berechnungen der Landflächen 
— wenn man aus den Krümmel-Karstensschen Meeresflächen die 
Landflächen als Komplement der bekannten Zonenfläche berechnet 
— ergiebt nun einerseits ganz unregelmäfige und sehr bedeutende 
Abweïichungen der Murray’schen und Heiïderich’schen Reïhe unter 
sich und mit der Wagner’schen sowie der Karstens'schen, dagegen 
eine sehr grofe Uebereinstimmung zwischen den beiden letzten 
in allen Zonen, welche der gleichen Begrenzung wegen überhaupt 
vergleichbar sind. Während zwischen 60° N und 60° S die Zah- 
len der beiden neuesten Berechnungen absolut genommen nie mehr 
als 53000 qkm und relativ im Durchschnitt nicht mehr als !/3 Pro- 
zent von einander abweichen, bleiben die Differenzen bei Heïi- 
derich selten unter 2—300000 qkm, sie erreichen gar bei Murray 
mehrfach 1 Mill gkm! Das entspricht Abweichungen, oder wie 
wir jetzt sagen dürfen, Fehlern von 8—10 und mehr Prozent in 
der einzelnen Zone. Die Uebereinstimmung im Endresultat ver- 
bürgt also nicht im geringsten eine solche in den Unterabteilungen, 
wie Zonen und Erdteilen. Hinsichtlich aller dieser kritischen 
Punkte sowie aller Einzelergebnisse, die selbstverständlich der 
allgemeinen Durchprüfung zugänglich gemacht werden müssen, 
verweise ich auf die im Druck befindliche Studie. Hier will ich 
nur das Endergebnis kurz mitteilen. Mit Absicht bleibe ich bei 


1) Neue Berechnung der mittleren Tiefe der Ozeane. Preisschrift, Kie]1894. 
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den Tausenden des Quadratkilometers stehen. Denn trotzdem ich 
der Ueberzeugung bin, daf man mit den unten folgenden Angaben 
die Zonen der Landflächen bereits auf + 50000 qkm oder durch- 
schnittlich ‘/3 Prozent genau kennt, von den polaren Zonen na- 
türlich abgesehen, - sind sie von absoluter Richtigkeit noch immer 
viel zu entfernt, als da man selbst die Tausender (qkm) verbür- 
gen künnte. Das bedarf hier keiner nähern Ausführung. Keïnes- 
falls würde es sich unter diesen Umständen etwa verlohnen klei- 
nere Korrekturen anzubringen, um sämmtliche Zahlen auf das 
nämliche Erdsphäroïd zu reduzieren. Uebrigens entsprechen bereïts 
weitaus die meisten Flächen, welche die Grundlage zu der nach- 
folgenden Tafel bildeten, dem Bessel’schen Erdsphäroïd, da meine 
dafür 1870 berechneten Zonen-Tabellen') seit zwanzig Jahren allen 
Gothaer planimetrischen Messungen zum Ausgangspunkt dienten. 
Von dem jeweiligen Zustand der Vermessung der Länder und ih- 
rem kartographischen Standpunkt ist der Arealstatistiker selbst- 
verständlich stets abhängig. Die Frage ist also nur, ob unsere 
Zahlen wirklich dem Areal der auf unsern besten Karten nieder- 
gelesten Wassergrenzen entsprechen, wobei die Schwierigkeit ge- 
eignete Grenzen innerhalb von Flufmündungen und Küstengewäs- 
sern zu Ziehen hier nur gestreift werden soll Diese Unsicherheiten 
wird man mit der Zeit in jeder Zehngradzone der Erde gewif in 
die Grenzen von +10000 qkm einengen kônnen. Für Jjetzt be- 
zeichnet ein Spielraum von nicht mehr als + 50000 qkm für die 
grôften Zonen jedenfalls einen beträchtlichen Fortschritt. 

Ueberschreitet man den 80° N und 60° $, so übt die Hypothese 
über Verteilung von Land und Wasser in den polaren Gebieten 
den grôfiten Einflu$. Indem ich hinsichtlich der Begründung auf 
die mehr erwähnte Studie verweise, füge ich zum Verständnis der 
nachfolgenden Angaben nur an, dafi ich in der Arktis der müg- 
lichen Entdeckung von Landflächen dadurch reichlichen Spiel- 
raum gônne, daf ich die bekanntern Landflächen jenseits des 80° 
(= 381000 qkm) auf rund 1 Mill. qkm ergänze. Eine gleiche 
GrôBe môgen die Landflächen zwischen 60—70° S einnehmen, die 
môglicher Weise nach Süden kontinentale Fortsätze haben. In- 
dem ich für die Kalotte südlich des 70° (15.500000 qkm) ca. die 
Hälfte, rund 8,000000 qkm dem Lande zurechne, gelange ich in 
der Antarktis ziemlich zum Areal der Terra antarctica John Mur- 
rays (3.500000 Engl. QMin — 9.000000 qkm). 


1) Die Dimensionen des Erdsphäroiïds nach Bessels Elementen, Geogr. Jahrb, 
III 1870. 
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Verteilung von Land und Wasser auf der Erdoberfläche 
nach Zehngradzonen (in 1000 qkm). 


Erdoberfläche Landfläche Wasserfläche Prozente 


Zone (Bessel) Land Wasser 
80—90° N 3 908 [1 000] [2 908] [25] [75] 
70—80 11 595 3 343 8 252 28.8 71.2 
60—70 18 905 13 491 5 414 71.4 28.6 
50—60 25 606 14 582 11 024 56.9 43.1 
40—50 31 496 16 485 15011 52300477 
30—40 36 404 15 581 20 823 428 57.2 
20—30 40 198 15 122 25 076 37.6 62.4 
10—20 42 779 11 249 31 530 26.3 73.7 

0—10 N 44 085 10 049 34 036 29,8 100077:9 

0108 44 085 10 431 33 654 28.6 76.4 
10—20 42 779 9 437 33 342 221 77.9 
20—30 40 198 9 311 30 887 23.1 76.9 
30—40 36 404 4 167 32 237 11.4 88.6 
40—50 31 496 996 30 500 3.2 96.8 
50—60 25 606 205 25 401 0.8 99.2 
60—70 18 905 [1000] [17 905] [5] [95] 
70—80 11 595 
AS qe } [8 000] [7 503] [50] [50] 

oder 

0—90 N 254 975 100 902 154 073 39.6 60.4 

0—90 S 254 975 43 547 211 498 17.1 82.9 

Summa 509 950 144 449 365 b0IL ANS. STI. 


Ohne die hypothetischen Gebiete der Arktis (619000 qkm) und 
ohne die Landflächen südlich des 60° gelangt man auf 134,877000 qkm 
für das Land, also in der That nicht viel mehr gegenüber dem 
Resultat Engelhardts, als den Entdeckungen in den polaren Ge- 
wässern seit 1853 entspricht. 


Ueber die Begründung der Idealtheorie. 
Von 
R. Dedekind in Braunschweig, ausw. Mitglied. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Januar 1895.) 


Von mehreren Seiten bin ich aufgefordert, meine Ansicht zu 
äufern über die kürzlich in diesen Nachrichten (1894. Nr. 4) von 
Herrn Hurwitz verôffentlichte Begründung der Idealtheorie und 
über deren Beziehungen zu der in der vierten Auflage von Di- 
richlet’s Zahlentheorie (welche ich im Folgenden mit D. bezeichnen 
will) enthaltenen Darstellung desselben Gregenstandes. Wenn ich 
nun hierauf erkläre, da ich der letzteren, also der meinigen den 
Vorzug gebe, so glaube ich diese Meinung ganz unbefangen aus- 
sprechen zu dürfen, weil ich schon im Februar 1887 denselben 
Weg wie Herr Hurwitz mit demselben Erfolge eingeschlagen 
babe, und weil ich erst von hieraus im November 1888 mit Hülfe 
neuer Beweismittel zu derjenigen Darstellung gelangt bin, welche 
ich später (1893) in das Werk von Dirichlet aufsenommen habe, 
Ich erlaube mir im Folgenden diesen Hergang etwas genauer zu 
beschreïben, weil die hierbei auftretende Einkleidung eines und 
desselben Grundgedankens in äuferlich verschiedene Formen wohl 
von allzemeinerem Interesse ist. 

In $. 172 der dritten Auflage der Zahlentheorie und ebenso 
in $. 23 meiner Schrift Sur la théorie des nombres entiers algé- 
briques habe ich hervorgehoben, dafi die grüfite Schwierigkeit, 
welche bei der Begründung der Idealtheorie zu überwinden war, 
in dem Beweise des folgenden Satzes bestand : 

1. Ist das Ideal c theilbar !) durch das Ideal a, so giebt es 


1) Dieses Wort gebrauche ich, wie bisher immer, in dem Sinne, daf jede 
Zahl des Ideals c auch in a enthalten ist; ich muB, um Verwirrung zu vermeiden, 
hierauf aufmerksam machen, weil Herr Hurwitz in seinem Aufsatze (IL. 5) mit 
demselben Worte gerade die im Nachsatze ausgesprochene Beziehung zwischen € 
und a bezeichnet, 
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ein Ideal b, welches der Bedingung ab — c genügt (vergl. D. 
S. b53. VIT). 

Dañ dieser Satz, durch welchen der Zusammenhang zwischen 
der Theïlbarkeit und der Multiplication der: Ideale festgestellt 
wird, bei der damaligen Darstellung erst nahezu am Schlusse der 
Theorie beweisbar wurde, machte sich in der drückendsten Weise 
fühlbar, besonders dadurch, da einige der wichtigsten Sätze nur 
allmälich durch schrittweise Befreiung von beschränkenden Vor- 
aussetzungen zu der ihnen zukommenden Allsemeinheit erhoben 
werden konnten. Ich bin daher im Laufe der Jahre ôfter auf 
diesen Cardinalpunct mit der Absicht zurückgekommen, einen ein- 
fachen, unmittelbar an den Begriff der ganzen Zahl ankniüpfenden 
Beweis des Satzes 1. oder eines der drei folgenden Sätze zu ge- 
winnen, welche, wie man leicht erkennt, von gleicher Bedeutung 
für die Begründung der Theorie sind: 

2. Jedes Ideal n kann durch Multiplication mit einem Ideal 
n in ein Hauptideal verwandelt werden (vergl. D. S. 554. IX). 

3. Jeder endliche, von Null verschiedene Modul in der aus 
ganzen oder gebrochenen algebraischen Zahlen besteht, kann durch 
Multiplication mit einem Modul n, dessen Zahlen aus denen von m 
auf rationale Weise gebildet sind, in einen Modul mi verwandelt 
werden, welcher die Zahl 1 enthält und aus lauter ganzen Zahlen 
besteht (vergl. D. $S. 528. VD. 

4 Aus je »# algebraischen Zahlen w,, die nicht alle verschwin- 
den, kann man auf rationale Weise » Zahlen », ableiten, welche 
der Gleichung 


BV, FUVT 3 RU Us = 1 


und auBerdem der Bedingung genügen, da alle #° Producte w,v, 
ganze Zahlen sind (vergl. D. $S. 530. VIT). 

Wenn nun auch diese vier Sätze insofern vollständig gleich- 
werthis sind, als jeder von ihnen ohne jede Schwierigkeit aus jedem 
der drei übrigen abgeleitet werden kann'), so geschieht es doch 
in solchen Fällen nicht selten, dafi der eine Satz durch seine ein- 
fachere Fassung einem directen Beweise leichter zugänglich wird 
als die anderen. In dem vorliegenden Beispiele zeichnet sich offen- 


1) Um dies einzusehen, braucht man nur die hinter den Sätzen bemerkten 
Citate zu verfolgen und zu bedenken, da8 jeder endliche algebraïische Modul m 
durch Multiplication mit einer geeigneten, von Null verschiedenen Zahl in einen 
ganzen Modul, und jeder von Null verschiedene ganze Modul eines endlichen Kr- 
pers durch Multiplication mit jedem Ideal in ein Ideal verwandelt wird. 
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bar der Satz 4: oder auch der Satz 8., welcher sich von jenem 
nur äuferlich durch die Benutzung des Modul-Begriffs unterschei- 
det, an Eïinfachheit vor den Sätzen 1. und 2. aus, in welchen der 
complicirtere Begriff des Ideals auftritt. Es ist mir dann auch 
bald gelungen, den Satz 8. wenigstens für zweigliedrige Mo- 
duln m, also den Satz 4. für den Fall m — 2 zu beweisen, und 
zwar stimmt dieser Beweis, auf welchen ich unten zurückkommen 
werde, wesentlich mit demjenigen überein, welchen ich später in das 
Werk von Dirichlet (D. S. 529) aufgenommen habe. Aber es 
gelang mir damals nicht, diese Methode auf drei- und mehrgliedrige 
Moduln m auszudehnen. 

Eine neue Anregung zur Beschäftigung mit diesem Gegen- 
stande empfng ich im Frühjahr 1882 durch die grofie Abhandlung 
,Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grüfen“ 
von Leopold Kronecker. Das Studium derselben veranlafite 
mich, eine Reïhe von ,bunten Bemerkungen“ aufzuschreiben, von 
denen Nr. 20 sich auf den für mich wichtigsten $. 14, also auf 
die Begründung der Idealtheorie bezieht. Obgleich ich mich mit 
dem hier auftretenden ,methodischen Hülfsmittel der unbestimmten 
Coefficienten“ nicht befreunden konnte, so suchte ich doch in das 
Wesen der Methode einzudringen, um wo müglich daraus einen 
Nutzen für meine Auffassung der Theorie zu ziehen, weil in dem 
hier gewonnenen Resultate auch der obige Satz 3. oder 4. offen- 
bar enthalten ist. Nun schien und scheint mir noch heute in der 
Beweisführung Kronecker’s eine Lücke oder wenigstens eine 
zweifelhafte Stelle zu sein; setzt man unter sonstiger Beibehal- 
tung der dortigen Bezeichnungen der Kürze wegen 


(1) (@+uzx'+ux"+..)G=F 
und 
(2) (x+vx +vx"+..)G = Q, 


so ist G eine ganze Function der unbestimmten Grôfen #, wäh- 
rend Q auBerdem von den unbestimmten GrôBen v abhängt, und 
wenn ich die etwas dunkele Stelle richtig verstehe, so soll bewie- 
sen werden, dafi alle Coefficienten dieser Function Q ganze 
Grôfen des hier betrachteten Bereichs (f) sind. Nun wird zwar 
gezeigt, daf © einer Gleichung von der Form 


(8) Q"+CQ+...+0,Q0+0, = 0 


genügt, wo C,, C,...C, ebenfalls ganze und zwar solche ganze 


n 


Functionen der Variabelen w, v bedeuten, deren Coefficienten ganze 
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GrôBen in (À) sind; aber es bedarf meiner Ansicht nach doch noch 
eines besonderen Beweises, daf sich hieraus die oben bezeichnete 
Eigenschaft der Coefficienten von Q als nothwendige Folge ergiebt; 
ich habe wenigstens in den vorausgehenden $$. 1—13 keine Stelle 
gefunden, aus welcher dies hervorgeht. Für den vorzugsweise 
mich interessirenden Fall, wo der Bereich (R) der Kôürper aller al- 
gebraischen Zahlen ist, also keine Variabelen enthält, gelang es 
mir auch einen solchen Beweis zu finden, den ich hier aber nur 
andeuten will, weil er in der Folge nicht weiter verwendet wird. 
Man sieht leicht ein, daB der fragliche Satz zufolge (3) auf den 
folgenden zurückkommt: , Wenn eine ganze rationale Function Q 
von Variabelen stets eine ganze (algebraische) Zahl wird, sobald 
diese Variabelen ganze Zahlen werden, so ist auch jeder Coefficient 
der Function Q eine ganze Zahl.“ Und diesen Satz bewies ich, 
freilich auf eine ziemlich künstliche Weiïse, indem ich für die Va- 
riabelen beliebige Wurzeln der Einheïit einsetzte. Durch diese 
Vervollständigung der Beweisführung von Kronecker war nun, 
wie schon oben bemerkt, auch zugleich für den Satz 8. ein Be- 
weis gewonnen, welcher von meiner bisherigen Idealtheorie unab- 
hängig war und folglich zu einer neuen Begründung derselben 
dienen konnte. Aber dieser Weg entspricht durchaus nicht mei- 
nen Wünschen, theils weil die Benutzung der Functionen von Va- 
riabelen mir immer als ein der Sache fremdes Hülfsmittel er- 
scheint, theils weil die Durchführung aller Beweise ohne Zweifel 
einen grüBeren Raum erfordert, als in meiner damaligen Theorie. 

So ruhte diese Frage mehrere Jahre ohne jeden Fortschritt, und 
sie kam erst auf’s Neue in Bewegung, als mein Freund H. Weber 
mir am 10. Februar 1887 von Marburg aus eine von ihm ausge- 
arbeitete ,Theorie der algebraischen Zahlen nach Kronecker“ 
zuschickte, in welcher die Hauptsätze ausführlich und vollständig 
bewiesen wurden. Bei angestrengtem Nachdenken über diese Dar- 
stellung fand ich nun am 15. Februar den folgenden Satz, durch 
welchen nach meiner Ansicht die Theorie von Kronecker noch 
eine wesentliche Vereinfachung gewinnt : 

5. Wenn das Product GH aus zwei ganzen rationalen Func- 
tionen G, H von beliebig vielen unabhängigen Variabelen « lauter 
ganze Coefficienten hat, so ist auch jedes Eïnzel-Product aus je- 
dem Coefficienten von G und jedem Coefficienten von H eine ganze 
Grôüfe. 

Um nämlich zu beweisen, daf die oben mit Q bezeichnete 
Function lauter ganze Coefficienten hat, braucht man nicht mehr, 
wie es bei Kronecker geschieht, die Gleichung (3) zu bilden, 
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welcher Q genügt, sondern dies folgt jetzt unmittelbar daraus, 
da8 das Product F in (1) lauter ganze Coefficienten hat, also auch 
jedes Product aus jeder GrüBe x, 2’, x"... und aus jedem Coeff- 
cienten der Function G ganz ist. 

Diese Bemerkung und ein vollständiger Beweis des Satzes 5. 
bildeten den Hauptinhalt meiner am 20. Februar 1887 abgesende- 
ten Antwort an H. Weber; dieser Beweis ist später in $. 38 
meiner Abhandlung ,Ueber einen arithmetischen Satz von Gauss“ 
verôffentlicht, welche sich in den Mittheilungen der Deutschen 
mathematischen Gesellschaft in Prag (1892) findet, und auf S. 7 
daselbst, ebenso auch in der Vorrede zur vierten Auflage von 
Dirichlet’s Zahlentheorie, habe ich auch die Wichtigkeit des 
Satzes 5. für die Theorie von Kronecker besonders betont. Herr 
Hurwitz, dem diese Abhandlung erst nach Abschluf seiner Ar- 
beit bekannt geworden ist, knüpft an denselbeu Satz 5. an, für 
welchen er einen anderen Beweis giebt, und leitet daraus den Satz 2. 
ab. Ebenso weise ich in meinem Briefe vom 20. Februar 1887 
wieder darauf hin, daf der zur Abkürzung meiner Idealtheorie 
brauchbare Satz 8. eine unmittelbare Folge des Satzes 5. ist, aber 
dies geschieht mit dem ausdrücklichen Zusatz, ich würde mir 
zehnmal überlegen, wie eine solche Abkürzung durchzuführen sei, 
ohne den einheitlichen Charakter der Theorie zu stôren! 

Hiermit komme ich zum letzten Theile meiner Erzählung. 
Ich erinnere zunächst an eine schône Stelle der Disquisitiones 
Arithmeticae, die schon in meiner Jugend den tiefsten Eindruck 
auf mich gemacht hat. Im Art. 76 berichtet Gauss, daf der 
Wilson’sche Satz zuerst von Waring bekannt gemacht ist, und 
fährt fort: Sed neuter demonstrare potuit, et cel. Waring fatetur 
demonstrationem eo difficiliorem videri, quod nulla notatio fingi 
possit, quae numerum primum exprimat. — At nostro quidem ju- 
dicio hujusmodi veritates ex notionibus potius quam ex notationi- 
bus hauriri debebant. — In diesen letzten Worten liegt, wenn sie 
im allgemeinsten Sinne genommen werden, der Ausspruch eines 
grofen wissenschaftlichen Gedankens, die Entscheidung für das 
Innerliche im Gegensatz zu dem Aeuferlichen. Dieser Gegensatz 
wiederholt sich auch in der Mathematik auf fast allen Gebieten; 
man denke nur an die Functionen-Theorie, an Riemann’s Defini- 
tion der Functionen durch innerliche charakteristische Eigenschaf- 
ten, aus welchen die äuBerlichen Darstellungs-Formen mit Noth- 
wendigkeit entspringen. Aber auch auf dem bei Weitem enger 
begrenzten und einfacheren Grebiete der Idealtheorie kommen beide 
Richtungen zur (Geltung, und ich habe mich an verschiedenen 
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Stellen meiner oben erwähnten Schrift Sur la théorie des nombres 
entiers algébriques (am SchluB von $. 12 und namentlich in der 
Eïnleitung) so ausführlich über die Anforderungen ausgesprochen, 
die ich mir damals wie heute bei dem Aufbau der Theorie stellte, 
da ich nicht mehr darauf zurückzukommen brauche. Hiernach 
wird man es auch erklärlich finden, daB ich meiner Definition des 
Ideals durch eine charakteristische innerliche Eigenschaft den Vor- 
zug gebe vor derjenigen durch eine äuferliche Darstellungsform, 
von welcher Herr Hurwitz in seiner Abhandlung (IL 1.) aus- 
geht. Aus denselben Gründen konnte der oben erwähnte Beweis 
des Satzes 3., welcher sich auf den Satz 5. stützt, mich noch nicht 
vüllig befriedigen, weil durch die Einmischung der Functionen von 
Variabelen die Reinheit der Theorie nach meiner Ansicht getrübt 
wird, und ich will jetzt berichten, auf welchem Wege es mir ge- 
lungen ist, das erstrebte Ziel zu erreichen. 

Der am 15. Februar 1887 von mir gefundene Beweis des 
Satzes D. geht so zu Werke (vergl. $. 3 der Prager Abhandlung, 
daf zunächst der folgende sehr specielle Fall bewiesen wird, in 
welchem der eine Factor eine lineare Function ist: 

6. Hat die ganze Function 


f(x) = LC dE “ER 0, 


lauter ganze Coefficienten, so gilt dasselbe von der ganzen Function 


_. = AA +R +... +, 
wo æ eine Wurzel der Gleichung f(w) = 0 bedeutet. 

Vergleicht man aber den Beweis dieses speciellen Satzes mit 
dem zu Anfang erwähnten, viel früher gefundenen Beweise (D. 
S. 529) des speciellen Falles des Satzes 3., in welchem n ein zwei- 
gliedriger Modul [e, 8] ist, so erkennt man leicht ïhre vollstän- 
dige Identität; denn wenn man & = fo setzt, so stimmt die Reïhe 
der n Producte Bv,, welche in dem letzteren auftreten, mit den 
obigen Coefficienten a, überein’). Da nun der vollständige Beweis 
des Satzes 5. (für Functionen von einer Variabelen, deren Be- 
trachtung hier genügt) sich lediglich durch eine wiederholte An- 
wendung des speciellen Satzes 6. ergiebt, so lag die Vermuthung 


1) Es ist dies dieselbe Zahlenreihe, welche mir schon früher bei verschiede- 
nen Gelegenheiten gute Dienste geleistet hatte (vergl. z. B. den Schluf von $. 8 
meiner Abhandlung Ueber die Discriminanten endlicher Kürper oder D. $. 167). 
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nahe, daB auch der allgemeine Satz 8. oder 4. durch wiederholte 
Anwendung des speciellen Falles, wo m ein zweigliedriger Modul, 
oder m — 2 ist, sich würde ableiten lassen, Bei erneuter Be- 
schäftigung mit dieser Frage ergab sich dies in der That am 
29. October 1888, und zwar auf folgende unerwartet einfache Weise 
durch die vollständige Induction. 

Ist n eine natürliche Zahl, -und nimmt man an, der Satz 4. 
sei schon für alle Fälle bewiesen, wo »<n +2, so kann man aus 
nm +2 gegebenen algebraischen Zahlen 


Œ, B; Lis Hair e U 
auf rationale Weise 2n + 4 Zahlen 
a”, B 


a MI MaUEU GUY, 


n 


B"1@ D. 0, 


ableiten, welche den drei Gleichungen 


ac + BB — 1 

(4) au +, + HU, = L 
BB+me rt: +ue, = 1 

und zugleich den Bedingungen genügen, da8 alle Producte 
aa’, aB', Ba’, BB 

(b) au”, av, u,”, u,v, 
BB", Be, u,B", U,9, 


ganze Zahlen werden, wo r, s beliebige Zahlen aus der Reïhe 
1,2...n bedeuten. Setzt man nun 


"1 


a= awa, 6" = BB", 0, — axv, + BB. 

so sind auch diese # +2 Zahlen aus den gegebenen auf rationale 
Weise gebildet; zufolge (4) befriedigen sie die Gleichung 

aœ" + BB" + m6, +. +u,6, = 1, 


und zufolge (6) sind alle Producte 
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ax”, «ÿB", «6, 
Ba”, BB", Bo. 
ua", u,B", u,6, 
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ganze Zahlen, weil sie in der Form 


au: au", af'-BB", ax':av, + af’: Bo, 
au". Ba’, BB':BB", œv,-Ba'+BB'- Bo, 
au'.u,a”, BB'.u,B", ax'-u,v,+ BB'-u,0, 


darstellbar sind, w. z. b. w. 

Hiermit war endlich das, was ich so lange gesucht hatte, ein 
wirklich sachgemäfer Beweis der Sätze 3. und 4., also auch die 
Grundlage für die Neugestaltung meiner Idealtheorie gefunden. 
Indessen war ich auch mit diesem Inductionsbeweise noch nicht 
ganz zufrieden, weil in ihm die mechanische Rechnung vorherrscht, 
und bei längerem Nachdenken über den eigentlichen Grund seines 
Erfolges entdeckte ich am 9. November 1888 den allgemeinen Mo- 
dulsatz 


(a+ b+c)(bc+ ca + ab) = (b +c)(c + a)(a + b), 


woraus die schliefliche Form des Beweises entsprang (D. S. 530). 
Ich bemerke beiläufñg, da statt des dortigen Moduls 


nu — (bc+ ca + ab) ab'c’ 
auch der Modul 
n — ab'c + bc'a’ + ca'b' 


hätte gewählt werden kônnen, dessen Bau wohl etwas einfacher 
ist und sich genauer an den vorstehenden Inductionsbeweis an- 
schlieft; doch ziehe ich die erstere Wabhl vor, weiïl bei der letz- 
teren der Beweis, daB der Modul 3 = [1] durch mn theilbar ist, 
sich weniger einfach gestaltet. 

Bedenkt man nun, mit wie wenigen Schritten man jetzt (D. 
$. 173) von dem Begriffe der ganzen Zahl zu dem Satze 8. und 
hiermit zur vollen Beherrschung der Idealtheorie gelangt, so kann, 
wie ich meine, gar kein Zweïfel darüber bestehen, daf dieser Weg 
vor allen Dingen sachgemäfer, aber zugleich auch einfacher und 
bei Weitem kürzer ist, als der im Februar 1887 gefundene, wel- 
cher zunächst zu dem Functionen-Satze 5. und erst von diesem zu 
dem Zahlen-Satze 3. oder (wie in der Abhandlung des Herrn 
Hurwitz) zu dem gleichwerthigen Satze 2. führt. Hierin be- 
stehen die Gründe, auf denen mein im Eingange dieser Mittheilung 
ausgesprochenes Urtheiïl beruht. 


Braunschweig, am 14. Januar 1895. 
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Beiträge zu den Untersuchungen über die 
Grundlagen der Geometrie. 


Von 
Heinrich Burkhardt in Gôttingen. 


(Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 26. Januar 1895.) 


Bei Gelegenheit einer Vorlesung über die Grundlagen der 
Geometrie bin ich darauf aufmerksam geworden, daf die vorhan- 
denen Darstellungen derselben in einzelnen Punkten Vereinfach- 
ungen und Ergänzungen zulassen. Einige derselben sollen hier in 
Noten zur Sprache kommen, die als Vorarbeiten zu einer zusam- 
menfassenden Darstellung angesehen werden mügen. 


l. Zur Auffassung des Raumes als einer Zahlenmannigfaltigkeit. 


Ein Teil der neueren Untersuchungen über die Grundlagen 
der Geometrie, vor allem die von Riemann, Helmholtz und 
Herrn Lie, beruhen auf der Voraussetzung, da der Raum als 
Zahlenmannigfaltigkeit aufgefafit werden dürfe, in der Weise, daf 
der einzelne Punkt durch drei Zahlen charakterisirt ist (und we- 
nigstens innerhalb gewisser Grenzen jedem Zahlentripel ein und 
nur ein Punkt und umgekehrt entspricht). (Gegenüber Aeuferun- 
gen der beiden erstgenannten Forscher, die so klingen, als ob sie 
damit nur etwas selbstverständliches vorausgesetzt zu haben glaub- 
ten, hat der letzte hervorgehoben!), daB sie damit die Tragweite 
dieses Axioms unterschätzen, und daf eine genaue Untersuchang 
der einzelnen in ihm enthaltenen Bestandteile noch ausstehe. Zu 
einer solchen Untersuchung môügen die folgenden Bemerkungen 
einen Beitrag bieten; einzeln genommen ist keine derselben neu, 
aber ihre Zusammenstellung scheint noch nirgends explicit gegeben 
zu sein. 


1) Lie-Engel, Transformationsgruppen, Bd. III, (Lpz. 1893), p. 396. 
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1. Sollen auf einer begrenzten einfachen Linie Punktcoordi- 
naten eingeführt werden, so bedarf man I. des Axioms, daB von 
3 Punkten einer solchen Linie immer einer und nur einer ,z wi- 
schen“ den beiden andern liegt!). 

2. Als IL Axiom würde aufzustellen sein: Liegen B, C 
zwischen À und D, so liegt C entweder zwischen À und B, oder 
zwischen B und D (beide Fälle schliefen sich aus). 

8. Alsdann mag man etwa willkürlich einen Endpunkt mit 0, 
den andern mit 1, einen Zwischenpunkt mit 4, einen Punkt zwi- 
schen 0 und + mit +, einen zwischen + und 1 mit 5, einen zwischen 
0 und + mit +, u.s.f. bezeichnen. 

4. Soll das ins unendliche fortgesetzt werden kônnen, sodaf 
schliefilich jedem dyadischen Bruch ein Punkt der Linie zugeordnet 
ist, so muB man IL. unbegrenzte Teilbarkeit”) der Linie 
postuliren: zwischen zweien ihrer Punkte liegt immer noch ein 
andrer. 

5. Will man sogleich allen rationalen Zahlen in systemati- 
scher Weise Punkte der Linie zuordnen, so wird man etwa nach 
dem Princip der ,Farey'schen Reihen“ vorgehen. 

6. Die Geometrie auf der Linie allein gibt keine Veranlas- 
sung weiterzugehen. 

7. Es ist ein wesentlicher Bestandteil unserer unmittelbaren 
Raumanschauung, da es Flächenstücke*) gibt, auf welchen zwei 
Querschnitte sich treffen müssen, sobald die Endpunkte des einen 
von denen des andern auf dem Rande getrennt werden; es ent- 
steht die Forderung, unsere abstracten Begriffe so un te 
da dieser Satz bestehen bleibt. 

8. Der eine Querschnitt trennt den andern in zwei Teile ; 
um den unter (7) bezeichneten Zweck zu erreichen, müssen wir 
postuliren : Jede vorkommende Scheidung der ee Linie 
in zwei Teile geschieht durch einen Punkt; bezw. wir müssen in 
diesem Satz die Definition der continuirlichen Linie sehen. 

9. Die Gesamtheit der rationalen Zahlen genügt diesem 
Postulat nicht; da die Geometrie von ïihm nichts nachgeben kann, 
mu es die Algebra thun, sie mu sich zur Einführung irrationaler 


1) Punktmengen, die diesem Axiom nicht genügen, würden dann nicht ,Li- 
nien“ zu nennen sein. 

2) Von einer Vergleichung der ,Teile“ ihrer GrôBe nach ist hier nicht die 
Rede. 

8) ,Elementarflächen“ nennt sie Herr C. Neumann. 


8* 
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Zablen entschlieBen, die durch ,Schnitte“ im Gebiet der rationalen 
Zahlen definirt sind !). 

10. Da sie das kann, das zu beweïisen ist ihre Sache: sie 
muB eine rein analytische Theorie der irrationalen Zahlen ent- 
wickeln und zeigen, daf man mit ihnen wie mit rationalen Zahlen 
rechnen kann. 

11. In jedem einzelnen Operationsgebiet kommen nur be- 
stimmmte Klassen von Schnitten vor; es würde genügen, jedesmal 
nur die Existenz der diesen Schnitten zugehôrigen Zahlen zu 
postuliren (z. B. der algebraischen). 

12. Aber bequemer ist es und schneidet viele Wiederholungen 
ab, wenn man IV. das Axiom der Continuität in der all- 
gemeinsten Art formulirt, indem man verlangt, daB jeder Schnitt 
in der unter (8), (9) angegebenen Weise einen Punkt und eine zu- 
gehôrige Irrationalzahl definirt. 

13. Das so gewonnene ,Zahlencontinuum“ erfüllt nun seiner- 
seits selbst das genannte Axiom, indem jeder Schnitt in ihm durch 
eines seiner eigenen Elemente hervorgebracht wird. 

14 Aber daraus folgt nun noch nicht, da jetzt auch jeder 
Irrationalzahl nur ein Punkt zugehôrt. Wir kônnen die Vertei- 
lung der ,rationalen“ Punkte stets so vorgenommen denken, daf 
Stücke der Linie ganz von ihnen frei bleiben. Sollten dann auch 
die Punkte eines solchen Stückes Zahlen zugewiesen bekommen, 
so müfite man mit Herrn Veronese ,actual unendlich Kkleine“ 
Zahlen einführen und eine Algebra solcher Zahlsysteme begründen. 

15. Daf wir das nicht nôtig haben, daf vielmehr eine Ver- 
teilung der ,rationalen“ Punkte über unsere Linie môglich ist, 
bei welcher kein Stück derselben frei bleibt — das ist demnach 
ein V. Axiom, welches in der Betrachtung des Raumes als Zah- 
lenmannigfaltigkeit implicite enthalten ist. 

16. Soll dann weiter von irgend einer speciellen Mafbestim- 
mung angenommen werden, da gerade für sie das unter (15) ge- 
nannte Axiom gilt, so muB das noch besonders postulirt werden. 

17. Ist aber eine Mafbestimmung auf einer Fläche gegeben, 
für diese Bestimmung das Axiom V angenommen, und auf dieser 
Fläche ein Punktsystem ohne Inhalt definirt, so ist es Gegenstand 
der Untersuchung, ob dieses Punktsystem eine Curve ist, die den 
Axiomen (1}—(V) genügt. 


1) Diese Dedekind’sche Definition der irrationalen Zahlen ist für unsere 
Zwecke wol die bequemste; aber andere würden schlieflich denselben Dienst thun. 
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18. Betrachten wir zwei Coordinatenbestimmungen #, y auf 
derselben Linie neben einander, welche beide dem Postulat (16) 
genügen, so ist y eine stetige Function von x im Sinne der Ana- 
lysis. 

19. Umgekehrt wenn die Coordinatenbestimmung x diesem 
Postulat genügt und y stetige Function von x ist, genügt auch y 
dem Postulate. 

20. Wie unter (19) liegen die Verhältnisse bei der Begrün- 
dung der projectiven Geometrie, wo die Stetigkeit nach Herrn 
Darboux!1) bewiesen werden kann. 

21. Die Entwicklungen der Herren Lüroth und Zeuthen*) 
beweisen nicht die Nichtexistenz actual unendlich kleiner GrôBen 
im Sinne des Herrn Veronese, setzen dieselbe vielmehr voraus. 


IL. Zur Begründung der projectiven Geometrie innerhalb eines 
begrenzten Raumstücks. 


Legt man sich bei Begründung der projectiven Geometrie das 
Gesetz auf, nicht aus einem gegebenen convexen Raumteil heraus- 
zutreten, so wird man veranlafit, ,ideale“ Punkte, Gerade, Ebenen 
eimzuführen*). Die Eïinführung idealer Punkte zunächst kann 
nicht wol einfacher geschehen als bei Herrn Pasch‘; dagegen 
glaube ich, daf weiterhin seine Darstellung noch Vereinfachungen 
zuläft®). Um das darzulegen, ist es bequem von Bewegung zu 
sprechen; es sollen aber Ausdrücke wie: ein Punkt beschreibt eine 
Gerade u. dgl. nur bedeuten: man betrachte eine Reïhe von Lagen 
des Punktes, die alle einer Geraden angehôüren. (Auf Continuitäts- 
fragen braucht man dabei nicht einzugehen). 

Man halte nämlich in Herrn Pasch’s Fig. 11 die Punkte 
A, C, D, C', D’ fest und lasse die Geraden !, »m Strahlbüschel be- 
schreiben, doch so, da sie stets in einer Ebene bleiben; der Punkt 
G beschreibe eine Grerade, die weder mit AC, noch mit A4'C' in 
einer Ebene liege. Dann überzeugt man sich schrittweise, daf 
die übrigen Punkte der Figur Gerade, die übrigen Greraden, ins- 
besondere 4, Strahlbüschel beschreiben. Wenn also drei Ebenen 


1) Mathem. Annalen Bd. 17, p. 55 (1880). 

2) Ebenda Bd. 7, p. 535 (1874). 

3) F. Klein, ebenda Bd. 6, p. 134 (1872). 

4) Vorlesungen über neue Geometrie, Lpz. 1882. 

5) In anderer Weise beseitigt Herr Fr. Schur (mathem. Annalen Bd. 89, 
1891) die hier vorliegenden Schwicrigkeiten. 
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zwei ideale Punkte gemein haben, liegt jeder ideale Punkt, der 
zweien von ihnen angehôrt, auch auf der dritten. Somit ist der 
Begriff der idealen Geraden von den zu seiner Definition die- 
nenden Constructionselementen befreit. Dadurch ist aber auch für 
die Aussage: Zwei ideale Gerade schneïden sich (haben einen Punkt 
gemein) ein von jenen Constructionselementen unabhängiger Inhalt 
gewonnen. Insbesondere gilt das -auch für den Satz, auf dem die 
Definition der idealen Ebene beruht (Pasch p. 56): Wenn von 
den aus den 4 Geraden zu bildenden 6 Paaren 5 je einen Schnitt- 
punkt haben, treffen sich auch die Geraden des sechsten Paares. 
Sein Beweis kann daher ebenfalls mit Hilfe jener Figur geführt 
werden, indem man die beweglichen Elemente derselben Punkt-, 
bezw. Strahlenfelder durchlaufen läfit. Man bedarf dazu auBer den 
von Pasch $ 1—6 benutzten Sätzen nur noch des folgenden, der 
dort nicht explicite ausgesprochen ist, aber ohne neue Axiome 
bewiesen werden kann: Sind beliebig viele Strahlen 
eines eigentlichen Strahlbündels gegeben, so kann 
man immer eine Hilfsebene so legen, daB sie alle 
jene Strahlen in eigentlichen Punkten trifft, ohne 
den Bündelmittelpunkt zu enthalten. 


Gôttingen, den 24. Januar 1895. 


Ueber die Structur der Discriminanten und Resul- 
tanten binärer Formen. 


Von 


Franz Meyer in Clausthal. 
(Vorgelegt von H. Weber in der Sitzung vom 26. Januar 1895.) 


1. Bricht man eine binäre Form 
1) f,4) = a,+al+af +... +a. ATH a + a LATE ee +a À" 
bei der k‘* Potenz von À ab, so müge die so entstehende Form 
9) PA) = a+al+al+...+a | 


als die At ,Theïlform“ von f bezeichnet werden, und entsprechend 
der nach Abspaltung des Factors 4* verbleibende Rest : 


3) Vaux (4) = 0,+ Ad HET a AT 


als te ,Nebentheïlform“ von f. 

Gewisse Gründe sprechen dann dafür, daB in den Ausdruck 
für die Discriminante D von f sämmtliche Discriminanten der 
Theilformen y, y als Bestandtheile eingehen werden. 

Die hiermit aufgeworfene Frage — nebst der analogen für 
die Resultante — soll im Folgenden ibre Erledigung finden. 

2. Wir schicken folgenden Hülfssatz voraus : 

,Vermôüge der Substitution: 


ONE" DR NS — Le 7 
4) di — AE, A —= AE , : y di — AE 


zerfallen die ”m Wurzeln vonf, als Functionen vone 
betrachtet, in zwei Classen; % derselben haben die 


Gestalt: 
5) ec, + e‘B;, EU, HE Pie, eu, +eB,, (41) 
dagegen die m—x übrigen die folgende Grestalt: 


6) ts + EPetis a Bien + Eh (e=> 0). 
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Hierbei sind die GrôBen ex in 5) die Wurzeln 
von w, (2), und die Grôfen « in 6) die Wurzeln von 
(ER (3). « 

Der nicht schwierige Beweis müge hier unterdrückt werden. 

8. Die Discriminante einer binären Form, z. B. von f,(d), ist, 
bis auf einen Zahlenfactor, das Quadrat des Productes aus den 
Differenzen der Wurzeln, multiplicirt mit der 2(m—1)* Potenz 
VOn An 

Bildet man jetzt zunächst das Quadrat des gemeinten Diffe- 
renzenproductes für die Form f,(4), so tritt die Æ(k—1)* Potenz 
von & heraus. Die Entwickelung nach steigenden Potenzen von & 
beginnt also mit &**”, und der Coefficient dieser niedrigsten Po- 
tenz von & zerfällt in drei wesentlich verschiedene Factoren: 

1) das Quadrat des Productes aus den Differenzen der Grüfen 
æ (D), 

2) das Quadrat des Productes aus den Differenzen der GrüBen 
æ (6), 


9 Guen = (4). 


Geht man nunmehr von den Producten der Differenzenquadrate 
wieder zu den bezüglichen Discriminanten zurück, so hat man den 
Satz : 

Legt man den Coefficienten 4, &,---,a.,4, a 
-.-a, einer binären Form: 


AC) = A+ad+...+ CT <e a, À ER God He HA 


successive die Gewichte k, &—1,...1,0,0,...0 bei, so 
ist das Aggregat derjenigen Glieder der Discrimi- 
nante D vonf, welche das Minimalgewicht, nemlich 
k(k—1), besitzen, abgesehen von einem Zahlenfactor, 
gleich dem Producte 

a D,D%F, 


wo unter D,, D"? die Discriminanten der Theil- 
formen 
p:(4) SE dy + A À + NS + a À 
V1) =)0,"% 14 As + a A 
zu verstehen sind.“ 
Man bemerkt leicht, daf man symmetrischer den Coefficienten 


or By + + Unnrs Guy up e + + Am, 
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bez. die Gewichte 
KR] MIO PE mx 
hätte beilegen künnen, dann hat man nur das Minimalgewicht 


k(k—1) des Satzes zu ersetzen durch das Minimalgewicht #(4—1) 
+(m—k)(m—k-—1). Dann kann man sich auch auf die Fälle be- 


schränken, wo I<S ist. 


Der einfachste Fall 4 — 1 war bekannt, vel. z. B. die deut- 
sche Ausgabe von Faà di Bruno ,Binäre Formen“ $. 90 unten. 

4. Ein entsprechender Satz gilt für die Resultante zweier 
Binärformen : 


,Q) = a,+ai+...+a, AT +ad +a A+... + a a”, 
9,4) = bd,+02 +... +0 AT + DA + DAY +... +2". 
»Legt man den Coefficienten von f,g resp. die 
Gewichte bei: 
DR EM AU ROC 11 1100 LE 0, 
so ist das Aggregat derjenigen Glieder in der Re- 


sultante von f und g, welche das Minimalgewicht, 
nemlich Xl, besitzen, gleich dem Producte: 


E(g, pi): Ra Vu), 
wo unter R(y,, #) die Resultante der Formen: 
P, = A+aÂ+...+a,f, 
pi = b,+bAa+...+8,4, 
undunter R(Y,,, d..,) die Resultante der Formen: 


n—i 
Vus = + Gad + HAT, 
Edit... + 


zu verstehen sind.“ 

Von einem Zahlenfactor ist hier wiederum abgesehen. Zum 
Schlusse sei darauf hingewiesen, da$ der Kernpunkt des obigen 
Verfahrens darauf beruht, die Gewichte der Coefficienten ’anders 
zu normiren, als es gewühnlich geschieht. Hierbei erweist es sich 
als zweckmäfiger, die Binärformen ohne Binominalcoefficienten zu 
schreiben. 

Clausthal, den 21. Januar 1895. 


Es 


Ueber ein aperiodisches, magnet- und nachwir- 
kungsfreies Quadrantelektrometer. 


Von 
Wilhelm Hallwachs. 


(Vorgelegt von Eduard Riecke in der Sitzung vom 26. Januar 1895.) 


Bei einem früher beschriebenen Quadrantelectrometer !) waren 
zwar die bedeutenden Fehler, welche Flüssigkeitsdämpfungen in 
diesen Apparaten hervorrufen, beseitigt und auferdem constante 
Empfindlichkeit erzielt worden, aber das Instrument hatte noch 
eine unbequem geringe Dämpfung (4 — 3,6), und der Aufhänge- 
draht war nicht genügend nachwirkungsfrei. Aus dem letztern 
Grund traten Fehler von 0,2 °/ der Potentiale bei Doppelschal- 
tung auf, wenn man nicht besondere, etwas zeitraubende Correc- 
tionen für die elastische Nachwirkung anbrachte. Beide Uebel- 
stände sind inzwischen beseitigt worden. 

Anfänglich versuchte ich magnetische Dämpfungen, welche ja in 
vielen Formen im Quadrantelectrometer in Gebrauch sind?); fand 
es aber für stôrend, dafi durch dieselben das Electrometer sei- 
ner schätzenswerten Eigenschaft keine magnetischen Wirkungen 
nach aufen auszuüben und eventuell von dort zu empfangen, be- 


1) W. Hallwachs, Wied. Ann. 29. 1. 1886. 

2) Donati, Mem. di Bologna (2) 15. 95. 1876; (4) 8. 327—353. 1888; Ren- 
dic. die Bologna 92—94, 1886/7. 

J. Carpentier, OC. R. 104. 1694. 1887. 

Gerard, Lum. él. 25. 117. 1887. 

F. Himstedt, Wied. Ann. 50. 752. 1898. 

Herr Himstedt beschreibt ein EKlektrometer, in welchem mehrere Nadeln zur 
Anwendung kommen und verweist darauf, da8 Herr Guglielmo, Nuovo Cim. 29. 
1891 diese Anordnung zuerst gebraucht habe. Historisch môüge bemerkt werden, 
da ein vielzelliges Elektrometer von Thomson schon länger vielfach im Gebrauch 
ist, Electrician 24. 6. 1889, Uebrigens hat Herr Guglielmo schon früher eine 
zweite Nadel angewendet Riv. Scient. Industr. 1887. 
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raubt wird. EÆErsteres tritt bei festliegenden Magneten, letzteres 
bei festliegendem Dämpfer und beweglichen Magneten ein. Eine 
Luftdämpfung!") wäre defhalb vorzuziehen. Es gelang eine solche 
so einzurichten, daf sie die Elektrometerbeobachtungen nicht beein- 
fluft, indem sowohl der Flügel als auch das Gefä8 der Dämpfung 
PA ernd mit der Ré ele cnadel in leitende NÉS ge- 
bracht wurden. 

Die Dämpfung ist regulierbar, der Aperiodicität läft sich je 
nach Bedürfnis beliebig nahe kommen. 

Eïn auch für genauere Messungen genügend nachwirkungs- 
freier Aufhängedraht aus Platin kam mir gelegentlich specifischer 
Gewichtsbestimmungen *?) in die Hände, als gerade Versuche mit 
versilberten (Glas- und Quarzfäden beim Electrometer stattfanden. 
Letztere haben für manche elektrometrischen Methoden einen zu 
hohen Leïtungswiderstand. Der erwähnte Platindraht war in die- 
ser Richtung besser, auch nicht so zerbrechlich. Da sich der- 
selbe als fast vüllig nachwirkungsfrei erwies, werden im Folgenden 
mitgeteilte Beobachtungen erweisen. 

Das unter Anwendung der Luftdämpfung construierte Elek- 
trometer mit dem neuen Aufhängedraht, gestattet Potentialdiffe- 
renzen mit einer Grenauigkeit von wenigen Zehntausendsteln zu 
vergleichen. Das Instrument arbeitet dabei wegen der grofen 
Dämpfung sehr bequem. Es ist auch für Pendelschwingungen sehr 
gut gedämpft, so da die in einer verkehrsreichen Stadt oft sehr 
stôrenden Erschütterungen nur sehr geringen Einflufi gewinnen. 
In dem hiesigen Institut kônnen mit Galvanometern, wegen der ge- 
nannten und der magnetischen Stôrungen genauere Beobachtungen 
über Tag nur selten ausgeführt werden, mit dem Elektrometer 
jederzeit, gleichzeitige Beobachtungen mit beiden Instrumenten liefen 
diesen Unterschied sehr hervortreten. 


Beschreibung des Instruments. 
Fig. 1 s. folg. Seite. 


Das messende Drehmoment wird von einem von Herrn Heräus 
bezogenen, mm dicken Platindraht geliefert, welcher in einer 
Doppelhülle aus Silber und Kupfer gezogen ist. Kleine Federklem- 
men mit Ring fassen die Enden des Drahtes. Die obere Feder- 
klemme steckt in einer Hülse des Aufhängestiftes « federnd fest, die 


1) A. Tôüpler, Pogg. Ann. 149. 416. 1873. 
2) F. Koblrausch u. W. Hallwachs, Wied. Ann. 53, 14. 1894. 
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untere trägt ein Doppelypsilon b zum Anhängen des Nadelhal- 


ters c. 
Der  Aufhänge- 


stift kann sowohl dre- 
hend als vertikal ver- 
stellt werden, er be- 
sitzt eine erhebliche 
Länge, um je nach der 
gewünschten Empfind- 
lichkeit mit Draht- 
längen von 10 bis 30 
em benutzt werden zu 
kônnen. Oben endigt 
er in einer Klemm- 
schraube für die Lei- 
tung zur Nadel. Der 
ihn tragende Torsions- 
kopf ist zur Verbesse- 
rung der Isolation un- 
ter Vermittlung einer 
dickeren  Schellack- 
schicht auf das Sus- 
pensionsrohr  aufge- 
kittet. 

An dem erwähn- 
ten Nadelhalter c ist 
die aus 0,06 bis 0,08 
mm dickem Alumi- 
niumblech bestehende 
Nadel so befestigt, 
daf sie bequem losge- 
nommen und eventuell 
für grôfere Empfind- 
Bchkeit mit einer 
grôferen Nadel ver- 
tauscht werden kann. 
ZweischwarzeStriche, 
welche der Symme- 
trieaxe der Nadel fol- 
gen, erleichtern die Orientierung derselben. 

Das untere Ende des Nadelhalters trägt wieder ein Doppel- 
ypsilon d, in welches der Halter des rechteckigen, aus dünnem Alu-. 
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miniumblech bestehenden Dämpferflügeln e eingehängt ist. Letzterer 
schwebt im Innern eines parallelepipedischen Dämpferkästchens f 
mit verstellbaren Querwänden. Zum Verstellen dienen Schrauben 
auBen am Kästchen, welche nach Oeffnen der Tür g im Gehäuse 
ohne Aenderung der Orientirung des Apparates gehandhabt werden 
künnen. Auf dem gleichen Wege lassen sich die Deckel des Däm- 
pfers entfernen und aufsetzen. Um zu verhindern, daB durch die 
Dämpfung ein Drehmoment auftritt, erhalten Flügel und Kästchen 
gleiches Potential und zwar das der Nadel, so daB auf den dann 
ganz umhüllten Flügel keine Kräfte ausgeübt werden. Der Flü- 
gel steht zu diesem Zwecke mit der Nadel direkt in metallischer 
Verbindung, das Kästchen ruht auf einem in Paraffin gekochten 
und schellackierten Hartgummicylinder 4 und ist durch einen iso- 
bert das Dämpfergehäuse bei à durchdringenden Draht aufien herum 
mit dem Aufhängestift & verbunden. Zur richtigen Orientierung 
des Dämpferkästchens dienen erstens drei Stellschrauben #, welche 
im Boden des vor Luftstromungen schützenden Dämpfergehäuses 
laufend die Bodenplatte des Hartgummicylinders k tragen. Sie 
besorgen die erforderlichen Neïgungen gegen die Vertikale, bezw. 
die Einstellung in dieselbe. Die von ihnen getragene Platte wird 
durch eine Feder ! gegengepreft, damit beim Platzwechsel keine 
Verrückungen eintreten. Zweitens gestattet eine federnde Robhr- 
verschiebung » des Dämpfergehäuses Vertikalverschiebungen und 
Drehungen auszuführen. Das Rohr n, über welches sich das Ge- 
häuse schiebt, sitzt an seinem oberen Ende an einem System von 
zwei Ringen o fest. Diese sind an der Bodenplatte des eigent- 
lichen Electrometergehäuses horizontal verschiebbar befestigt und 
lassen sich auch gegeneinander so verschieben, damit das Kästchen 
drittens auch in der Horizontalebene geeignet eingestellt werden 
kann. Beide Verschiebungen werden durch Schrauben ausgefübrt, 
ihre Richtungen stehn senkrecht aufeinander. 

Drei hohe, schräg stehende Füfe halten die Bodenplatte des 
Elektrometers, wobei das Dämpfergehäuse bequem zugänglich bleibt. 
Sie tragen an ihren Enden Stellschrauben für den ganzen Apparat. 

Damit die Orientierung der Quadranten gegen die Nadel auch 
nach erfolgter Einstellung der Luftdämpfung ausführbar bleibt, 
muf der Quadrantenkreis zu drehen, etwas auf- und abwärts zu 
schieben und etwas gegen die Horizontalebene zu neigen sein. Zu 
diesem Zweck stehn die QuadrantenfüBe auf einem ebenen Messing- 
ring p, der sich in einem zweiten Ring q drehen läft. Letzter 
ruht auf drei in der Bodenplatte laufenden Stellschrauben 7 mit 
Haltung an dem Ring. Die centrale Oeffnung beider Ringe ist 
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genügend groB, um die Dämpfungsvorrichtung hindurch zu lassen 
und die erforderlichen Horizontalverschiebungen derselben zu ge- 
statten. Der Dämpfer ragt über die Ringe genügend weit heraus 
um die freie Handhabung der Querwandregulierung zu ermôglichen. 

Die Construction der übrigen Electrometerteile ist im We- 
sentlichen wie früher !) geblieben. 

Das Instrument wird von Herrn Mechaniker Stieberitz, Dres- 
den À, JosephinenstraBe 22 hergestellt. 


Beobachtungsbelege. 


Bei den folgenden Versuchen hatte der Aufhängedraht eine 
Länge von 12 em und die kleinere Nadel kam zur Anwendung. 
Ein Teil der Versuche ist mit einem Dämpfungsverhältnis von 800 
—500 ausgeführt, ein anderer mit einem solchen von 24—33. Die 
Dämpfung wächst mit den Ausschlägen, der grôfite angegebene 
Wert gilt für Ausschläge von Ende zu Ende, der andre für sehr 
kleine. 

Für die geringere Dämpfung betrug die Schwingungsdauer 11 
Sekunden, für die grôfere 15. 

Bei Quadrantschaltung mit 140 Volt Nadelpotential und 2000 
Skalenteilen Abstand liefert ein Volt 140 Skalenteile commutierten 
Ausschlag. Durch Eïinhängen eines längeren Drahtes und der 
grôBeren Nadel kann die Empfndlichkeit etwa vervierfacht wer- 
den; zur Verringerung derselben wird ein dickerer Draht einge- 
zogen. 

Zur Orientierung über die Genauigkeit des Instrumentes mô- 
gen folgende Beobachtungsreihen bei verschiedener Schaltungsweise 
desselben dienen. 

1) Versuche bei Doppelschaltung. Eine Serie von Potential- 
differenzen wurde erst bei steigenden und unmittelbar anschliefend 
bei fallenden Werten angelegt. Zur Definition derselben dienten 
gleichzeitige Messungen mittelst Galvanometer und Variometer. 
Das Galvanometer lag in einem Stromkreis mit sehr grofien Wi- 
derständen, von deren Enden zum Electrometer abgezweigt wurde. 

Bei dem früheren Electrometer hatte sich ergeben, daf bei 
einer entsprechend angeordneten Versuchsreiïhe (1 c. p. 32) die aus 
den Ausschlägen berechneten Potentiale bei steigender Serie etwa 
um 0,2 Proc. kleiner waren wie bei fallender. Nur durch etwas 


1) Wied. Ann. 29. 27. 1886. 
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umständliche Correctionen für elastische Nachwirkung liefen sich 
die Differenzen auf !/s000 herabbringen. Letztere Genauigkeit lie- 
fert das jetzige Instrument für die direkten Ablesungen ohne 
Nachwirkungscorrectionen. 

Folgende beiden Versuchsreihenpaare mügen zum Beweis die- 
nen. Beim ersten Paar wurde zwischen zwei Potentialen zur Erde 
abgeleitet, beim zweiten folgte Ablenkung unmittelbar auf Ablen- 
kung. Einen Unterschied der Ausschläige führte dies, wie die Ta- 
belle zeïgt, nicht herbeï, woraus hervorgeht, daB elastische Nach- 
wirkung nicht stôrt. Des bessern Vergleichs wegen ist die Ta- 
belle angeordnet wie früher (1 c. p. 32). 


Differenzen 
Daraus berechnetes in Proc. des 
Elektrometerausschläge Potential in Volt  Potentials 


A  — Ro 
Reihe I Reibe II Reihe I Reihe II 

5.948,55 943,30 #46,627 46,621 +0,013 
852,70 |85225 |449293 |44981 + 0,026 
766,05 |76620 | 41,955 |41,960 —0,010 
607,00 |607,28 |37,292 |37,299 —0,019 
466,10 |465,80 |32,635 |32,624 +0,034 

Y23935 923930 Y23,82 23,82 +0,00 
Reïhe III Reïhe IV Reihe III Reihe IV 

#943,20 943,00 46,618 446,614 +0,010 

| 862,75 |852,55 |44994 |44,989 +0,012 
766,20 |766,15 |41,960 |41,958 +-0,003 
607,10 |60720 |37,295 |37,298 —0,008 
466,25 |466,20 |32,639 |32,639 + 0,002 
239,05 |239,05 |28,80 |23,30 +0,00 

Ÿ 86,65 À 8660 V13,99 41398 +0,03 


Vergleicht man mit den Beobachtungen am früheren Instru- 
ment, so ergiebt sich, daf die Differenzen auf etwa den 17, Teil 
und auch dann, wenn man die früheren für Nachwirkung corri- 
gierten Werte nimmt auf die Hälfte bis ein Drittel gesunken sind. 

2) Versuche bei Nadelschaltung. 

Auch bei dieser bleibt, wie die folgenden Versuche zeigen, 
die grofe Schärfe der Beobachtung bestehn. Da die Temperatur 
der angewendeten Elemente bei diesen Bestimmungen sehr con- 
stant war, und dann, wie vielfach beobachtet wurde, deren elek- 
tromotorische Kraft sehr constant bleibt, konnte von einer galva- 
nometrischen Controlle der Potentiale abgesehn werden. 

Die Quadranten erhielten ïhre entgegengesetzt gleichen Po- 
tentiale von etwa +70 Volt durch eine Spamerbatterie. Da jedes 
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Potential zweimal angelegt wurde, läft sich das Functionieren des 
Apparates aus den Einzelablesungen am besten ersehn. 


Steigend Fallend 
D ET ——, 
Einstel- Doppel-  Einstel-  Doppel- 
Nadelpotential lungen ausschläge lungen ausschläge 
Null 6 497,8: | 1 497,3 
1 Clark 566,3 566,3 
Joue 1978 1385 4979 138,4 
ee - 566,2 1384 |5663 138,4 
Es 427,7 1985 | 497,85 138,45 
138,47 138,42 
Null 497,2 497,2 
—1 Accumulator 598,8 593,9 
+ s 399,6 1942 |3997 194,2 
La k 593,8 1922 |5939 194,2 
. 399,7 1941  |3997 1942 
à 194,17 194,20 
Null 497,2 497,2 
—2 Accum. si  . 689,1 389,0 
+2 ) ? 300,1 
2 389,0 389,0 
me 689,1 689,1 
5e 04 300,1 289,0 | 3091 2820 
zh È 7 389,00 7 389,00 
Null 497,2 497,3 
—3 Accum. 784,1 585,4 784,1 585,35 
_ J 1987 sg54 | 198,75 585,35 
= à 784,1 585 4 784,1 585,35 
Nul ue 497,3 


—(3 Acc. + 1 Tro- 
ckenelement) | 865,1 7341 855,15 


734,08 
- ; 866,1 73405 | 855,1 | 
121,05 #94 1911 740 
at n 2 434,08 ) 734,02 
Nall y 497,2 À 497,2 


Eine gleichartige Uebereinstimmung konnte in dem nämlichen 
Beobachtungsraum bei galvanometrischen Bestimmungen nicht er- 
halten werden. 

8) Versuche bei Quadrantschaltung. 

Man künnte fürchten, daf bei Quadrantschaltung, wo die Na- 
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del auf ein beträchtliches Potential geladen wird, die Dämpfungs- 
vorrichtung vielleicht doch Stôrungen veranlafit. Die folgenden 
Beobachtungen zeigen, da dies nicht der Faiïl ist. Bei denselben 
erhielt die Nadel durch eine Spamerbatterie eine Ladung auf etwa 
140 Volt. Gleiche zu messende Potendifferenzen liefern dann 
grüBere Ausschläge wie bei Nadelschaltung unter Anwendung der 
gleichen Hülfsbatterie ?). 

Zwischen den einzelnen Potentialen wurde nicht abgeleitet. 
Das Dämpfungsverhältnis besaB bei diesen Versuchen einen sebr 
hohen Wert (400—700), während es bei den vorher mitgeteilten 
im Mittel gleich 30 war. 


Fallende Reihe  Aufsteigende Reihe 


 ,  , 
An das eine Quadranten- Einstel-  Aus- Einstel-  Aus- 
paar angeleste Elemente lung  schlag lung  schlag 
—1 Clark Ÿ 623,9 HE ARE 
Fute 0 0 AP Em 109.0 
# DAS à 193502 
: LE eh PER 
Res 7 199,87 199,87 
+1 Accumulator at 280,8 si 280,7 
5 » 29807 7 2807 
nes: 3834 807 6640 2307 
& » LT Sp | 250,70 
—2 Accum. RU M 6626 
+ : 243,8 562,6 806,6 362.6 
ad é 806,4 562,5 244,0 5628 
+ ; 243,9 562,57 | 806,8 562,6 
+3 Accum. 103,5 848,2 
EH 951,7 848,1 
eu LD GES 
het | 951,7 848,13 


À 
À 


4) Alle mitgeteilten Beobachtungen ergeben, daf die elastische 
Nachwirkung zu gering ist, um einen deutlichen Einfluf auf die 
Potentialmessung zu gewinnen. Dadurch, daf in auf- und abstei- 
gender Serie beobachtet wurde, war günstige Gelegenheit für das 
Hervortreten der Nachwirkung. Noch günstiger in dieser Rich- 
tung sind die im Folgenden beschriebenen Versuche angeordnet, 


1) Gouy, Journal de phys. (2) 7. 97—109, 1888. cit. nach Beiblätter XIL. 
866. 1888. 
Egl. Ges, d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 1. à 
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aber selbst bei ihnen bleibt jener Einfluf sehr gering. Sie ge- 
statten ein quantitatives Urteil über die Grôfe der Nachwir- 
kung und zeigen welche Anordnungen bei Ansprüchen an die 
grôBite, erreichbare Genauigkeit zu vermeiden sind, bezw. welche 
Fehler ev. vorkommen kônnen, wenn man ganz ohne besondere 
Vorsicht in dieser Richtung verführt, Die Fehler bleïben auch 
dann sehr klein. 

Man bewirkte durch ein ie kleines Potential einen 
kleinen Ausschlag und zwar zuerst, wenn vorher das Klektro- 
meter längere Zeit auf Null blieb, ver wenn vorher längere 
Zeit ein Ausschlag bis ans Skalenende bestanden hatte. Die 
Constanz des bei Doppelschaltung angelegten Potentials wurde mit 
dem Galvanometer controlliert. Im ersten Fall betrug der Aus- 
schlag 71,3 p, erhielt dann das Instrument 6,5 Minuten lang einen 
Ausschlag von 450p, so lieferte das Anfangspotential 71,5 p, also 
nur 0,2 p mebr. 

Wurde ferner während 4,5 Minuten die Nadel beim Skalen- 
teil 927 gehalten, dann nach einem kleinen, ähnlichen Potential 
wie beim vorigen Versuch umgelegt, so ergab sich 


in Minuten 
nach Umlegen | 0,8 | 0,8 | 1, | 18 


die Einstellung | 70,4 | 70,8 | 70,4 | 702 | 70,2 | 70,0 | 70,0 | 70,0 | 70,0 


2,3 | 2,8 


3,3 | 3.8 | 43 


Nach abermaligem Umlegen zu grôBerem Potential war 


in Minuten 


nach D) 0,8 | 0,8 1,8] 1,8 


2,8 3,8| 3,8] 4,3 


die Einstellung [926,9 |926,8 [926,9 [927,0 [927,0 [927,0 |927,1 927.1 |927 1 


Darauf wurde das Elektrometer entladen und lieferte 
in Minuten 
nach Entladen 0,8 2,0 4,0 20 
die Einstellung 606,8 506,7 506,7 506,7. 


Aus diesen und ähnlichen Versuchen ist zu ersehen, daB in 
solchen Fällen, wo einige Zehntel Skalenteile Fehler zuzulassen 
sind, selbst mit Dauereinschaltung gearbeitet werden kann. 

Wird grôfiere Genauigkeit erfordert, so kann das Instrument 
zwWar auch in den Zwischenräumen mit beliebigem Ausschlag stehn 
bleiben, wenn aber eine Ablesung erfolgen soll, ist aufer dieser . 
unmittelbar darauf der Nullpunkt bezw. der commutierte Aus- 
schlag zu ermitteln. 


Die folgenden Versuche bei Doppelschaltung mügen zum Be- 
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leg dienen. Die angelegten Potentiale wurden galvanometrisch 
controlliert. In der Tabelle gibt die Spalte ,Elektrometer - Gal- 
vanometer“ die Differenzen der mit beiden Instrumenten beobach- 
teten Potentiale in Zehntausendteln ihres Wertes, wenn bei beiden 
Instrumenten die Mittelwerte der Ausschläge als für gleiches Po- 
tential entsprechend genommen werden. 


Commutierte Ausschläge des Os 
Bemerkungen Can Eickiroherrs SH roue 
10 Minuten Elek- 
trometer +420 p 
Ausschlag 

797,25 858,7 + 2,0 >< 107* 
797,2 858,6 + 2,0 
797,1 858,5 + 2,7 
797,15 858,4 +1,5 

10 Min. Elektrom. 

—440 p Ausschlag 
796,6 857,4 +8,1><107* 
796,4 856,8 + 1,6 
796,4 856,7 + 1,0 
796,5 856,65 E 

10 Min. Elektrom. 

auf Null 

796,0 855,5 —1,5 >< 107* 
796,0 855,3 — 2,2 
795,95 855,2 —1,8 
795,9 855,15 —1,8 


Der Strom, von dessen Kreis das Potential abgezweigt wurde, 
war bei diesen ziemlich zu Anfang angestellten Versuchen nicht 
sehr constant zu halten. Bei den andern mitgeteilten Beobach- 
tungen gelang dies besser. Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, 
ergibt sich bei der jetzigen Beobachtungsart auch nur ein mittle- 
rer Fehler von 2><107*, so da also, auch wenn grôBere Genauig- 
keit erfordert wird, das Elektrometer von beliebiger Anfangsein- 
stellung aus in der angegebenen Weïse benutzt werden kann. 


192 : Wilhelm Hallwachs, 


Schalter für Elektrometerbeobachtungen. 


Bei Elektrome- 
terbeobachtungen 
habe ich einen Schal- 
ter bequem gefun- 


den, der sowohl die 7 @) sk 
bei jeder Schaltungs- 5 Geste 
weise des Klektro- © COTE. 


meters erforderli- 

chen Commutierun- 
gen und Ableitungen 
vorzunehmen als 

auch die verschiede- 
nen Schaltungsarten 
des Elektrometers ohne viel Umstände nach einander einzurichten 
gestattet. Es môüge gestattet sein die Vorrichtung kurz zu be- 
schreiben. 

Eine Schellackplatte, welche auf ein Brett gekittet ist, trägt 
9 etwas eingeschmolzene, mit Quecksilber gefüllte, eiserne Näpf- 
chen in der Anordnung der Fig. 2. In dieselben tauchen die En- 
den von Kupferblechstreifen, welche sich an der Napfwand federnd 
festklemmen. Ueber ihre äufBern Enden sind Klemmschrauben ge- 
schoben. 

N; Q,; Q, werden mit der Nadel und den Quadrantenpaaren 
des Elektrometers verbunden, Æ mit der Erde; B*; B7; und B}; 
B; mit den Punkten deren Potentialdifferenz zu bestimmen ist und 
den Enden der allenfalls angewendeten Hülfsbatterie. Der Napf 
rechts in der Mitte steht durch einen nach Æ führenden Draht 
auch mit der Erde in Verbindung. 

Combinationen von Drahtbügeln, welche an geeigneten Schel- 
lackstäbchen mit Schellackhaltern sitzen, vermitteln die Verbin- 
dungen. Vier Drahtgestelle sind im Ganzen erforderlich. 

1) Die Zeichnung veranschaulicht die Anordnung bei Quadrant- 
schaltung (Gestell I und Il). An den beiden B, liegen die Enden 
der Hülfsbatterie für die Nadelladung, an den beiden B, die Punkte, 
deren Potentialdifferenz zu bestimmen ist. Das Vorzeichen der 
letztern kann in ersichtlicher Weise gewechselt werden, auch las- 
sen sich die Quadranten vertauschen. 

2) Bei Doppelschaltung bleiben die B, frei. Ein einfacher 
Bügel (IT) verbindet die Näpfe N und Æ. Von den B, führen 
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wieder Leïitungen zu der zu messenden Potentialdifferenz, rechts 
wird dasselbe Gestell (Il) wie unter 1) angewendet. Zum Ablei- 
ten der Quadranten dient nach Entfernung von (Il) ein Gestell (TV) 
mit drei Zinken, welche in @,; ©, und den Mittelnapf eintauchen. 

3) Bei Nadelschaltung kommt die zu messende Potentialdiffe- 
renz an die beiden B,, und diesmal wird (11) links verwendet, 
(1) rechts. Die Enden der Hülfsbatterie liegen an B,, ihre Mitte 
ist mit Æ verbunden. 

4) Bei der Nadelorientierung!) verbindet (IV) rechts die bei- 
den Quadranten mit Erde, links stellt (1) die Verbindung der Na- 
del mit den an den B, sitzenden Enden der Hülfsbatterie her. 
Durch Umlegen wird das Vorzeichen des Nadelpotentials ver- 
tauscht. Zum Ableiten der Nadel dient (II). 


Zusammensetzen und Orientieren des Elektrometers. 


Das Instrument ist so eingerichtet, da die einmal vorgenom- 
mene Orientierung auch beim Verbringen auf einen andern Platz 
erhalten bleibt. Es braucht nur die Nadel arretiert und am neuen 
Platz ein Senkel mit Hülfe der FuBschrauben des Instruments ein- 
gestellt und die Arretierung wieder gelôst zu werden. 

Die Arretierung findet statt durch Heben der Quadranten 
mittelst ihrer drei Stellschrauben bis zum Aufliegen der Nadel, 
bezw. noch etwas weiter bis zum Beginn des in die Hôüheziehens der 
Luftdämpferdeckel durch den Flügel. Beim Lôüsen der Arretierung 
werden die drei Schrauben wieder in ihre ursprüngliche an einer 
Marke ablesbare Stellung zurückgedreht. Die Einhängungen des 
Nadelhalters und Dämpferflügels hängen sich beim Arretieren nicht 
aus und kehren beim Lüsen in ihre ursprüngliche Lage zurück. 

Beim erstmaligen Zusammensetzen und Orientieren des In- 
struments wird folsendermafien verfahren. Die Deckplatte, der 
bewegliche Quadrant und die ganze Luftdämpfung sind abgenom- 
men, die Quadrantenstellschrauben bis zur Mitte eingedreht um 
spätere Regulierung in jeder Richtung zu ermüglichen. 

Die Nadel wird an den Nadelhalter angeschraubt, diese 
sammt dem daran hängenden Dämpferflügel gelangen dann von 
oben ins Instrument, die Nadel kommt auf die Unterfläche der 
Quadranten zu liegen. Nach dem Aufsetzen der Deckplatte wird 
der obere Drahthalter in den Aufhängestift (a Fig. 1) eingescho- 


1) Wied. Ann. 29. 13. 1886. 
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ben, der Draht in die Suspensionsrühre gebracht und bis zum Na- 
delhalter herabgelassen. Man hängt dann die Nadel an und zieht 
den Draht soweit hoch, daf die Nadel inmitten der Quadranten 
hängt und der Spiegel nach dem Beobachtungsfenster weist. 

Mittelst der Fufschrauben erhält das Instrument die am 
Senkel erkennbare vertikale Lage. 

Nachdem die Quadranten mit Hülfe ihrer Stellschrauben der 
Nadel angenähert parallel gestellt sind, wird die Deckplatte s0 
gerückt, daB der Mittelpunkt der Nadel im Centrum der Qua- 
dranten hängt. 

Man schiebt nun die Luftdämpfung von unten auf, und giebt 
dem Dämpferkästchen mittelst der früher erwähnten Orientierungs- 
vorrichtungen eine solche Lage, dafi der Flügel frei schwebt. Da 
sich von oben in das Kästchen hineinsehen läft, kônnen die Quer- 
wände leicht dem Flügel parallel gestellt werden. Die ersteren 
sind dann geeignet einander zu nähern und die Dämpferdeckel 
aufzusetzen. 

Eine feinere Parallelstellung der Quadranten zur Nadel ge- 
langt nun zur Ausführung und der vierte Quadrant kommt darauf 
an seine Stelle. Durch Drehen des Quadrantenkreiïses erhält der 
eine Quadrantenspalt zur Symmetrieaxe der Nadel parallele Lage. 

Die letzte Orientierung der Quadranten bezüglich der Nadel 
geschieht dann mit Hülfe der früher angegebenen, elektrischen 
Verfahren. 

Beim Einziehen eines neuen Aufhängedrahtes wird das ge- 
wählte Stück in die Drahtklemmen geklemmt und dann erst nach 
Auflegen auf einen Glasstreifen die Drahthülle von der Mitte aus 
bis nicht ganz an die Enden durch Betupfen mit Salpetersäure 
entfernt. 

Dresden, Weïhnachtsferien 1894/5. 


Einige Anwendungen 
des thermodynamischen Potentiales. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. Februar 1895). 


1. Die Einführung des thermodynamischen Potentiales in die 
Theorie der Gleichgewichtszustände geschieht bekanntlich durch 
folgende Ueberlegung. 

Die durch Benutzung des Entropiegesetzes umgestaltete Ener- 
giegleichung 

ÔE = 0A + TOH, 
welche bei umkehrbaren Zustandsänderungen den Zusammenhang 
zwischen einer Variation der Energie £, der zugeführten Arbeiït 
A und der in die absolute Temperatur T multiplicirten Variation 
der Entropie H für irgend ein gleichfôrmig temperirtes Massen- 
system, im Grenzfall stetig mit dem Orte wechselnder Temperatur 
aber für ein Volumenelement eines stetigen Kôrpers, darstellt, 
läft sich schreiben 
Ô(E — TH) = dA— HOT, 


Setzt man hierin 
E-TH = 5, 


worin #Æ den Namen der freien Energie oder des thermody- 


namischen Potentiales des betreffenden Systemes führt, so 


‘erhält man 


0% — 0A— HOT); 
drückt sich 04 durch die Unabhängigen p,, unter denen die Tem- 


1) Eine kürzere und in eïnigen Punkten abweichende Fassung der nach- 
stehenden Arbeit ist der Kgl. Ges. der Wiss. bereïits in der Sitzung vom 5. Nov. 


1892 (s. Gôütt. Nachr. No. 14, p. 469, 1892) präsentirt, aber nicht in Druck ge- 


geben worden. 
Kgl. Ges. d. W. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 2, 10 
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peratur nicht ist, nach der Formel 
0A = 5 P,0p, 


aus, in welcher die P, nur von den p, und der Temperatur T' ab- 
hängen, so ergiebt die Formel für 0% ohne Weiteres 


(ON Co} 


= Son 


Haben die p, hierin die Bedeutung von allgemeinen Coordina- 
ten, so sind die P, die allgemeinen Kräfte, welche die ent- 
sprechenden Coordinaten zu vergrôern streben. 

Diese Betrachtungsweise läft sich auf Bewegungsvorgänge 
übertragen, wenn nur bei denselben T constant ist. Differentiren 
wir nämlich unter der gemachten Voraussetzung die erste Formel 
oben nach der Zeit, so erhalten wir 


= , 


< 0p, 


ÔE' — 04'+ TOH, 1) 
woraus wir bei Einführung von 
E'-TH' = # 2) 
bilden kôünnen 
05" — 0A'— HOT. 3) 


Hierin stellt E’ die Geschwindigkeit dar, mit der sich die Energie, 
H' die, mit der sich die Entropie, #’ die, mit der sich das Poten- 
tial ändert; d 4’ ist die Variation der auf die Zeïteinheit bezoge- 
nen dauernd dem System bei der Erhaltung des Bewegungszu- 
standes zugeführten Arbeit. 

Wir wollen E’, H', ' abhängig denken aufer von der constant 
gedachten Temperatur noch von anderen Variabeln g, die während 
des betrachteten Vorganges zumeist gleichfalls zeitlich constant 
sein werden; die Arbeit 04’ stelle sich in der Form 
dar, enthalte also wiederum nicht die Variation der Temperatur. 
Haben hierin die 9, die Bedeutung allgemeiner Geschwindig- 
keiten, so sind die Q, von derselben Natur, wie oben die P,, 
also allgemeine Kraftcomponenten. Unter diesen Voraus- 
setzungen gilt analog wie oben 


0Z" 0,4" 


RES AR ER RR DT 7 


Diese einfache Uebertragung der bekannten Betrachtungen auf 
Bewegungsvorgänge hôrt auf anwendbar zu sein, wenn die Poten- 
tialgeschwindigkeit Æ’ für ein Volumenelement des betrachteten 
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Systemes nicht nur von der Temperatur selbst, sondern auch von 
deren Differentialquotienten nach den Coordinaten abhängt; denn 
in diesem Falle ist durch einfache Variation nicht die Formel 


zu gewinnen, die der obigen Entwickelung zu Grunde liegt. 

Die Schwierigkeit erinnert an eine, welche bei der Anwendung 
des Hamilton’schen Principes in der Elasticitätslehre auftritt, und 
gestattet dieselbe Behandlung, welche dort zum Ziele führt. Wir 
wollen indessen die Aufgabe nicht allgæemeiner stellen, als für die 
zu verfolsenden speciellen Ziele erforderlich ist, und setzen daher 
voraus, daf die auf die Volumeneinheit eines homoge- 
nen Kürpers bezogene Potentialgeschwindigkeit £ die 
Form besitze 


TS CH one. of 


in welcher Æ eine Function der Temperatur 7 allein ist, die U, 
V, W dagegen nur die übrigen Argumente enthalten, für die wir 
zunächst noch das Symbol g, beibehalten. U, V, W betrachten wir 
als Componenten eines Vectors, den wir mit J bezeichnen. 

Für nicht homogene Kôürper, die wir nur beïläufg in 
den Kreis der Betrachtung ziehen werden, soll der allgemeinere 
Ansatz gelten 


A dlpe Otto 
É are Er f) 


worin F, wie U, V, W stetige Functionen der Coordinaten sind. 
Er fällt für homogene Kürper mit (6) zusammen. 

Wir bilden nun den Werth der Potentialgeschwindigkeit Æ” 
für ein beliebiges Bereich # eines materiellen Systemes, setzen also 


m — Î £'ak 


und varüren diesen Ausdruck, indem wir der Kürze halber schreiben 


dF ” 
Evo 5h 


Das Resultat lautet 


dE’ en ET SI 
ford = fs sut Ua OT) + VS (FOT) + We (F oT)| dk 
10* 
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und läft sich durch eine theilweise Integration der drei letzten 
Glieder auf die Form bringen 


’ OË" : = OV oW 
[oser => Crau 7 | di 
— fFIDeos (n, æ) + V cos (n, y) + W cos (n, 2)]ÔT do, 


7) 


worin o die Oberfläche von # und » die innere Normale darauf 
bezeichnet. 

Hierdurch ist also 05" für den Bereich # in der Form eines 
Raum- und eines Oberflächenintegrales erhalten, unter denen die 
Variationen der Variabeln q, und T' als Factoren auftreten; wir 
künnen daher, falls wir die Variation der der Volumeneinheiït in 
der Zeïteinheit zuzuführenden Arbeit 


= à Q, 09; 7°) 


einführen und der Volumeneinheit von % eine Entropie , der 
Flächeneinheit von o eine Entropie », beïlegen und die Energie- 
geschwindigkeit der Volumeneinheit mit s’ bezeichnen, ganz im 


Sinne der Formeln (1) bis (3) schreiben 


fera de fSE-n nat f a( do 


7") 
= fou mo Tde— fn'6Tao; 
hieraus erhalten wir durch Vergleichung mit Formel (7) 
ÔË' OF OUR CFO PS OT EOM 
D Ge, 6x 4 dy mt œ ” 
, FAQ UE 0 ONG 
MER NS ET UT à ) 


7. = F'(U cos (n,:æ) + V cos (n, y) + Wcos (n,2)); 10) 


letzteres schreiben wir kürzer, indem wir die Componente N von 
J nach der inneren Normale auf # einführen, 


d = FN. 10’) 


Die oben entwickelten Grundsätze der Thermodynamik setzen 
nun aber einen Kôürper voraus, innerhalb dessen die Temperatur 
als constant angesehen werden kann, daher gilt unsere Entwicke- 
lung nur für unendlich kleine Bereiche k%, und, indem wir 
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sie hierauf beziehen, künnen wir unseren Resnltaten leicht eine 
anschauliche Deutung geben. 

Die vorgenommene analytische Umformung ersetzt jedes Vo- 
lumenelement des betrachteten Kürpers, innerhalb dessen die Tem- 
peratur in Wirklichkeit, wenngleich unendlich wenig varürt, 
durch eins, innerhalb dessen 7 streng constant ist, und durch 
seine Oberfläche, der dadurch übrigens eine specielle physikalische 
Wirksamkeit beigelegt wird, längs deren T' von Stelle zu Stelle 
varirt, wenn schon unendlich wenig, sodaf das einzelne Flächen- 
element als gleichfürmig temperirt angesehen werden kann. Zer- 
legt man also irgend ein endliches Bereich durch geeignete 
Flächensysteme in Volumenelemente, so sind alle die Zwischen- 
grenzen als doppelt zu betrachten, und es ist die eine Fläche 
dem einen, die andere dem anderen Volumenelement zuzurechnen. 
Die Aequivalenz des wirklichen Systemes mit dem supponirten ist 
nur vorhanden, wenn man jedes Volumen stets mit seiner Hülle 
verbunden betrachtet, und man würde zu unrichtigen Folgerungen 
kommen, wenn man etwa die Volumina für sich behandeln und 
die beiden Flächen einer Zwischengrenze zusammenfassen wollte. 

Diese Bemerkung ist für das sogleich Folgende von Wichtig- 
keit und hat Analogien in anderen Gebieten der Physik; ich er- 
innere nur an eine anschauliche Darstellung der magnetischen 
Vertheïlung in einem Kôrper, welche die Vorstellung benutzt, 
daB seine — etwa prismatischen — Volumenelemente Ober- 
flächenladungen tragen. Auch hier muB man die Zwischengrenzen 
als doppelt ansehen und darf stets nur die Theiïle der Hülle eines 
und desselben Volumenelementes zusammenfassen. — 

Wenden wir uns jetzt, nachdem die ausgeübten Kräfte Q, und 
die zugeführte Arbeït d«’ durch die Formeln (8) und (7) bestimmt 
sind, zur Ableitung der unserem Volumenelement zuzuführenden 
Wärme. 

Nach der Grundformel 0 — TOH, welche allgemein die 
mechanisch gemessene Wärmezufuhr bestimmt, erhalten wir bei 
constanter Temperatur für die Zeiteinheit &' — TH’, und, da wir 
an dem betrachteten Volumen Raum- und Flächenentropie nach- 
gewiesen haben, so muf ïhm auch eine räumliche und eine flächen- 
hafte Wärmeaufnahme zukommen. 

Die dem Innern des Volumenelementes pro Volumeneinheit 
und Zeïteinheit zuzuführende Wärme o! ist nach dem Gesagten 


oU 0V 0W 
! À TI —_ TE + Le + EME 
' 1 Ôx dy CER7 
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also lautet die euibwickelte oder frei werdende 


OW\. 
Ôz /? 


TRE rue ++ 11) 
die der Oberfläche mitzutheilende Wärme w/’, bezogen auf die Zeit- 
und Flächeneinheït, ist gegeben durch 
=NT=T 


©! °N, 


o 


die frei werdende also durch 


Ad on 12) 


o 


In dem ganzen Volumenelement, dem nach dem eben Gresagten die 
Oberfläche jederzeit zuzurechnen ist, wird sonach der Betrag œk 


frei, gegeben durch 
BE = fo,dt+ fo,do, 13) 


was nach einfacher Umformung liefert 


se = TT 2e CU LW OT 
Ôx 0y 02 


14) 


Der letztere Werth gestaltet sich abweichend, wenn das betrach- 
tete Volumenelement sich über die Zwischengrenze zweïer hetero- 
gener Theiïle (4) und (4) des kôürperlichen Systemes erstreckt. Wir 
betrachten speciell ein unendlich niedriges cylindrisches Volumen- 
element, welches ein Element do,, der Grenzfläche unendlich nahe 
umschlieft. Wir denken den sprungweisen Uebergang zwischen 
den beiden Theiïlen durch einen zwar sehr schnellen, aber stetigen 
ersetzt, führen die vorstehende Entwickelung statt mit dem An- 
satz (6) mit (6”) aus und nehmen an, daB 7! auch in der Grenz- 
schicht endlich bleibt. Dann fällt das Raumintegral in (18) als 
unendlich klein hôherer Ordnung fort, und wir erhalten, indem 
wir die entwickelte Wärmemenge auf die Flächeneinheit der Grenz- 
fläche beziehen, 


EPA = fo,d; 15) 


hier liefern nur die Grundflächen des Cylinders einen Antheil zu 
dem rechts stehenden Integral, und man erhält somit 


RES DL (EN TN) 16) 


wo nunmebr N, und N, die Componenten von J, und 4, nach den 
äuBeren Normalen auf den Theiïlen (k) und (#) bezeichnen, 
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Grenzt die betrachtete Oberfläche an einen Theïl des Systemes, 
in welchem J verschwindet, so schreiben wir die letzte Formel 


si —TPX. 17) 


Die räumlich und flächenhaft frei werdenden Wärmen müften, 
wenn sie nicht abgeführt würden, die Temperatur des Systemes 
ändern; die Fundamentalannahme zeiïtlich constanter Temperatur 
involvirt also die andere, da entweder alle frei werdenden 
Wärmen, ehe sie sich durch Leitung verbreiten, beseitigt werden, 
oder, da dies in praxi nur bei lineären oder flächenhaften Leitern 
einigermafen erreichbar ist, durch Mitwirkung der Wärmeleitung 
ein stationärer Zustand hergestellt ist. 

Wir bemerken, daB nach den vorstehenden Resultaten die 
Formel &' — TH' auf das Volumenelement im Ganzen ange- 
wandt eine Geltung nicht mehr besitzt und nicht besitzen kann. 
Die Geschwindigkeit der Gesammtentropie des Elementes folgt 
nämlich aus (9) und (10) gemäB der Formel 


x nn 
"02. 


woraus sich für die Volumeneinheit is 
= = (PS PE SN 18) 


vergleicht man dies mit der Gleichung (14), so bemerkt man die 
Richtigkeit des Gesagten. — 

Der in (14) angegebene Werth der räumlich entwickelten 
Wärme w gestattet eine eigenthümliche Zerlegung. Wir kônnen 
nämlich setzen 


O — ©, +0, 19) 
wo dann 
M OT OR OT 
pe (USE ++ MS fe 
OF . oF" of" 
a, = T(US er re 


ist. Da F’ die Coordinaten nur in T enthält, so ist auch 


dF 07 L 
con Ml LÉ 19") 
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und somit 

1 Dies ce 20) # 

während aus (18) folgt 
(oi 0, = —9T, 20) 


Nun kann aber £’ nach der Formel (7”) als die auf die Volumen- 
einheit bezogene Arbeit gedeutet werden, welche bei constanter 
Temperatur in der Zeiïteinheit dem Kôürper zugeführt werden muf, 
um den vorausgesetzten Zustand zu erhalten. 

Die ganze in einem Volumenelement frei werdende Wärme 
œ enthält hiernach also einen Theïl w,, der auf Kosten von an dem- 
selben Volumenelement geleisteter Arbeïit entsteht; für den an- 
deren Theil, nämlich für &,, der immer verschwindet, wenn FF eine 
lineäre Function der Temperatur ist, muB dagegen die Compen- 
sation an anderen Stellen liegen, nämlich in den Grenzflächen 
zwischen verschiedenen Theïlen des Systemes. 

Wir kommen auf diesen Punkt weiter unten zurück. 

Was die Energiegeschwindigkeit &' der Volumeneinheit be- 
trifft, die definirt ist durch 


À 


& — +", 20”) 


so erkennt man leicht, daB sie sich im Allsemeinen von Null ver- 
schieden findet; der durch den Ansatz (6) für £’ definirte Vorgang 
hat also die Eigenthümlichkeit, trotzdem er gewisse Merkmale 
eines stationären Zustandes aufweist, eine im einzelnen Volumen- 
element veränderliche Energie zu besitzen. Auch dies frappirende 
Resultat wird erst weiter unten klargestellt werden. 

2. Wir specialisiren nun die bisher ganz allgemeinen Betrach- 
tungen dahin, daf wir fernerhin unter den Geschwindigkeïiten q, 
von denen neben der Temperatur 7 der betrachtete Vorgang 
allein abhängt, die Componenten w', v’, w' einer electrischen Strô- 
mung j' verstehen; hieraus folgt dann, da die Componenten Q, 
mit den Componenten X, Y, Z der treibenden electrischen Kraft 
K identisch werden. Wir machen hierdurch also von den allge- 
meinen Formeln eine Anwendung auf die Erregung electrischer 
Kräfte durch Temperaturdifferenzen einerseits und die dazu reci- 
proke Entwickelung von Wärme durch elektrische Strôme ande- 
rerseits. 

Ueber das Gresetz dieser Kräfte, welche nach (8) definirt sind 
durch 


OË’ OË’ 
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ist durch den zu Grunde gelegten allgemeinen Ansatz bereits 
festgesetzt, da sie beliebige Functionen der Temperatur selbst, 
aber lineäre Functionen der Temperaturänderungen nach den Coor- 
dinaten sind; wir wollen jetzt die weitere beschränkende An- 
nahme einführen, da sie von der electrischen Strü- 
mung unabhängig sind, d. h. also, daf U, V, W von den 
u',v,w' lineëär abhängen. 

Da sonach die durch die obigen Formeln gegebenen Compo- 
nenten X, Y, Z auch bei verschwindender Strômung j' ihre Werthe 
behalten, so bezieht sich die Theorie auf einen Vorgang, bei 
welchem auch im Zustand des Gleichgewichtes eine Kraft nôthig 
ist, um ein electrisches Theilchen im Gleichgewicht an seiner 
Stelle zu erhalten. Es müssen demnach unabhängig von dem 
Stromungszustand in jedem Volumenelement den berechneten X,Y,Z 
entgegengesetzt gleiche thermo-electromotorische Kräfte 
wirken, und ihre Ueberwindung ist es, die bei Erhaltung der Strô- 
mung j' den Arbeïitsaufwand 


= wX+vY+wZ 21°) 
erfordert. 

Statt also von einem Ansatz für die Potentialgeschwindigkeit 
auszugehen, kann man auch die auf Erfahrung gegründete An- 
nahme solcher thermo-electromotorischen Kräfte zur 
Grundlage der Betrachtung wählen. 

Für den Fall der Existenz derartiger vom Strom unabhängiger 
Kräfte K,, deren Componenten X,, Y,, Z heifen môügen. hat 
Hertz') die allgemeinen Formeln für die electrische Strômung 
aufgestellt. Sie lauten, wenn man unter 4,, die Leitfähigkeits- 
constanten des Kürpers, unter X,, Y,, Z die augenblicklichen 
Werthe der electrischen Kräfte versteht, 


uw = A,(X, a; X;) + Aa F V4) E 4,7; a 21 u. s. f. 22) 


Für den Fall einer stationären Strômung besitzen X, Y,, Z 
ein Potential y, es ist also 


op ûp 0p 
TT ox ? Y, — Ôy ? Z, = TL F0gt 22°) 


zu setzen und œ@ durch die Bedingungen 


EE — 0 23) 


1) H. Hertz, Ges. Abh. Bd. I. $. 224. Leipzig 1892. 
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für alle inneren Punkte, sowie 
w' cos (n, x) + v' cos (n, y) + w'cos(n, +) = n° — O 23’) 


für die äufere Begrenzung des Systemes zu bestimmen. 

Denkt man die sprungweisen Uebergänge in den Zwischen- 
grenzen des Systemes durch stetige ersetzt, so ist g gleichfalls 
stetig, und die in der Grenzschicht zwischen zwei Theiïlen (k) und 
(4) im Sinne von (4) nach (4) wirkende electromotorische Kraft 
E,, ist nach Hertz gegeben durch 


E, — — fran 24) 


worin %, die Normale auf der Grenzfläche 0, und N, die Compo- 
nente von X, nach ihrer Richtung bezeichnet, beide im Sinne von 
(») nach (k) positiv gerechnet. 

Wir lassen der Allgemeinheit halber in den Grenzen zwischen 
homogenen Theiïlen Antheile von ÆÀ, zu, welche nicht thermischen 
Ursprunges sind, z.B. durch Molekularattraction der beiderseits 
verschiedenen Substanzen bewirkt sein kônnen; ïhr Antheil an 
E,,, der durch Q,, bezeichnet werden môüge, ist hiernach als von 
T unabhängig zu betrachten. 

Der thermische Antheil an E,, heïfe P,, und wird nach 
dem Gesagten die Form haben 


RAT OT | 
P, = fr (a the SL 24") 


worin à, b,c wie F” in der Grenzschicht endlich sind, aber mit dem 
Orte, also mit »,, varüiren. Bedenken wir, daB die Schicht un- 
endlich dünn, also T längs n, constant ist, so verschwindet das 
Integral, und wir erhalten 


Pat: 24" 


der thermische Antheil an der electromotorischen Kraft der Grenz- 
schicht wird hiernach gleich Null, und es bleibt nur der in den 
homogenen Theïlen des kôrperlichen Systemes erregte Antheil 
wirksam. — 

Die bisherigen Entwickelungen waren insofern durchaus ab- 
stract gehalten, als sie die Existenz eines thermodynamischen 


Potentiales # resp. #" als erwiesen voraussetzten. Bei 
der Anwendung auf specielle physikalische Probleme ist aber 
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jedesmal erst zu untersuchen, ob die Bedingungen für seine Exi- 
stenz erfüllt sind. 

Wie der Emgang dieser Notiz zeigt, kommen hiervon zwei in 
Betracht. Einmal muB die zugeführte Arbeit 04 resp. 04" sich 
in der Form SN P,0p, resp. D Q,0a, darstellen, worin die p, die 
allgemeinen Coordinaten, die q, die allgemeinen Geschwindigkeiten 
bedeuten, und die P, resp. Q, von der Richtung der Veränderungen 
unabhängige sind; sodann mu die zugeführte Wärme 0 resp. 09” 
die Grestalt TOH resp. TO H' besitzen, worin H resp. H' nur von 
der Temperatur T und den p, resp. den g, abhängt. 

Die Erfüllung der ersten Bedingung ist relativ leicht contro- 
lirbar und bei den folgenden Anwendungen auch nie in Zweifel 
gezogen worden. Dagegen macht die zweite Bedingung Schwie- 
rigkeiten'), da ihre Erfüllung nur bei vollkommen umkehrbaren 
Zustandsänderungen, d.h. also bei Vorgängen, die durch entgegen- 
gesetzte Arbeitsleistunge und Wärmezufuhr rückgängig gemacht 
werden künnen, zu beweisen ist, und die Erscheinungen, welche 
auf einem Temperaturgefälle beruhen, nothwendig von Wärme- 
leitung und somit von einem nicht umkehrbaren Vorgange be- 
gleitet sind. 

Indessen ist keineswegs zu schliefien, daf die Beziehung 0@ 
— TÔH überhaupt nur bei umkehrbaren Vorgängen befriedigt wird, 

Es ist bekannt, dafi die Gleichung der Energie 


dE = 0A +0Q 


ganz alleæemeine Gültigkeit besitzt, und da$ daher, wenn die- 
selbe Zustandsänderung einmal auf reversible, das andere Mal 
auf irreversible Weise ausgeführt wird, — was man als stets 
môglich betrachtet — 


0, A+ TOH = 0,A+0,8@ 


ist, worin die Indices r und + die beiderseitigen Aufwendungen 
charakterisiren, und bereits d,@& — TOH gesetzt ist. 

Diese Formel zeigt, daf in allen Fällen, wo die Arbeiten 
0, A und 0,4 nur unmerklich verschieden sind, 0,9 mit TÔ0H 
identificirt werden darf. Da die reversible Arbeit 0,4 dadurch 
charakterisirt ist, daf bei ihrer Leistung die von aufen auf das 
kôrperliche System ausgeübten Kräfte den ihnen widerstehenden 
inneren gleich sind, so ist die Bedingung identisch mit der, daf 
bei der irreversibeln Arbeit 0,4 die äuferen Kräfte nur unmerk- 
lich von den inneren Widerständen abweïchen. 


1) L. Boltzmann, Wien. Ber. Bd. 96, p. 1258, 1887, 
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Da8 dies z. B. bei der Wärmeleitung innerhalb nicht starrer 
Kôrper — also einem unzweïfelhaft nicht umkehrbaren Vorgang — 
in der That stattfindet, habe ich an einer anderen Stelle') gezeigt ; 
es ruht auf dieser Thatsache die Zulässigkeit der von Kirchhoff 
u. À. aufgestellten allwemeinen Formeln für die, eine Wärme- 
leitung begleitenden thermisch-mechanischen Umsetzungen. 

In unserem Falle kommen aufer den mechanischen noch die 
electrischen Kräfte in Betracht.  Aber wenngleich über deren 
Verhalten nichts Sicheres auszusagen ist, so entspricht es doch 
jedenfalls der gewühnlichen Vorstellung, sie den ihnen entgegen- 
wirkenden electromotorischen einfach gleich zu setzen, wie dies 
auch oben geschehen ist. Und daher dürfte die Benutzung der 
Beziehung 0, — TÔH eine neue Hypothese nicht repräsentiren, 
sondern eine einfache Folgerung aus den Vorstellungen, die den 
allgemeinen (Gesetzen der Stromverzweigung zu Grunde liegen. 

Wenn hierdurch nun auch die Berechtigung zur Einführung 
eines thermodynamischen Potentiales plausibel gemacht ist, so muf 
doch hervorgehoben werden, daf der Ansatz (6) in keinem Falle 
das Phänomen vollständig umfaBt, sondern nur den Theil, bei 
welchem electrische Strômung und Temperaturgefälle zusammen- 
wirken, aber weder den thermomechanischen — die einfache 
Wärmeleitung —, noch den rein electrischen — die Ueberwindung 
des Leitungswiderstandes. Wie jene in gewissen Fällen experimen- 
tell gesondert werden künnen, indem man ein Mal die Wärmebewe- 
gung in dem längs einer Fläche grôfiter Temperatur durchgeschnit- 
tenen System, das andere Mal die Stromleitung in dem constant 
temperirten System untersucht, so kann man sie auch theoretisch 
für sich betrachten und die Resultate superponiren. 

Wir gehen auf diese Antheiïle im Folgenden aber nicht ein. 

3. Der allgemeinste Ausdruck für die Potentialgeschwindig- 
keit £', welcher innerhalb der oben eingeführten Beschränkungen 
für einen homogenen isotropen Kôrper, der auch durch 
äuBere Emwirkungen physikalisch ausgezeichnete Richtungen nicht 
erbalten hat, aufgestellt werden kann, lautet 


25) 


wobei F' nach dem früheren eine Function der Temperatur allein 
mit der Substanz individuellen Parametern darstellt. Für 1iso- 
trope, aber nicht homogene Kôürper tritt an seine Stelle 


1) W. Voigt, Compendium der theor. Physik, Bd. I, p. 548, Leipzig 1895. 
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L ? | à oT U OT " OT 1 
worin À’ auch eine Function der Coordinaten ist. 
Aus (21) folgt 
oF OF of" 
dr No RICE 
die electrische Kraft ÆX liegt also überall normal zu den Flächen 
T = Const. 
Nach einer beliebigen Richtung s genommen lautet die Com- 
ponente 


26) 


oF s 
Le 

GemäfB Formel (24”) verschwindet der Antheil P,, der electro- 
motorischen Kraft Æ,, in der Grenzschicht (4, #), der von der 
Temperaturdifferenz herrührt; die in den homogenen Theïlen statt- 
findenden Kräfte bestimmen also allein die electrische Strômung. 
Da solche electromotorischen Kräfte in ungleich temperirten, 
aber homogenen isotropen Kürpern auftreten, glaubt neuerdings 
Herr Pellat') constatirt zu haben, und wir dürfen vielleicht 
darin eine Rechtfertigung unserer Betrachtungsweise sehen, ande- 
ren Darstellungen gegenüber, welche die thermo-electromotorischen 
Kräfte durchaus in die Grenzschichten verlegen. 

Die Wirkungsweise der in den homogenen Theilen auftreten- 
den Kräfte künnen wir erkennen, indem wir einen Stromfaden, 
der den wechselnden Querschnitt q besitzen und von der Strom- 
stärke 2’ durchflossen werden môüge, der Betrachtung unterwerfen. 


Wir erhalten hier aus (22) 


400) 27) 


$S — 26") 


also, da y einwerthig ist, bei Integration über den ganzen ge- 
schlossenen Faden und bei Einführung des Widerstandes W 


“1 ds Der A pe Se / 
1 ne W = [sas 27) 


Der Strom verläuft also den electromotorischen Kräften $, 
entgegengesetzt. 

S, und demgemäf das Integral — f S,ds zerfällt in zwei Theile; 
der von der Temperatur unabhängige S/° ist nur in den Zwischen- 


1) Pellat, Ann. de chimie et de physique (5) XXIV, p. 92, 1881. 
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grenzen von Null verschieden und giebt zu dem Integral — fe S, ds 

nach $. 144 den Antheil S'Q,, die Summe über alle Zwischen- 

grenzen (4k) unter Rücksicht auf die Richtung von s erstreckt. 
Der thermoelectrische Antheil hat nach (25) allgemein die 


Form 


OL 
— S° —= S = F Rs 


wofür wir auch schreiben künnen, indem wir durch den Index 7 
bezeichnen, dafi die Differentiation bei constanter Temperatur ge- 
schieht, 


=== 


— [sas sn - fa. 
os 


Nun ist 0,F/0s in homogenen Theïlen gleich Null, da dort F nur 
von J' allein abhängt; in den Grenzschichten ist 7 merklich con- 
stant, deshalb erhält man 


— fa = -5E Hu 


worin sich die Werthe rechts auf die beiden Seiten der Grenz- 
fläche (4%) beziehen. Sonach wird 


VW — DLQu + Eu]; 28) 


so daf sich ergiebt 


und da hierin die Summe rechts die Bedeutung der gesammten 
auf dem Stromfaden wirksamen electromotorischen Kraft besitzen 
mu, so verläuft die Erscheinung ebenso, als wenn in jeder 
Zwischengrenze eine electromotorische Kraft 


LE, DE Qu+(E,-r, AR 28") 
wirkte, also ein thermoelektrischer Antheïl 
es a (F, = Es 28") 


vorhanden wäre. Das Gesetz, nach dem sich die Temperatur auf 
jedem homogenen Zweig ändert, fällt vollig heraus. 

Diese Resultate gestatten die unmittelbare Anwendung auf 
ein lineäres Leitersystem, das sich ja als ein isolirter Stromfaden 
auffassen läBt. Von Wichtigkeit ist, da hier längs homogener 
Theile von gleichem Querschnitt 


} 
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dp 
Tee $S, = Const. 


sein muB; da aber nach (26) auf solchen $, mit — 4F/ds identisch 
ist, so folgt 
— F+as+b, 


wobei a und b Constanten bezeichnen, von denen a — —5%//1q ist, 
und à in @ hineingezogen werden kann. Es wäre principiell 
also müglich, die für den Leiter charakteristische Function F durch 
electrostatische Messungen zu bestimmen; doch liegen allerdings 
grofe practische Schwierigkeiten vor. 

Um die in einer Zwischengrenze (4, k) frei werdende Wärme 
©, auszudrücken, bezeichnen wir die Componente von j’ nach der 


Normalen auf o,, im Sinne von (4) nach (4) mit n!,, setzen also 
— esse 
NM = —N = 1 


und erhalten aus (16) 


(re) 


zieht man die Gleichung (28) heran und bedenkt, daf @,, nach 


der Definition von der Temperatur unabhängig ist, so ergiebt sich 


0E,, Q 
AT? 29") 


DE — hs 1 


eine bekannte, zuerst von W. Thomson!) angegebene Formel 
für die nach ïihrem Entdecker so genannte Peltier-Wärme, die 
neuerdings besonders durch die Beobachtungen des Herrn Jahn°) 
bestätigt worden ist. 

Für die räumlich frei werdende Wärme ergiebt (14) 


RORE? ga HE Fr DT, 
Ôx 0y OA 


@O — 


30) 


die S. 141 ausgeführte Zerlegung führt auf die beiden Theïle 
! OF r 0F AS L 


Don pa =ù À, 30") 
= 7 ôF' 2: P 4 1 or )=-"T, 80 


wobei die in der Zeiteinheit der Volumeneinheit zugeführte Arbeït 


1) W. Thomson, Math. phys. paper I, p. 249. 
2) Jahn, Wied. Ann. Bd. 34, p. 755, 1888. 
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WX+VY+wZ = à 
gesetzt ist. 

Der Antheïl w, hat demnach den Charakter der Joule’schen 
Wärme, stellt nämlich den Theïil von ihr dar, welcher der Ueber- 
windung der thermoelectromotorischen Gegenkraft Æ, entspricht; 
derselbe ist umkehrbar, denn da Æ, nach Grôüfie und Richtung 
vom Strom unabhängig ist, so ‘erfordert die Bewegung einer 
Electricitätsmenge in entgegengesetzten Richtungen entgegenge- 
setzte Arbeïiten. Der andere, durch 


UX,+vY +wZ = a 


dargestellte Theïil der Joule-Wärme hat diesen Charakter nicht, 
denn die Kraft Æ, ist von der Stromrichtung nicht unabhängig. 

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, daf dieser Betrag ©, 
bei dem hier betrachteten Vorgang eine wesentliche Rolle spielt. 

Der Antheil w, repräsentirt die nach ïhrem Entdecker so ge- 
nannte Thomson-Wärme. Dies tritt hervor, wenn man beachtet, 
daB sie nur dann auftritt, wenn F’ — 0} /0T keine Constante, 
sondern eine Function von T'ist; constante #°” entsprechen nach 
(28) electromotorischen Kräften P,,, welche lineäre Functionen 
der Temperatur sind, und solche schlieBen, wie bekannt, den Thom- 
son-Effect aus. Uebrigens kônnen wir aus der allgemeinen Formel 
für œ, auch leicht den speciellen von Thomson herrührenden 
Satz ableiten. 

Bezeichnet » die Richtung der Normalén auf einer Fläche T 
— Const. und »’ die ïhr parallel genommene Componente der 
Strômung Jj', so ergiebt (30”) 
dE” . 
dd? 
multiplicirt man dieses mit dv/dT und setzt 

dv À 


OT = % 


o, — Tv 


31) 


so bezeichnet wo’ die räumlich frei werdende Wärme, bezogen auf 
eine Schicht von dem Querschnitt Eïins parallel der Tangenten- 
ebene der Fläche T — Const. und von einer solchen Dicke, da 
in ihr 7 sich um 1° ändert; ihr Werth ist gegeben durch 
, QF” PT he 24 
TD TER 
Wendet man diese Formel auf zwei Medien (4) und (4) bei 
der gleichen Temperatur und der gleichen Stromdichte »’ an, 


DUT y 


31") 
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etwa auf die der Grenze (k,#) unmittelbar anliegenden Elemente, 
so erhält man, wenn die Grenze eine Fläche constanter Tempera- 
tur ist, 


D, —@;, — To (FF) 


2 à Éd ed PTS 8 
mer mn.) = Lo 


a #02) 


und dies ist der Satz, den W. Thomson speciell für lineäre 
Leiter abgeleitet hat, in allgemeiner Fassung. 

Noch sei bemerkt, daf aus den Formeln (29), (30°) und (30”) 
die folgenden beiden Gleichungen sich ergeben: 


Î Ad Î 0 39) 


®, UT , 
fu f 7 don = 0, 391 


wobei die Integrationen über alle Theïle des Systemes und über 
alle Zwischengrenzen erstreckt werden sollen. 

Die Formel (32) läBt deutlich hervortreten, daf die Wärme 
o, einen andern Charakter besitzt, als ©, und &,; sie läft sich 
aus Arbeit gewinnen, aber nicht in Arbeit umsetzen. 

Die Energiegeschwindigkeit & für die Volumeneinheit 


und 


À _— & + œ —— gg 
findet sich bei Einsetzen der Werthe zu 


FAT LI , 0 , / Ô , / 0 7 ? 


TG) 


und läBt sich, wenn man 
F-TF = ® 
setzt, wegen der Bedingung stationärer Strômung auch schreiben 
; OwD . OovD ow D 


PE Te | de MR 2 


Hieraus folgt, daB man, wie —e, auch o, auffassen kann 
als bewirkt durch eine Energie- resp. Wärmestrômung in der 
Richtung des electrischen Stromes ÿ und von der Stärke 7'®, 
demnach positiv oder negativ, jenachdem ® Z 0 ist. 

Kgl. Ges. d. W, Nachrichten, Math.-phys, Klasse. 1895. Heft 2. sa 
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Daf trotz -des stattfindenden stationären Zustandes in jedem 
Volumenelement & einen von Null verschiedenen, zeitlich con- 
stanten Werth besitzt, mag zunächst befremden; es ist aber der 
präcise. Ausdruck der auch in anderen Theorien hervortretenden 
Auffassung, daf die Thomson-Wärme nicht durch Vorgänge, welche 
in demselben Volumenelement liegen, ihre Compensation findet. 
Nur tritt dieselbe in unserem Fallé nicht als Hypothese auf, son- 
dern ergiebt sich als Folge aus allgemeineren Grundlagen. 

Auch die gesammte räumlich frei werdende Wärme œ kann 
man auf eine (33) analoge Form bringen und in Verbindung mit 
(29) daraus leicht ableiten, in welcher Weise die Wärmeleitung 
die in Folge der Wärmeentwickelung zunächst auftretende Tempe- 
raturänderung beeinflufit. 

4. Um den Ansatz (25) für £ für krystallinische Medien zu 
verallgæemeinern, hat man U, V, W lineären Functionen von w’, v', w’ 
gleichzusetzen. Das Resultat läft sich ganz ebenso verwerthen, 
wie oben das speciellere; es ergiebt thermoelectrische Kräfte, die 
nicht in die Richtung des Temperaturgefälles fallen, Peltier-Wärme 
nicht nur an Zwischengrenzen, sondern auch an äuBeren Begren- 
zungen, durch welche kein Strom tritt, Joule- und Thomson- 
Wärme ähnlich, wie oben. 

Setzt man specieller F = T, also etwa 


! / / V4 OT / 1 OT 
£ GE Gr +o vs Hum) + (vs +0 vs +0 Vs) 


dy 
LA LA £ Co dk 
+ (uv + 0'Vas + W'Vas) 02 ) 


34) 


worin die », Constanten bezeichnen, so gelangt man zu den spe- 
ciellen Gesetzen, welche W. Thomson’) für die Thermoelectri- 
cität von leitenden Krystallen angegeben hat. 

Es liegt nahe, diese Betrachtungsweise auch auf isotrope 
Kôrper anzuwenden, welche durch äufere Einflüsse physikalisch 
ausgezeichnete Richtungen erhalten haben und sich demnach an- 
isotrop verhalten. Unter diesen Eïnflüssen nimmt die Einwirkung 
einer magnetischen Kraft in erster Linie das Interesse in An- 
spruch, und es ist leicht, indem man die Constanten »,, in (34) 
mit Functionen ersten resp. zweiten Grades der magnetischen 
Componenten ZL, M, N vertauscht, Ansätze für £ zu erhalten, 
welche die von den Herren v. Ettinghausen und Nernst ent- 
deckten thermomagnetischen electromotorischen Kräfte und deren 


1) W. Thomson !, cp. 287. 
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Umkehrung, die electromagnetische Wärmestrômung, seien sie trans- 
versal oder longitudinal, qualitativ darstellen. Zum Zwecke der 
quantitativen Vergleichung der Resultate der Theorie mit 
denjenigen der Beobachtung sind umständliche Hülfsbetrachtungen 
nôthig, auf die hier noch nicht eingegangen werden soll. In 
der That wirken bei der erwähnten Erscheinung sehr verschiedene 
Ursachen zusammen. Der galvanische Strom modificirt die mag- 
netische Kraft, der Hall-Effect und die Abhängigkeit des Wider- 
standes von der Temperatur den galvanischen Strom, die äuBere 
und innere Leitungsfähigkeit die Temperaturvertheilung, und der 
Eïinflu8 dieser Umstände ist ohne nummerische Rechnung über- 
haupt nicht abzuschätzen. Ich gedenke aber, auf diese Frage 
demnächst zurückzukommen. 

Dagegen mag die Frage erürtert werden, ob die Einwir- 
kung der magnetischen Kraft auf die thermoelectrischen Er- 
scheinungen statt, wie oben angedeutet, als durch die geänderte 
Substanz vermittelt, nicht vielmehr als eine directe und viel- 
leicht umkehrbare aufgefañt werden kônne. Diese Frage läft 
sich in der That entscheiden. 

Denken wir uns einen magnetisirten Kürper durch das äqui- 
valente Stromsystem ersetzt, so ist dadurch für jedes Volumen- 
element eine zweite resultirende Stromdichte + nach Grüke und 
Richtung vorgeschrieben, deren Componenten mit 4’, #’, € bezeich- 
net werden mügen. Lassen wir nun einen wirklichen electrischen 
Strom 7 mit den Componenten #’, v’, w' durch das Volumenelement 
gehen, so sind die sechs Componenten von einander unabhängig, 
und wenn die magnetische Einwirkung eine umkehrbare ist, so 
mu eine Potentialgeschwindigkeit £ existiren, die auBer der Tem- 


peratur auch die sämmtlichen Componenten w', ...c enthält. 
Es würden sonach die Formeln 
no = dE ets 
HONTE 


die Kraftcomponenten bestimmen, die zur Erhaltung der Strü- 
mung Ÿ anzubringen wären. 

Nun erfordern aber bekanntlich die Molekularstrôme keinen 
Arbeitsaufwand, es ist sonach À, B, C gleich Null; daher kann 
auch £ die a’, b', c’ nicht als Variable im Sinne von #’, v',w', son- 
dern nur als Parameter enthalten, und dies dürfte beweisen, daf 
die magnetische Einwirkung auf die thermoelectrischen Vorgänge 
keine umkehrbare Erscheinung ist. Es kann hiernach also auch 


ein gleichzeitiger constanter electrischer und thermischer Strom 
LE 
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specielle magnetische Wirkungen nicht üben. Dies Resultat dürfte 
im Widerspruch zu dem von Herrn J.J. Thomson’) erhaltenen 
stehen, ist aber, wie mir scheint, nicht zu bestreiten. 

Zu einem ähnlichen Resultat gelangt man, wenn man den 
magnetischen Zustand durch die Componenten Z, M, N der im 
Innern des betrachteten Systemes wirkenden Kraft definirt. Stellen 
l,m,n die magnetischen Momente der Volumeneinheit dar, so ist 
die Magnetisirungsarbeit bei einer Aenderung von Z, M, N 


da = l0L+mÔM + nôN. 


Eine dauernde Arbeïtszufuhr, wie sie, auf die Zeiteinheit bezogen, 
oben unter « verstanden ist, würde also jedenfalls die Momente 
l,m,n verändern und sonach Verhältnisse liefern, die mit dem 
oben vorausgesetzten zeitlich constanten Werth der Potential- 
geschwindigkeit unvereinbar sind. 


1) J. J. Thomson, Anwendungen der Dynamik, p. 145, Leipzig 1892. 


Ueber die Structur der Discriminanten und Re- 
sultanten binärer Formen. IL Note. 


Von 
Franz Meyer in Clausthal. 


(Vorgelegt von H. Weber in der Sitzung vom 9. Februar 1895.) 


1. In der voraufsegangenen Note war — um den algebrai- 
schen Charakter der Betrachtung hervortreten zu lassen — von 
der Normirung der den Discriminanten (resp. Resultanten) beizu- 
legenden Zahlenfactoren Abstand genommen. 


Sobald es sich aber um zahlentheoretische Anwendungen 
handelt, kommt gerade jenen Zahlenfactoren eine ausschlaggebende 
Rolle zu. Wir werden dabei zu einem Satze über die Discrimi- 
nante einer binären Form geführt werden, der für die Zahlen- 
theorie von Bedeutung zu sein scheint. (Siehe Nr. 4). 


2. Es liege wieder eine, ohne Binomialcoefficienten geschrie- 
bene binäre Form vor: 


2 f,Q) = a+aA+ at +. + a”, 
oder in homogener (restalt : 
1°) LOU) = au" +AUTA + QQUA + + ee + a A". 


Man wird dann, um die Discriminante D, von f als ganz- 
zahlige Form der « erscheinen zu lassen, D,, zunächst definiren 


als die nach Sylvester’s Vorschrift gebildete Resultante von 
of 


ôf 
EF und Ou’ also : 
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D —= 
mas, (m—1)a,, (m—2)a,, : ira RARE AU 0 ONE 
0 ma, (m—1)a,, (m—2)a, . ... . 2a,,,a,,,0,0,. 
d; 24, 34, LRU) A na 0,=0,0rs 
0 A 20 3) AE . (m—lja,_,,ma,,0,0,0,. 
Bedeuten andererseits «,, &,,... a, die Wurzeln von (4) = 0, 


und Æ(«) das Quadrat des Differenzenproductes der &, so erhält 
man nach einer bekannten Formel (vel. z. B. Fa di Bruno’s 
Binäre Formen, deutsche Ausgabe, $S. 88 (S. 13)) vermüge leichter 
Umrechnung : 


3) D, = (—-1" m2? (0). 


m 


Führt man jetzt, unter Berücksichtigung eben dieses Zahlen- 
factors (—1)5""-m"?, die in der vorigen Note vorgeschriebene 
Rechnung aus, so ergiebt sich: 


»Legt man denCoefficiententa,,\a,.:.4,:;4,14,.,1..04 
von f die Gewichte Lrk- bar ulno0; Où = 10nber sous 
das Aggregat der Glieder in D,, welche das Mini- 
malgewicht 4(k—1) besitzen, identisch mit dem Pro- 
ducte 
m—2 


__1\r(m-2) m ; 2 (n—Kk) 
4) ( 1) k Jr a, D D ? 


2 ( m — 


wo D,, D"? die Discriminanten der Theilformen 


à) pi) = dt a, À es + a, À° 
Ÿ(À) = dy + sad + .… + DAT 
bedeuten.“ 


3. Nunmehr nehmen wir im Besondern #4 = m—1 an, so re- 
ducirt sich das Product (4) auf: 


D 
6 1 Iimpm2,,2 m1 Has 
) ( 1) M ln (m—1)" 

Da nun die Coefficienten von D, ganze Zahlen sind, und 
zu m—1 relativ prim ist, so mu8 D,., theilbar sein durch (m—1)"", 
oder, wenn man wieder » für m—1 schreibt: 


»Die Discriminante D, (2) ist durch n"* theilbar.* 
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4. Auf Grund des letzten Satzes führen wir daher als ,pri- 
mitive Discriminante“ D! von f(4) (1) den folgenden Aus- 
druck ein : 


7) DIU E 


mes Da. 
Dadurch geht das Product (4) unmittelbar über in: 
8) (—1)}° tr € D D' Ltotr 


(als Aggregat der Glieder vom Gewicht Æ(k—1) in D'), wo D}, 
D;, D'"? ganzzahlige Formen der a sind. 


Nimmt man jetzt wiederum, wie in Nr.3 % — m»m—1 an, so 
tritt an Stelle von (6) das Product : 
2) æ LP a LE ÿ 


Daraus läBt sich entnehmen, daf der grôfte gemeinschaftliche 
Theïler aller Coefficienten von D’, gleich der Einheït ist. Denn, 
da die a als variabel anzusehen sind, und der gedachte Theiler 
von D’, vermüge (9) auch in D'_., als Bestandtheil von D’, auf- 
gehen muB, so geht er auch in D! ,..., D, auf. Es ist aber 
D =D) —= "<la;a. a. 

Somit erhält der Satz der Nr. 3 eine wichtige Ergänzung 
dahin : 

Der grüfte gemeinschaftliche Theiler aller Cocf- 
ficienten der ursprünglichen Discriminante D, (2) ist 
M 

Dadurch rechtfertigt sich auch der Name ,primitive Dis- 
criminante“ für den Ausdruck D/, (7). 

5. Sehr viel einfacher gestalten sich die analogen Verhält- 
nisse bei der Resultante zweier Binärformen: 


7) f, (à) su CPE nt 21, Ta A nn 
g,() Te b, + 0,4 + ei + d,4”, 


wenn dieselbe, wie oben, nach Sylvester gebildet ist. Die Re- 
sultante erscheint von vornherein in primitiver Form, und der in 
dem SchluBsatze der vorigen Note nicht berücksichtigte Zahlen- 
factor reducirt sich auf (—1)""?. 

Die bisher behandelten Fragen lassen sich auf ternäre und 
hôhere Formen ausdehnen, wo aber ihre Lôüsung auf erhebliche 
Schwierigkeiten stôft. 


Clausthal, d. 27./L. 1895. 


Zur Darstellung von Functionenscharen 
durch eine Basis. 
Von 
E. Ritter in Gôttingen. 


Vorgelegt von H. Weber in der Sitzung vom 23. Februar 1895. 


Es môge ein System von »#? Functionen ganz beliebiger Art 
gegeben sein: 


eee: $ + 16e 


Es soll nur die Determinante dieses Functionensystems nicht 
identisch verschwinden, und in der Umgebung einer gewissen Stelle 
z — «x sollen sämtliche #° Functionen analytisch, endlich und un- 
verzwelgt sein. 

Zur Abkürzung schreibe ich 


Née 
Ph, ph... Pi 
7 TA GA _ ki L, Bu D 
RDA OS DOME Us Vo Ur u? 
PA, P*,... P# 
| Vu 4 Vu 2 Vu 


indem ich die letzte Bezeichnung D, dann gebrauche, wenn ich 
von der Gesamtheit aller w’gliedrigen Determinanten des Functio- 
nensystems spreche. 

Es môügen nun an der Stelle z = x sämtliche D, mindestens 
in der Ordnung k, nicht aber sämtlich in hüôherer Ordnung ver- 
schwinden. 

Die Zahlen 4, ändern sich nicht, wenn ich statt der einzelnen 
Colonnen irgend welche »# linear unabhängige Combinationen mit 
constanten Coefficienten aus allen Colonnen einführe, oder wenn 
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ich statt der einzelnen Zeilen irgend » linear unabhängige Com- 
binationen aller Zeïlen einsetze. Hierdurch kann ich bewirken, 
da$ auch wirklich alle D, genau in der Ordnung %, verschwinden, 
und dann folgt aus der bekannten Identität: 


| D Kay ce Koss Au pv ls, vos Ru Ru 


au he è Ne 
dus as eee ut) UT TETE TETE 7 


D ka, 5270 TE Ru D Ka, DRE LE Ru 


SR ; À 
dis Vs eee Ways Qui Un gs ce Wat data 


p* L, … ki . ph Ka, LT Gus Er 


TAC NET Vu Un Vos 0e rs us ut 
die Ungleichung 

2, = +hs 

oder 


ku 


Ich setze jetzt, um Anschluf an den WeierstraB’schen Be- 
griff der Elementarteiler zu gewinnen 


mn Rd ra 


res ki = Cyut 
also insbesondere 
k,—k, LS €: 
k,_ les FR Co 
be ce Ce 


Wenn also k&,., : die erste von 0 verschiedene der Zahlen #,, &,, ...k, 
ist, so ist 


k=k =... =k,,= 0, 
k,_,3 En Le, ME vec k, Trés 
Die Zahlen e,, e,,...e,, welche den Ungleichungen genügen : 


RE ONE Se ie ee AL 


nenne ich die ,Elementarexponenten“ der Stelle z — x. 
Ich fasse jetzt die in irgend einer Colonne untereinander- 
stehenden Functionen, z.B. P*, P},... P* als Zweige einer ,Funec- 
tionenschar“ P° auf. 
Alle Functionenscharen P, welche sich aus den x gegebenen 
Functionenscharen P!', P?,... P" vermittelst beliebiger Functionen 
Py Py... op, von + als Coefficienten linear zusammensetzen lassen: 


E LS PP + op, EP +. + op; P° 


fasse ich in eine ,Functionenclasse“* zusammen, und nenne die 


zur Classe gehôrigen Functionenscharen P', P°,... P, wie über- 


. 


y, +1 * 
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haupt jede Zusammenstellung solcher # Functionenscharen der 
Classe, durch welche sich alle übrigen Functionenscharen der 
Classe linear ausdrücken lassen, eine ,Basis“ der Classe. 

Wählt man ®,, p,,..., als solche Functionen, welche bei 
2 — x analytisch, endlich und unverzweigt sind, so sind auch die 
Zweige der dargestellten Functionenschar bei z = x sämtlich ana- 
lytisch, endlich und unverzweigt. Aber der umgekehrte Satz ist 
nicht richtig. Es kann eine Functionenschar P bei z = x sehr 
wohl endlich sein, während doch die Zusammensetzungscoefficienten 
bei z — x unendlich werden. Dies ist immer dann und nur dann 
der Fall, wenn die Determinante der Basis bei z — x verschwin- 
det, wenn also #4, => 0, folglich nicht alle Elementarexponenten der 
Stelle — 0 sind. 

Es fragt sich, in welcher Weise die Darstellungs- 
coefficienten w,, m,,...g, an der Stelle x unendlich 
werden dürfen, so daf die dargestellte Functionen- 
schar doch noch endlich bleibt. 

Ich kann mir zuvôrderst die Scharen P', P°,... P" so geordnet 
und mit oberen Indices versehen denken, da mindestens eine der- 
jenigen Determinanten 1), welche nur aus den letzten n—» Co- 
lonnen gebildet sind, an der Stelle x genau in der Minimalordnung 
k,_, — 0 verschwindet, d. h. von O0 verschieden ist. 

Es lassen sich nun genau » linear unabhängige Combinationen 
der P', P?,... P" mit constanten Coefficienten angeben, deren sämt- 
liche Zweige bei z — x verschwinden, und infolge der gemachten 
Voraussetzung über die Reïhenfolge der P', P°,... P" kann man 
dieselben in folgender Weise auswählen : 


(À). — p! _e GES p* de PE pre Hess + I RN 2 
CR at A Et A rev AS LE OS «D 


GT = Era ah te Pr a hr 


Die Coefficienten hierin sind eindeutig bestimmt durch die Pro- 
portionen : 


p'tit nn, po v+2,...n, 


PyLase VE RON onet Ge PNOPS L DSL 


0 


(4 


Lay 


s + D” v+l, Le n—] 


v+1, +9, ...n 1,v+2, ...n 1,2+1,...n—1 
: Ai pur diypo to 4, = (D; 2 4 22 DRE ‘ : EDR 
: É : COLE Un Vos ee y COL TO 
v+1, v+2, ...n 2, v+92,...n 2, v+1, ... n—1 
D Ro mr DAu Te SD RER Me SEC 
, » , DE US CURE Bees AURAS 
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v+1, v+2, . 


so auszuwählen sind, da D. 
Lits 


NON TOChES t, 4, ..: 4 


bei 2 — x nicht verschwindet. 
Ich ersetze jetzt das ursprüngliche Functionensystem durch 
das folgende : 
(CORAN CONS EEE À 
(PACE. (PP, PA Pr 


Ps Cu ee Ps Pi ee Pr 
Da sich nicht allein das neue Functionensystem durch das 
alte, sondern auch das alte durch das neue linear mit constanten 
Coefficienten ausdrücken läft, so müssen die Zahlen X, genau die- 
selben sein wie vorher. 

Ich behaupte jetzt, indem ich die Determinanten des neuen 
Systems mit (D) bezeichne: Nur diejenigen Determinanten 
(D), &=—n—7) kônnen bei z — x in der Minimalordnung 
k, verschwinden, welche môglichst wenig, d. h nur 
u+v—n von den ersten » Colonnen enthalten; enthält 
eine (D), von den ersten » Colonnen u+v—n+g, so ver- 
schwindet sie an der Stelle z — x mindestens in der 
Ordnung k,+q. 

Für g — 0 ist der Satz selbstverständlich, denn da besagt 
er nur, daf jede Determinante (D), mindestens in der Ordnung 
k, verschwindet. 

Ich will nun den behaupteten Satz für g—1 als bewiesen an- 
nehmen, und zeigen, daf er dann auch für g selbst gelten muf. 

Es mügen k,, k,,...k,,, irgend u +1 verschiedene der Zahlen 


1, 2,...n bedeuten, und zwar môügen die ersten u+v—-n+q—0 
derselben, k,, k,,...4k,, aus den Zahlen 1, 2,...», die folgenden, 
Rois on +. 4, aus den Zahlen v +1, » +2, ...n genommen sein. 


Die allgemeinste Combination mit Sn Coef- 


ficienten der Scharen ( Pÿ ù (P}*: rs (p}e ; pen FL ha deren 
sämtliche Zweige bei z — x verschwinden, hat die Gestalt: 


a (Ph + (23 + + a (pe 0. Pet + 0. Plenp... + 0. Pl, 
Ich bilde jetzt die Identität : 


ME nes Les » « LT PATTES “Run | …+(—1X"(P ko D Ras gs eee Ross Hot + Kuys 
DE", (HD re mme (E).E( 1 RE 
k Ka, Ko, K 
e.P EF 1257292 @+25°° Kuts 
Let DE D is 
DEL k 7 k RON, Je 
1}. o+2 15 193 ve L7eet @+3 * +1 AS ae u, pl 132%) : ue 
+ (1 fa D)", 195 . i x ( 1) Fe or CTES QT: 
ne (D D} ka, … Rx 
CETETEE 
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Hierin verschwinden die ersten @ als Coefficienten auf der 
linken Seite stehenden Determinanten, da es (D), mit nur (u +v—») 
+(qg—1) von den ersten » Colonnen sind, mindestens in der Ord- 
nung k,+q—1, da wir ja den Satz für g—1 als bewiesen voraus- 
setzen. Die rechte Seite verschwindet entweder identisch oder 
doch mindestens in der Ordnung 4,,,+q—1, da es eme (D),,, mit 
nur (u+1+v— n)+(q—1) der ersten » Célonhen ist, also, wenn 
wir w=n—v voraussetzen, in hôüherer Ordnung als &, +q—1. 
Ich behaupte jetzt zunächst, daf auch die u+l—o Weeron auf 
der linken Seite stehenden (D),, welche (uw +v-—n)+g der ersten 
y Colonnen enthalten, mindestens in der Ordnung 4, +q—1 ver- 
schwinden müssen. Gresetzt nämlich, sie verschwänden alle oder teil- 
weise in niedrigerer re. etwa bis 4, + q, herunter, (g, < g—1), 
so mügen dr, dois +++ Ouxs die Coefficienten ïhres 4, + q, fachen Ver- 
schwindens sein LEE — 0, wenn die botrtondé (D), in hôherer 
Ordnung verschwindet). Dann mu aber, damit die ganze Summe 
in hôherer Ordnung als k, + q, verschwindet 

MP ME 


ee Ko+s Po 8, Pi 
bei beliebigem à für 4 = x verschwinden, d. h. 


P — dot p'er + dr phet: Le sep du put 


wäre eine Functionenschar, deren Zweige sämtlich bei z = x 
verschwänden, was, wie oben betont, nur so môglich ist, daf 
dou —= dy = = 0,,, — Oist. Also verschwinden sämtliche 


(D), auf der ue Seite mindestens in der Ordnung 4,+ q—1. 

Es seien nun die Coefficienten ïhres (k,+q—1)fachen Ver- 
schwindens mit d,, d,, ... d,,, bezeichnet. Da die rechte Seite in 
hôherer Ordnung verschwindet, so muf 


k : À 
P = (PM +0, (Pl +... +0 (Pe+o Pet... +0, Ph 


eine Functionenschar sein, deren sämtliche Zweige für 4 = x ver- 
schwinden. 
Das ist aber nur môglich, wenn 


6) 


Q+1 


ist, d. h. wenn die sämtlichen w+1—o letzten (D),, welche 
(@+v—n)+g der ersten » Colonnen enthalten in hüherer Ord- 
nung als %,+q—1, d. h. mindestens in der Ordnung 4,+Q ver- 
schwinden. 
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Da k,, k,, ...k,,, sowie 4, 4,, ... 4, ganz beliebig ausgewählt 
sind, so ist au der Satz für die allpemeinsten (D), bewiesen, 
welche u+»—n+ der ersten » Colonnen enthalten. 

Führe ich jetzt statt der ursprünglichen Basis P', P?,.., P° 
folgende ebenfalls bei z — x endlich bleibende Basis ein: 


Q° en (KE — ET he, a+ ce, Tr 
2—%x Z— x / 

Q su (P} 2 P? + 1 NES P'+# + us Pr + ere + ie 
2—%x 2—xX J 

Q = (BE —— FEOCE Œ,v41 He dE A,y40 HAE à Pac y, n Fe 
Z—x &—x ? 

(4 ti _—_ pH 

Q" = E; 


so erniedrigt sich die Ordnung des Verschwindens einer (D), 
welche uw +v—n+q der Colonnen (P)', (P),...(P)' enthält, genau 
um uw+v—n+gqg. Da sie vorher schon Z4,+gq war, wird sie 
nachher noch = k,—(u+v—n) sein. 

Es gibt aber in dem neuen Functionensystem wirklich Deter- 
minanten D,, welche genau in der Ordnung k,—(u+v—n) ver- 
schwinden, Le es gibt (D), welche genau in der Ordnung 4, 
verschwinden, und diese (D), enthalten genau uw+v—n der er 
y Colonnen, erniedrigen also ihre Ordnung genau um w+v—n, 
so daf sie nachher genau die Ordnung #, — (u + v —n) haben. 

Wir haben also das einfache Resultat : 


Beim Uebergang von der Basis P', P,... P" zu der 


BA -Obrenon die Zahlen #, k_, km 
über in 

k! — k,—v 

! 

1 Fa k, .— (v—1) 

! 

Le k_4 el 
und die Elementarexponenten e,,e,,...e, erniedri- 


gen sich sämtlich genau um eine Einheïit: 
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e = e,—1 

e, = e,—] 

e, = 6,—1 
Die allgemeinste bei z — "x endlich bleibende Functionen- 
schar, welche sich aus P', P?,... P" vermittelst einfach unendlich 
werdender Coefficienten zusammensetzt, kann sich von einer linea- 
ren Combination der Q', Q°,... Q” mit beliebigen constanten Coef- 
ficienten nur um eine lineare Combination aller P', P°,... P" mit 


bei x endlich bleibenden Functionen als Coefficienten unterschei- 
den. Also: 


Wenn die Zusammensetzungscoefficienten einer 
bei 2 — x endlich bleibenden Functionenschar bei 
z — x einfach unendlich werden dürfen, so enthal- 
ten die Coefficienten des Unendlichwerdens » will- 
kürliche Constanten linear und homogen. 

Wenn nun noch nicht alle Elementarexponenten — 0 gewor- 
den sind, kann man in derselben Weïse weiter gehen. Man kann 
weitere ganze Functionenscharen À bilden, die sich aus den Q nur 
mit Hülfe einfach unendlich werdender, aus den P also vermit- 
telst zweifach unendlich werdender Coefficienten zusammensetzen. 
Die Anzahl derselben ist gleich der Anzahl der noch von 0 ver- 
schiedenen Zahlen e—1, d. h. gleich der Anzahl der Elementar- 
exponenten, welche = 2 sind. 

Die allgemeinste bei + endlich bleibende Functionenschar, deren 
Coefficienten bei x zweifach unendlich werden dürfen, setzt sich 
zusammen aus einer linearen Combination der formal zweiïfach un- 
endlich werdenden À, der formal einfach unendlich werdenden Q, 
jedesmal mit willkürlichen constanten Coefficienten und einer linea- 
ren Combination der P mit endlich bleibenden Functionen als Coef- 
ficienten. 

Wenn man so fortfährt, so lange noch nicht alle Elementar- 
exponenten — 0 sind, so erhält man schlieflich folsendes Ergebnis : 

Die Zusammensetzungscoefficienten der allge- 
meinsten bei z — x endlich bleibenden Functionen- 
schar dürfen bei z — x bis zur Ordnung e, unendlich 
werden, und zwar enthalten die e fach unendlich wer- 
denden Entwicklungsglieder so viele willkürliche 
Constanten linear und homogen, als es Elementar- 
exponenten gibt, die — e, sind, die (e—-1)fach un- 
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endlich werdenden Entwicklungsglieder enthalten 
aufer den schon genannten so viele weitere will- 
kürliche Constanten linear und mit den vorherigen 
zusammen genommen homogen, als es Elementar- 
exponenten gibt, die Æe,—1 sind, die (e—2)fach un- 
endlich werdenden Entwicklungsglieder neben den 
bisherigen so viele weitere willkürliche Constan- 
ten, als es Elementarexponenten gibt, die =e, —2 
sind u. s. w. 

Die Gesamtzahl aller in den unendlich werden- 
den Entwicklungsgliedern enthaltenen willkürlichen 
Constantenist 


ph Het e re k,, 


d. h. gleich der Ordnung, in welcher die Determi- 
nante der Basis an der Stelle x verschwindet. 

Mit diesem Satze, der für jede Darstellung irgend welcher 
Functionenscharen durch eine Basis fundamental ist, habe ich zu- 
gleich einen Irrtum richtig gestellt, der mir leider in meiner Note 
von Nr. 4 dieser Nachrichten: Ausdehnung des Riemann-Roch’- 
schen Satzes u. s. w. bei Charakterisirung der Bedeutung der 
Ausnahmepunkte einer Basis für die Darstellung ganzer Formen- 
scharen durch die Basis untergelaufen ist. 

Glücklicherweise hat der Irrtum auf die weiteren Betrach- 
tungen in jener Note keinen Einflufi, da die beiden Specialfälle 
des Satzes, auf denen allein die weitere Untersuchung beruht, 
auch dort richtig angegeben sind. 


Güttingen, den 10. Februar 1895. 


Ueber Schleimgewebe und Schleimgeschwülste 
mit besonderer Berücksichtigung der Blasenmole. 


Von 
J. Orth. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 9. März 1895.) 


Unter den neueren histologischen Färbemitteln nimmt das 
Methylenblau eine hervorragende Stelle ein, da es nicht nur 
ein vortreffliches Kern- und Bakterienfärbemittel ist, sondern auch 
mit vielen Kôrpern spezifische Farbreactionen gibt. ÆEiner dieser 
Kôrper ist der Schleim, mag er nun in Zellen und Zellsecreten 
oder in der Intercellularsubstanz sich finden. Der am gehärteten 
Präparat in Fadenform geronnene Schleim färbt sich in einfachem 
Methylenblau tief dunkelblau, in polychromem und der Mutter- 
substanz des Methylenblau, dem Thionin, rôthlich. Diese Reac- 
tionen sind so kräftig, dafB sie zum Nachweise des Schleims (Mu- 
cins) benutzt werden künnen und viel sicherere Resultate geben 
als die früher allein ausführbare Methode der Fällung des frischen 
Mucins durch Essigsäure. Ich habe schon seit langen Jahren aus- 
giebigsten Gebrauch vom Methylenblau gemacht und gerade auch 
der Mucinreaction desselben meine Aufmerksamkeïit zugewandt, 
auBerdem aber auch im vorigen Jahre einen Schüler, Herrn Arndt, 
veranlafit, besondere Untersuchungen in dieser Richtung anzustel- 
len, deren Resultate der Genannte in seiner soeben von der Fa- 
cultät genehmigten Dissertation niedergelegt hat. 

Es handelte sich bei diesen Untersuchungen um die Feststel- 
lung der Mucinmenge in der Intercellularsubstanz der von 
Virchow als Schleimgewebe bezw Schleimgeschwülste 
(Myxome) bezeichneten Gewebsbildungen, mit besonderer Berück- 
sichtigung der als Myxoma chorii hingestellten Veränderung 
des Chorion bei den sog. Blasenmolen; es sollte vorzugsweise fest- 
gestellt werden, ob es wirklich berechtigt sei, auf Grund des 
Schleimgehaltes der Intercellularsubstanz eine besondere Sorte von 
Geschwülsten als Myxome zu bezeichnen und ob die Blasenmole 
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dazu zu rechnen sei, oder ob es sich in allen diesen Fällen nur um 
üdematüses Bindegewebe handele. Ich habe meine Beobachtungen 
wesentlich mit einfachem Methylenblau gemacht, Herr Arndt hat 
aufer diesem auch polychromes Methylenblau sowie Thionin benutzt. 

Betreffs des normalen Schleimgewebes konnte festge- 
stellt werden, daB sowohl in der Wharton'schen Sulze des Nabel- 
stranges wie in dem Unterhautgewebe des Fütus überhaupt Schleim, 
wenn auch nicht in gro8er Menge, so doch deutlich nachweisbar vor- 
handen ist, während er in fertigem Binde- und Fettgewebe fehlt. Das 
embryonale Bindegewebe ist also ausgesprochen schleimhaltig und 
mag deshalb als Schleimgewebe bezeichnet werden, wenn man es 
durch diese Benennung nur nicht von dem gewühnlichen Bindegewebe 
scharf trennen will Die Bezeichnung schleimiges Bindegewebe, 
wie sie bereits vielfach gebraucht wird, ist vielleicht vorzuziehen. 

Oedematüse Geschwülste, insbesondere üdematôse Binde- 
gewebsgeschwülste geben an sich keine Schleimreaction, wenn sie 
auch makroskopisch noch so gallertig aussehen, wohl aber gibt es 
gallertige Geschwülste, deren Intercellularsubstanz so reich ist an 
Schleim, daf man die Methylenblaureaction schon makroskopisch 
sofort erkennen kann. Sonach erscheint es vollauf berechtigt, diese 
Neubildungen scharf und deutlich von blof üdematüsen Bindesub- 
stanzgeschwülsten zu trennen, sie als eine besondere Unterart der 
Bindesubstanzgeschwülste hinzustellen und Myxome zu nennen, 
da gerade der Schleim, das Mucin einen nicht nur qualitativ son- 
dern auch quantitativ wichtigen und charakteristischen Bestand- 
theil derselben ausmacht. ; 

Zu ihnen gehôrt aber die Blasenmole nicht. Das Grund- 
gewebe der Chorionzotten, das Endochorion, welches die sog. Bla- 
sen, die ebensowenig echte Blasen sind, wie die sog. Cysten der 
Plexus chorioidei, hauptsächlich bildet, ist embryonales Bindege- 
webe und enthält dementsprechend etwas Schleim, aber ganz er- 
heblich weniger als die echten Myxome der Kinder oder Erwach- 
senen und auch relativ weniger als die Wharton’sche Sulze, mit 
der es ja unmittelbar zusammenhängt. Das stimmt ganz mit den 
Resultaten der bekannt gewordenen chemischen Untersuchungen 
überein, die ebenfalls eine mit der GrüBe der Blasen parallel ge- 
hende Abnahme des relativen Schleimgehaltes ergeben haben. So- 
mit darf also die Blasenmole nicht als Myxom bezeichnet werden, 
da eine wesentliche Neubildung von Schleim gar nicht vorliegt, 
sondern die starke blasenartige Anschwellung des Endochorion ist 
vielmehr auf eine üdematüse Aufquellang des schon normal in den 
Chorionzotten vorhandenen Schleimes zurückzuführen. 
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Ueber das Verhalten der FluBthäler zur Erosion 
und zur Ablagerung von Diluvial- und Alluvial- 
bildungen. 


Von 
A. von Koenen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. März 1895. 


In den letzten Jahren ist bei uns wieder durch Klockmann 
und Zimmermann die ,Einseitigkeit von Thalbôschungen und 
Lehmablagerungen“ besprochen worden, über welche ja recht ver- 
schiedenartige Ansichten verôffentlicht worden sind, seit v. Baer 
zuerst vor 35 Jahren die Aufmerksamkeit darauf lenkte und das 
»Baer’sche Gesetz* aufstellte. Wenn ich nun auch gegen die 
mindestens theilweise durchaus sachgemäfen Ausführungen der 
früheren Autoren keinerlei Einwendungen vorzubringen beabsich- 
tige, so môüchte ich doch für diese Frage einige Beobachtungen 
anführen, welche ich seit längeren Jahren in verschiedenen Gregen- 
den, besonders von Hessen-Nassau und Hannover gemacht habe, 
und einige Gresichtspunkte hervorheben, welche mir geeignet scheiï- 
nen, zur Klarlegung der Angelegenheit beizutragen und auffallende 
Erscheinungen mindestens in einzelnen Fällen durch rein geo- 
logische Verhältnisse zu erklären. 

Da Ablagerungen von Lehm, Schotter etc. sich regelmäfig nur 
auf einer Seite von FluBthälern finden, ist ja genügend bekannt 
und unter Anderen auch von Tietze im fernen Osten Europas 
beobachtet worden; es gilt dies bis in die kleinsten Verhältnisse, 
bis in die kleinsten Thälchen, indem auf der Grenze zwischen 
Lehm und älteren Gesteinen sich ganz gewühnlich eine Einsenkung 
oder Delle, ein Wechsel des Büschungswinkels oder dergleichen 
findet, und der Grund für diese Erscheinung ist theils einfach in 
der Wirkung der Erosion zu suchen, theils darin, da Lehm sich 
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einerseits an steileren Gehängen überhaupt nicht absetzt, anderer- 
seits an weniger steilen mit noch flacherer Neigung seiner Ober- 
fläche, zumal nach oben hin; endlich ist die Strômung, einer der 
wesentlichsten Faktoren bei der Ablagerung von Sedimenten, nur 
in sehr seltenen Füällen auf beiden Seiten eines Flusses gleich 
stark. Wie in so vielen anderen, nicht gar zu breiten Thälern, 
ist diese Thatsache besonders auch im Fulda-Thale zwischen Cassel 
und Münden sehr scharf und schün zu beobachten. 

Es ist hier keineswegs immer dieselbe Seite des Thales, auf 
welcher die diluvialen oder alluvialen Massen liegen, sondern es 
wechselt dies häufg, besonders an Krümmungen des Thales und 
an der Einmündung eines Seitenthales oder eines Zuflusses. In letz- 
terem Falle scheint es oft, als ob die Schuttmassen, welche immer 
wieder dem Hauptthale aus dem Nebenthale zugeführt wurden 
und dort eine Art Deltabildung oder Schuttkegel bildeten, den 
Fluflauf gleichsam ablenkten und nach der anderen Thalseite hin- 
überdrückten, sodaf dort Abspülung stattfindet, während gegen- 
über ein diluviales oder alluviales Vorland gebildet, beziehentlich 
erhalten wurde. Besonders in diesem Falle ist die eigentliche 
Thalsohle oft nur auf einer Seite scharf begrenzt und steigt nach 
der anderen ganz allmählich an, um endlich unmerklich in das alt- 
alluviale und diluviale Thalgehänge überzugehen. 

Wenn aber ein Gewässer sein Bett zunächst durch Aus- 
waschung der lockeren, früher abgelagerten Massen vertieft und 
bei den Kriümmungen seines Laufes bald die eine bald die andere 
Grenze der lockeren Massen gegen die älteren Gresteine des Thal- 
ufers berührt und dort erodirt, so sind die Krümmungen an und 
für sich einer bestimmten Regel oder Gesetzmäfigkeit sicher nicht 
unterworfen, sondern das Wasser spült naturgemäf in der Rich- 
tung der Tangente der Kriümmungen am stärksten ab, und die 
Krümmungen oder Schleifen verändern sich mit der Zeit, falls sie 
nicht durch Menschenhand fixirt werden, sehr erheblich, so daf 
oft genug an derselben Stelle des FluBlaufes auf beiden Seiten 
Diluvialbildungen vorhanden sind, aber in verschiedenen Hôhen, 
als zeitlich verschiedene Terrassen. Der Fluf hat also auf der- 
selben Seite zeitweise erodirt, zeitweise aber auch abgelagert. 

Ohne Zweïifel ist nun die Richtung der Wasserläufe und die 
Erosion unter allen Umständen als Ursache, die Ablagerung von 
Sedimenten als Wirkung anzusehen, so da wir uns wesentlich 
nur mit jenen zu beschäftigen brauchen. Ich bemerke hier gleich, 
daB ich selbst noch nie Gelegenheit gehabt habe, unzweïfelhaft 
äolischen oder subaërischen LôB zu sehen. Es wäre also zu unter- 
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suchen, welche Momente einen bestimmenden Einfluf auf die Stelle 


und eventuell auf die Stärke der Erosion ausüben kônnen. Eine . 


Bestätigung für die Gültigkeit des ,v. Baer'schen Gresetzes“, daf 
das üstliche Ufer südnôrdlich gerichteter Flufläufe stärker ange- 
griffen werde und deshalb steiler werden müsse, als das westliche, 
habe ich in den mir näher bekannten Gebieten Norddeutschlands 
ebensowenig gefunden, als Andere, und seine Erklärung des ,(re- 
setzes“ durch die Rotation der Erde kann daher nicht wobhl richtig 
sein, da das ,Gesetz“ sonst für die ganze Erde zutreffen müfte. 
In gleichem Sinne, wenn auch etwas weniger bestimmt, hat sich 
auch zuletzt noch Zimmermann ausgesprochen. Für die beiden 
letzten Sätze des ,Gesetzes“ müchte ich auch annehmen, daf mit 
Unrecht die Erosion lediglich als Ursache hingestellt worden ist, 
wie sich aus dem Folgenden ergiebt. 

Abgesehen von den erwähnten Ablenkungen der Strômungen 
durch Nebenflüsse und Seitenthäler, oder auch wohl durch festere 
Gesteine, und abgesehen von der hierdurch bestimmten Erosion 
einzelner Stellen, findet sich stärkere Abspülung vornehmlich an 
solchen Stellen, wo die Ufer steil sind und unterwaschen werden. 
Ist doch das wichtigste Mittel für Uferschutz, dem Ufer eine flache 
und gleichmäfige Büschung zu geben und diese dann mit Gras 
oder Gebüsch zu bedecken; es wird hierdurch einerseits das Erd- 
reich vor der Abspülung in etwas geschützt, und andererseits die 
Strôomung durch die stärkere Reïbung in etwas gehemmt, so daf 
stellenweise dann wohl selbst feinerer Sand zwischen den Pflanzen- 
theïlen liegen bleibt. Das Vorhandensein eines Steilufers an einem 
Wasserlaufe ist somit mindestens eine wichtige Bedingung oder 
Veranlassung fortdauernder Abspülung, obwohl das Steilufer selbst 
gar häufig durch Erosion seime Gestalt bekommen hat, beziehent- 
lich steil erhalten wird. 

Falls nun die in einem Thale anstehenden Gesteine recht flach 
und ungestôrt liegen, so werden Ursachen, wie die oben erwähnten, 
in erster Linie auf den Lauf des Gewässers einwirken künnen, 
oder vielleicht auch der Wind, wie nach Tietze’s Vorgang 
Rucktäschl ete. wollten, oder selbst die Sonnenstrahlen, wie 
Zimmermann noch hinzufügte. Sobald aber die Lagerung der 
Gesteine weniger regelmäfig ist, sei es nun blos in Folge von 
deutlicherer Neigung der Schichten schräg oder gerade zum Thale, 
sei es in Folge beliebiger Dislokationen, so wird und bleibt das 
Thal ein unsymmetrisches, und es ist, wie bekannt, dasjenige Ge- 
hänge, an welchem die Schichten nach dem Thale zu einfallen, 
weit flacher, als das andere, an welchem die Schichten vcm Thale 
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abfallen, obwohl dieses gar oft geringere Hühe erreicht als jenes; 
es fehlen ihm in der Regel Quellen, Rutschungen und Gchänge- 
schutt, sowie diluviale und alluviale Massen, falls diese nicht auf 
einer besonderen, meist durch einen zweiten Steilhang begrenzten 
Terrasse liegen. Das wesentliche Moment ist für die Lage des 
Wasserlaufes und der Erosion, sowie für die der Diluvialbildungen 
jedenfalls das Eïinfallen der Schichten und die dadurch bedingte 
verschiedenartige Büschung der beiden Thalseiten. Durch gleich- 
mäfige Neigung der Schichten kann auch ohne Zweifel die Ent- 
stehung solcher einseitiger Lehmdecken erklärt werden, wie sie 
Zimmermann auf der West-Südwest- und Süd-Seite der kleinen 
Thäler in der Gegend von Zwickau-Werdau beobachtete und in 
der Zeitschrift der deutschen geologischen Gresellschaft 1894 $. 493 
beschrieb. 

Bei Dislokationsthälern kôünnen endlich auferordentlich ver- 
schiedene Verhältnisse sich entwickeln, je nachdem in einem Thale 
eine einfache Verwerfungsspalte verläuft, oder ein mehr oder 
minder komplicirter Graben-Bruch; in ersterem Falle ist das Thal 
mehr oder minder unsymmetrisch, und je nach dem Eïinfallen und 
auch der Beschaffenheit der auf beiden Thalseiten auftretenden 
Gesteine werden sich die Wirkungen der Gewässer mehr oder 
minder ebenso verhalten wie in dem oben erwähnten Falle, so daf 
voraussichtlich dasjenige Thalgehänge stärker durch die Erosion 
angegriffen wird, an welchem die Erdschichten in hüherem Niveau 
stehen geblieben sind, nicht das andere, an welchem sie abgesunken 
sind. Falls an einer Reiïhe von Nord-Süd-Verwerfungen, welche 
Veranlassung zur Bildung von Flufthälern gegeben hätten, stets 
der westliche Gebirgstheil abgesunken wäre, oder falls auch nur 
in einfach unsymmetrischen Thälern die Schichten stets nach Osten 
einfielen, so würde dann stets das üstliche Ufer der Flüsse stärker 
angegriffen werden, ein Bild, welches der Schilderung von Baer’s 
entspricht, für welches er sein ,Gesetz“ aufstellte. Ich müchte 
immerhin bei dieser Gelegenheit hervorheben, dafñi Credner für 
seine erzgebirgischen Thäler ebenfalls Struktur- oder tektonische 
Erscheinungen zur Erklärung heranzog. 

Sehr mannigfaltig kann endlich der Verlauf der Gewässer in 
einem Thale in einer Grabenversenkung sein; eine Erosion inner- 
halb der Grabenversenkung erfolgt besonders, wenn mürbere Schich- 
ten zwischen festeren eingesunken liegen. Sind festere Schichten 
zwischen mürberen eingesunken, so ragen sie an der Tagesober- 
fläche als Wall oder Rücken hervor. Sind aber die Schichten alle 
oder doch grofientheils tiefer eingesunken, als demnächst der Stand 
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und Abfluf des zulaufenden Wassers lag, so entstand, wie ich 
dies bei anderen Grelegenheiten früher wiederholt betont habe, zu- 
nächst eine Reïihe von Landseeen, deren Abfluf, beziehentlich Ver- 
bindung miteinander sich allmählich durch Erosion vertiefte, wäh- 
rend Gesteinsschutt, welchen die Tagewasser und Wasserläufe 
mitbrachten, diese Wasserbecken in der Regel vollständig aus- 
füllte und schlieflich noch vielfach mit einer Lehmdecke über- 
zogen wurde. In solchen, oft sehr breiten Becken bewegt sich die 
spätere Erosion fast immer lediglich in den Lehm- und Schuttmassen, 
und meist recht unregelmäfig, und auf beiden Seiten des Wasser- 
laufes kônnen diluviale oder alluviale Lagen erhalten sein. Nicht 
selten ragen aber über die Oberfläche der letzteren und des ganzen 
Beckens (Gresteinsmassen hervor, welche nicht tief genug einge- 
sunken sind, inmitten der Diluvial- und Alluvialdecken eine spezi- 
ellere Gliederung des Thales bewirken und dann oft zu ähnlichen 
Erosions-Erscheinungen Veranlassung geben, wie wir sie in ein- 
fachen asymmetrischen Thälern kennen. Da eingestürzte Schollen 
aber zerrüttet zu sein pflegen und namentlich vielfach von Quer- 
brüchen durchsetzt sind, welche zu Querthälern Veranlassung 
geben, zudem oft sehr verschiedenes Einfallen besitzen, und end- 
Lich auch aus ganz verschiedenen Gesteinen bestehen künnen, so 
ist das Bild der spezieller gegliederten Thäler und der Erosion 
in ihnen zuweilen sehr unklar und verworren, ebenso wie das der 
Bergformen in ihrer Umgebung. 


Ueber die Plasticität der Eiskrystalle. 
Von 


0. Mügge in Münster 1 Westf. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 23. März 1895 von Th. Liebisch.) 


Die Plasticität des Eises ist wegen ihrer Bedeutung für die 
Erklärung der Gletscherbewegung vielfach Gegenstand der Unter- 
suchung gewesen, indessen sind Versuche mit Berücksichtigung der 
krystallographischen Orientirung des Druckes erst 1890 von Me 
Connel') angestellt. Als er senkrecht zur optischen Axe ge- 
schnittene Stäbe auf zwei Schneiden legte und sie in der Mitte 
belastete, bogen sie sich nach und nach durch, wenn dabei die op- 
tische Axe vertical war, sie bogen sich nicht durch, wenn die op- 
tische Axe horizontal lag. Die optische Axe stand in den gebo- 
genen Stäbchen an jeder Stelle senkrecht zur gebogenen basischen 
Endfläche. Die Stäbchen verhalten sich also nach Me Connel's 
Ausdruck so, als beständen sie aus sehr vielen, hôüchst dünnen, 
nicht ausdehnbaren aber vollkommen biegsamen Lagen parallel der 
basischen Endfläche, etwa wie Papier, zwischen dessen einzelnen 
Blättern sich eine klebrige Flüssigkeit befindet, sodaf sie nur 
schwierig auf einander gleiten künnen. Darin würde das Eis also 
ganz übereinstimmen mit dem triklinen Salz K MnCls.2aq°), das 
heift, es fände während der Biegung die früher”) von mir als 
Translation bezeichnete Bewegung statt, und zwar hier parallel 
der Basis. 

Es schien von Interesse über dieses Verhalten beim Eis wei- - 
tere Beobachtungen anzustellen, und namentlich auch die reine 
Translation, ohne gleichzeitige Biegung, wie sie am Brombaryum ?) 
(BaBr2.2aq) zuerst beobachtet wurde, hervorzubringen und wenn 
môglich auch die Translationsrichtung zu ermitteln. 


1) Proc. Roy. Soc. 48, 259. 1890 und ausführlicher das, 49, 323. 1891. 
2) O0. Mügge, Neues Jahrb. f. Mineralogie etc. 1892. II, 95 u. 98. 
8) O0. Mügge, Neues Jahbrb. f. Mineralogie etc. 1889, I, 159. 
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Die Versuche haben zunächst die Me Connel’schen Angaben 
durchaus bestätigt. 2cm dicke, parallel zur Basis geschnittene 
Eisstäbe von quadratischem Querschnitt, wurden auf zwei als 
Schneiden dienende Holzleisten von 6—10 cm Abstand gelegt, so 
daf die optische Axe vertical war, und (mittelst Schnur) mit etwa 
5 k belastet. Sie erlitten in einigen Tagen eine (unelastische) 
Durchbiegung bis zu 4 cm, deren weitere VergrôBerung nur durch 
Thauwetter verhindert wurde. Sie blieben dabei ganz klar, frei 
von Sprüngen und optisch sich äufernden Spannungen; die optische 
Axe war überall senkrecht zur gekrümmten basischen Endfläche ; 
die vertical gestellte Längsfläche der Stäbe blieb eben, die Aus- 
lüschung erfolgte in ihr überall parallel zur Tangente an die ge- 
krümmte Umrifilinie. Wegen der starken Verdunstung des Eises 
gelang es nicht, auf den zur Längsrichtung der Stäbe senkrechten 
Flächen die wegen der Translation zu erwartende Streifung pa- 
rallel zur Basis zu beobachten, dagegen zeigte sich diese stets, 
wenn auch sehr fein, auf den im Grofen muschligen Bruchflächen, 
und zwar parallel zur Basis. 

Aus derselben (nach der Basis tafelf‘rmigen) KEisplatte nach 
verschiedenen Richtungen aber von müglichst benachbarten Stellen 
geschnittene Stäbe zeigten hinsichtlich der Leichtigkeit der Durch- 
biegung keinen merklichen Unterschied. 

Wurden Stäbe mit horizontaler optischer Axe auf die Schnei- 
den gelegt, so erfuhren sie bei Belastung bis zur Grenze der Trag- 
fähigkeit keine merkliche Durchbiegung. 

Um Translation ohne Biegung zu bewirken, wurden 
etwa Îcm dicke Stäbe von quadratischem Querschnitt paral- 
lel der optischen Axe geschnitten und 
wie vorher mit etwa à k belastet, nach- 
dem die Schneiden auf 2 bis 0,5 em eïn- . 
ander genähert waren. (Ein solcher Stab 
ist auch schon von Mc«Connel unter- 
sucht, indessen mit wenig befriedigendem 
Erfolg, weil der benutzte Stab offenbar 
nicht hinreichend optisch homogen und 
der Abstand der Schneiden zu groB war.) 
Es zeigte sich, da$ zwischen den Schnei- 
den ein Stück des Eises, etwa von der 
Breite der Gewichtsschnur, nach und nach 
aus dem Stab herausgedrängt wurde. Fi- 
gur 1 giebt den Längsschnitt eines etwa 
Figur 2. 2 Stunden belasteten Stabes, Figur 2 eines 
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andern kurz vor der vülligen Trennung. Die herausgedrängten 
Theiïle sind ôfter ihrem ganzen Umfang nach parallel zur Basis 
fein gestreift; sie verhalten sich optisch ganz wie der Haupttheil, 
d. h. die Elasticitätsaxe c liegt überall parallel der Pfeilrichtung ; 
von optischen Anomalien dureh Spannung und von Sprüngen ist 
nichts zu sehen, die Stäbe bleiben vüllig klar. 

Von môglichst benachbarten Stellen derselben Eisplatte ent- 
nommene Stäbe parallel zur optischen Axe verhalten sich alle 
merklich gleich, ob nun die eine oder die andere Seite ihrer qua- 
dratischen Querschnitte vertical gestellt war. Da durch Schlag- 
figuren, Aetz- und Fortwachsungsversuche eine hinreichend sichere 
krystallographische Orientirung innerhalb der Basis nicht zu er- 
reichen war, wurden zur Ermittelung etwaiger bevorzugter Trans- 
lationsrichtungen an verschiedenen Stellen eines und desselben 
Stabes (von etwa 7 cm Länge) erst die eine, dann die andere Seite 
des Querschnittes, dann auch die eine und die andere Diagonale 
desselben vertical gestellt. Es zeigte sich, daB die Translation 
nach allen vier Richtungen merklich gleich leicht vor sich ging. 
Auch für Richtung und Gegenrichtung konnte ein Unterschied nicht 
festgestellt werden. 

Obwohl sich später beim Aufthauen herausstellte, daf die be- 
nutzte dicke Eiïsplatte aus sehr unregelmäfig begrenzten stängligen 
Individuen (ungefähr senkrecht zur Basis) von nur 1—2 [cm Quer- 
schnitt bestand, und also kaum einer der verwendeten Eisstäbe 
krystallographisch homogen gewesen sein dürfte, geht aus den 
Beobachtungen doch wohl als sehr wahrscheinlich hervor, daf das 
Eis Translationen nach allen Richtungen in der Basis einzugehen 
vermag. Dagegen mu es weiteren Untersuchungen vorbehalten 
bleiben zu ermitteln, nach welchen Richtungen sie am leichtesten 
vor sich gehen. Nach den kaum merklichen Unterschieden der 
Härte (Ritzhbarkeit) innerhalb der Basis und dem Fehlen ausge- 
zeichneter faseriger Bruchflächen ist allerdings zu vermuthen, daf 
die Translationsfähigkeit nach verschiedenen Richtungen nicht sehr 
verschieden ist. 

Die Temperatur schwankte bei diesen Versuchen zwischen 
— 30 und —16°; besonders leichte Deformirbarkeit bei hüherer Tem- 
peratur wurde nicht bemerkt, indessen kann ein nicht sehr starker 
Einfluf der Temperatur leicht durch kleine Ungleichheiten in den 
Dimensionen der Stäbe und verschiedene krystallographische Orien- 
tirang verdeckt sein. 

Die Plasticität des Eises äuBert sich noch in einer andern 
Weise, die allerdings ebenfalls durch das Translationsvermügen 
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bedingt scheint. Legt man einen senkrecht zur optischen Axe ge- 
schnittenen Stab so auf zwei Schneiden, da die optische Axe 45° 
mit der verticalen bildet und belastet ïihn in der Mitte, indem 
man gleichzeitig, etwa durch Einkerben der Schneiden, Sorge trägt, 
daB er an den Auflagerungsstellen sich nicht um seine Längsrich- 
tung drehen kann, so drehen sich”trotzdem die übrigen Theïle des 
Stabes zwischen den Schneiden, am stärksten im mittleren Quer- 
schnitt, und zwar derart, dal die optische Axe nach einiger Zeit 
einen kleineren Winkel als zu Anfang mit der Verticalen bildet. 
Der Stab wird also dabei um seine Längsrichtung (senkrecht zur 
optischen Axe) tordirt (auch gleichzeitig durchgebogen), wie das 
auch schon aus einem Versuch von Mc Connel hervorzugehen 
scheint. Torsionsaxe und Translationsrichtung sind bei diesem 
Versuch am Eis parallel; ebenso ist es, wie ich mich überzeugt 
habe am Brombaryum, Kaliummanganchlorür, Gyps, Antimonglanz 
und Vivianit. Am Eis war es nicht mehr müglich, diese Erschei- 
nung weiter zu verfolgen, indessen ist nach den Beobachtungen an 
den andern genannten Substanzen anzunehmen, daf diese, nicht mit 
Spannung verbundene, Torsion auch beim Eis dadurch müglich wird, 
daf die nach derselben Richtung senkrecht zur optischen Axe sich 
erstreckenden Molekülreihen sich verhalten wie nicht ausdehnbare, 
aber vollkommen und beliebig biegsame Fäden, welche unabhängig 
von einander ihrer Länge nach gleiten kôünnen, ohne dabei ihren 
Abstand im mindesten zu ändern. 
Münster, Westf. Mineral. Museum 
d. Kôngl. Akademie. 19. März 1895. 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Mai 1895. 


1. Ueber eine neue Methode zur Gewinnung von Ketonen. 


Bei dem Studium ungesättigter Kohlenwasserstoffe von noch 
unbekannter Konstitution, erwies es sich wünschenswerth, nach 
bestimmter Richtung zunächst das Verhalten von solchen Verbin- 
dungen festzustellen, welche ungesättigte Kohlenwasserstoffradicale 
von bekanntem Bau enthalten. Ich veranlafte daher Herrn F. G. 
Pond einige Verbindungen, in welchen man das Vorhandensein 
des Allyl-Radicals anzunehmen hat, näher zu studieren und zwar 
handelte es sich wesentlich darum festzustellen, wie sich die Brom- 
additionsproducte jener Verbindungen gegen alkoholisches Alkali 
verhalten würden. Dabei hat sich die ebenso überraschende wie 
interessante Thatsache ergeben, da8 Verbindungen, welche das 
Kohlenwasserstoffradical CH — CH—CH3 enthalten und deren 
Bromadditionsproducte also die Formel R CH Br CHBr CH3 haben 
müssen, bei der Behandlung mit alkoholischem Alkali in Ketone 
übergehen. Eine Erklärung dieses Vorgangs ist wohl nur in fol- 
gender Weïse zu geben môglich. Es tritt bei der Reaction zunächst 
Bromwasserstoff aus und man erhält die Gruppe R:CH = CBr CH; 
oder R:CBr — CH:CHs, dann wird Brom gegen Hydroxyl er- 
setzt und die so entstandene Verbindung R-CH = C(OH)-CHs 
oder R-C(OH) — CHCH: erleidet eine Atomverschiebung unter 
Bildung eines Ketons R:CH2 CO CHs oder R:CO CH: CH. 

Näher untersucht sind die Umsetzungsproducte bisher beim 
krystallisirten Anethol und beim Isosafrol. Das vollkommen ana- 
loge Verhalten beider Substanzen beweist beiläufig, daf das C3 H5- 
Radical im Anethol gleich gebaut ist, wie der entsprechende Be- 
standtheil des Isosafrols (und nicht wie der des Safrols). 
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: : OCHs 
Anetholbibromid Co Ge He Br 
65° wurde mit einer Auflüsung von Natrium in Alkohol gekocht. 
Das Resultat war dasselbe bei Anwendung von Methyl- oder von 
Aethylalkohol. Nach etwa dreistündiger Einwirkung war alles 
Brom an Alkali gebunden und in Lüsung fand sich ein Keton vor. 
Zur Reindarstellung wurde die Verbindung in das Oxim überge- 
führt. Dasselbe bildet bei 74° schmelzende Prismen, deren Ana- 
lyse auf die Zusammensetzung Cio His O2 N führte. Aus dem Oxim 
wurde durch Kochen mit verdünnter Schwefelsäure das reine Ke- 
ton gewonnen. Die Verbindung siedet bei 12"% bei 136—139°, er- 
starrt beim Abkühlen und schmilzt bei 26—270. Die Analyse des 
Products ergab Zahlen, welche gut auf die Zusammensetzung 
Cio Hiz O2 stimmen. Um zwischen den beiden môglichen Formeln 


O CE: OCH3 
CO CH: CHs CH: CO CE ? 


vom Schmelzpunkt 64— 


1) Ce Hs “und 2) Cç H4 
welche dem Keton aus Anethol gemäf der erst angestellten Be- 
trachtung zukommen kôünnen, zu entscheiden, ist die Verbindung 
der Oxydation unterworfen worden. Neben Anissäure trat dabeï in 
reichlicher Menge eine Ketonsäure auf. Dieselbe ist in Wasser leicht 
lôslich und schmilzt bei 89 Der Analyse nach hat sie die Zu- 
sammensetzung Co Hs O4, es muB also die Ketonsäure C6 H4 ae 
vorliegen. 

Die Bildung dieser Säure kônnte zu dem Schluf veranlassen, 
daB dem oxydirten Ketone die Formel 1) zukommen müsse. Es 
ist das aber doch nicht ganz sicher zu behaupten. Es liegen An- 
gaben darüber vor, daf auch Anethol selbst in eine Ketonsäure 
der eben gegebenen Formel übergeführt werden kônne. Der Pro- 
ceB kann in diesem Fall nur folgenden Verlauf nehmen. Das 
Radical CH = CH—CH3 wird unter Hydroxyl-Aufnahme zu 
CH(OH)-CH (OH) CH3, dann entsteht das Biketon —CO—CO—CH: 
und von diesem wird die Methyleruppe fortoxydirt. Wenn aber 
ein derartiger Reactionsverlauf überhaupt eintreten kann, so muñ 
man es auch für môglich halten, daf ein Keton R:CH:2 CO CHs 
unter dem Einfluf oxydirender Agentien zunächst an der Methylen- 
gruppe angegriffen wird, sodaf ein Biketon R:CO CO CH: entsteht, 
das dann weiter zerfallen kann, wie eben erürtert worden ist. 
Es wird also noch weiterer Versuche bedürfen, um zwischen den 
zwei môüglichen Formeln für das Keton aus Anetholbibromid zu 
entscheiden. 


LL NE Ta 


dit 
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Das Isosafrol (CH: O2) Co H3 CH = CH-CHs verhält sich 
genau wie das Anethol. Das Bibromid des Isosafrols scheint bis 
dahin nicht dargestellt worden zu sein. (Ciamician und Silber er- 
hielten durch Einwirkung von Brom auf die in Schwefelkohlenstoff 
gelüste Verbindung ein Tribromid. Um das für die Ausfübrung 
der beabsichtigten Reaction nothwendige Bibromid zu erhalten, 
wurde eine stark abgekühlte ätherische Lôüsung des Isosafrol 
tropfenweise mit dem gleichen Gewicht Brom versetzt. Um etwa 
überschüssiges Brom zu entfernen wurde die Flüssigkeit dann mit 
schwefeliger Säure durchgeschüttelt und der Aether bei gewôhn- 
licher Temperatur verdunstet. Das Bibromid hinterblieb als dickes 
Oel und wurde direct mit Natriummethylat in Umsetzung gebracht. 
In dem Reactionsproduct fand sich ein Keton, das zunächst in das 
Oxim übergeführt wurde. Diese Verbindung schmilzt nach der 
Krystallisation aus Alkohol-Aether bei 104°. Aus dem Oxim wurde 
durch verdünnte Schwefelsäure das Keton regenerirt und als eine 
bei 13"" zwischen 153—154° siedende Flüssigkeit erhalten, welche 
beim Abkühlen fest wird. Der Schmelzpunkt des erstarrten Ke- 
tons liegt bei 39°, 

Dies Keton scheint auch schon Angeli unter Händen gehabt 
zu haben. Bei der Reduction des von ïihm aus Biisonitrososafrol 
dargestellten Peroxids mit Zink- und Essigsäure entstand ein 
Kôrper, den er Homoacetopiperon genannt hat!) und dessen Zu- 
sammensetzung und Schmelzpunkt mit dem des Ketons aus [sosa- 
frol übereinstimmt. 

Eine dritte Verbindung, die von uns in den Kreïis der Unter- 
suchung gezogen wurde, ist das schôn krystallisirende Aethyliso- 
eugenol. Auch das Bibromid dieser Verbindung läft sich unter 
den angegebenen Bedingungen in ein Keton überführen, dessen 
Oxim bei 110° schmilzt. 


2. Ueber Derivate des Piperonals (Heliotropins). 
Die Versuche sind von mir in Gremeinschaft mit Herrn Mig- 
hill ausgeführt. Zunächst wurde das schon bekannte Oxim des 
Aldehyds reducirt und auf diesem Wege eine neue Base der Formel 


O0 
C5 Hs 0 CH gewonnen. Es ist das eine farblose Flüssigkeit, 
CH: NH: 


deren Geruch nicht mehr dem des Ausgangsmaterials ähnelt und 
die bei 12" bei 136° siedet. Die Base zieht lebhaft Kohlensäure 


1) Gazz. Chim. ital. 1892°?. 473. 481, 
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aus der Luft an und erstarrt dabeï zu einem Salz. Ihr Chlorhy- 
drat krystallisirt in luftbeständigen, bei 230° unter Zersetzung 
schmelzenden Krystallen. Auch das Nitrat und Sulfat sind leicht 
krystallisirt zu gewinnen, ersteres schmilzt bei 1489, letzteres bei 
253° unter Zersetzung. Die Acetylverbindung bildet farblose, bei 
104° schmelzende Nadeln, die in Wasser und Alkohol lôslich sind. 

Es wurden ferner die Condensationsproducte des Pi- 
peronals mit Aceton untersucht. Es bilden sich bei Anwen- 
dung von verdünntem alkoholischen Natron als Condensationsmittel 


zwei Producte: 1) Die Verbindung CH2 eee Co H3 CH = CH CO CB, 


gelbe bei 105—106° schmelzende Nadeln, die in ein bei 191° schmel- 
zendes Oxim übergeführt werden konnten. 2) Die Verbindung 


(<> HPCre CH), CO, hellgelb goférbte, bei 186-1800 
schmelzende Krystalle. 


Merkwürdig an beiden Verbindungen ist — im Gegensatz zur 
Muttersubstanz — ihre (reruchlosigkeit und ïhre lebhafte Färbung. 
Ferner zeichnen sie sich aus durch ïhre grofe Neigung zur wei- 
teren Condensation. Als die erste Verbindung, um sie zu redu- 
ciren, in alkoholischer Lüsung mit metallischem Natrium behandelt 
wurde, verwandelte sich in kurzer Zeit das Product vollkommen 
in eine dunkelroth gefärbte, in Alkohol und Aether kaum lôsliche 
Masse, deren Analyse darauf hindeutet, daf mehrere Molecüle unter 
Wasseraustritt zusammen gegangen sind. Viel interessantere Ver- 
hältnisse zeigte aber die zweite Verbindung, welche sich mit den 
verschiedensten Substanzen unter Bildung intensiver Farbstoffe 
condensiren läft. Sowohl das Mono- als auch das Bi-Piperonal- 
Aceton zeigen eine sehr schôüne Farbreaction beim Uebergiefien mit 
conc. Schwefelsäure. Die erstere Verbindung nimmt dabei eine 
tiefrothe, die letztere eine tief blauviolette Färbung an. Diese 
Färbungen verschwinden aber sofort auf Zusatz von Wasser und 
die ursprünglichen, gelben Verbindungen scheiden sich wieder aus. 


Ganz andere Erscheinungen treten ein, wenn man die Bipipe- 
ronal - Verbindung, %. B. in Benzol 1ôst und dann einige Tropfen 
conc. Schwefelsäure hinzufügt. ÆEs scheidet sich sofort eine pracht- 
voll blauviolette, bronzeglänzende Masse aus, die alle Eigenschaften 
eines Farbstoffs zeigt. Dieser lüst sich leicht in warmem Wasser, 
Gewebe färben sich in einer solchen Lüsung grünlich gelb, wenn 
sie vorher mit Zinnsalz gebeizt wurden mehr orangegelb. Alkali 
verändert den Farbton wesentlich. Andere Farbstoffe werden er- 
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halten, wenn man das Keton mit Phenolen, wie Resorcin, oder 
gleichzeitig mit Phenolen (z.B. Naphtol) und Benzol behandelt.. 

Es scheint hier eine ganz neue Gruppe von Farbstoffen vor- 
zuliegen, über deren Constitution und Bildungsweise erst weitere 
Versuche Aufschluf geben künnen. 


3. Ueber die Oxydationsproducte des Terpineols. 


Durch ein weiteres Studium der Abbauproducte des Terpineols 
sind neue Einblicke in dessen Constitution gewonnen.  Cio His O 
geht wie ich früher nachgewiesen habe, erst in Cio H2zo Os über, 
dieses bei weiterer Oxydation in Cio Hie O3. Letztere Substanz ist 
nun von Herrn Kerr näher untersucht worden. Da das Product 
Cio Ho O3 als ein Trioxyhydrocymol anzusprechen war, lag es am 
nächsten für die daraus durch Wasserstofffortnahme gebildete Sub- 
stanz die Zusammensetzung eines Biketons anzunehmen. Diese 
Auffassung hat sich aber als unrichtig erwiesen, die Substanz ent- 
hält vielmehr nur ein Sauerstoffatom in Ketonstellung. Es ge- 
lang ein Oxim darzustellen von der Formel Cio Hi6 O2 (NOH) und 
vom Schmelzpunkt 76—77°, ferner ein Semicarbazon Cio Hi O2 
(NNHCONH:) vom Schmelzpunkt 200 Auch die Bindung der 
beiden anderen Sauerstoffatome im Ausgangsmaterial liefi sich durch 
folgenden Versuch feststellen. Zu einer Auflüsung des Ketons 
Cio Hi Os in wenig Wasser wurde auf 1 Molecül genau je 1 Mo- 
lecül Aetznatron gefügt und diese Flüssigkeit mit Silbernitrat ver- 
setzt. Es fiel sofort ein Silbersalz aus, das leider sehr veränder- 
lich war, sich namentlich nicht durch Krystallisation reinigen lief 
und daher keine befriedigenden analytischen Werthe lieferte. 
Wurde das Silbersalz durch Schwefelwasserstoff zerlegt, so erhielt 
man die Ausgangssubstanz wieder und damit ist genügend bewie- 
sen, daf das Silbersalz sich direct von dem Kôrper Cio Hi6 Os ab- 
leitet. Da dieser nun neutral reagirt, bleibt nur die Annahme 
übrig, daf er eine Lactonbindung enthält, die durch Aetzalkalien 
in bekannter Weise gelüst wird. Das Silbersalz leitet sich also 
von einer Oxysäure her. Das Oxydationsproduct Cio Hiç Os aber 
ist ein Ketolacton. Ferner lieB sich beweisen, da die Car- 
bonylgruppe an Methyl gebunden ist. Bei der Behandlung des 
Cio Hi6 Os in alkalischer Lôüsung mit 6 Atomen Brom entstand näm- 
lich Bromoform und Terpenylsäure. 

Wenn nun der Terpenylsäure die von mir früher vorgeschla- 
gene Formel!) 


1) Ann. d. Ch. 259, 322. 
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CH CH:—COOH 
CH F7 SCHe—C00 
| 


wirklich zugesprochen werden darf, was durch neue in Fittig’s 
Laboratorium von Ad. Wolff ausgeführte Arbeiten an Wahr- 
scheinlichkeit sehr gewonnen hat, so ist damit die Constitution der 
Verbindung Cio Hi O3 sicher bewiesen. Man hat in ihr die Atom- 
gruppirung 

CH: CH: CH CO CE: 

CH | CE C0 


anzunehmen. Dieses Resultat spricht sehr zu Ungunsten der bis- 
her angenommenen Terpineol-Formel. 


4. Ueber Reductionsproducte des Carvons. 

Bei der Reduction des Carvons mit Zink und Natronlauge 
wurde s.Z. neben Bihydrocarvon eine schôn krystallisirende Sub- 
stanz erhalten, welche — auf Grund ihrer Bildungsweise — anfangs 
als Pinakon angesprochen worden ist. Arbeiten, welche ich ge- 
meinsam mit Herrn Lipcezinsky und Herrn Timmermann aus- 
geführt habe, führten nun u. a. zu dem Resultat, da jene Ver- 
bindung kein Pinakon, sondern daf sie noch ein Keton ist. Es 
konnte daraus ein Phenylhydrazon und ein durch seine Schwer- 
lüslichkeit ausgezeichnetes Oxim erhalten werden. 

Nachdem diese Erkenntnif gewonnen war, lag es nah zu ver- 
suchen, zu dem krystallisirten Keton durch Reduction des Carvon- 
hydrochlorids oder Hydrobromids mit Zink und Natronlauge zu 
gelangen. In der That entsteht dabei mit grofer Leichtigkeit ein 
fester, schôün krystallisirter Kôrper, der aber nicht ganz einheit- 
lich und trotz grofer Aehnlichkeit mit dem schon bekannten, di- 
rect aus Carvon entstehenden, mit diesem doch nicht identisch ist. 
Nun entsteht durch Einwirkung von Alkali auf die Halogenwasser- 
stoff-Additionsproducte des Carvon eine mit diesem isomere Ver- 
bindung. Diese Thatsache ist schon vor etwa zwei Jahren im hie- 
sigen Laboratorium von Dr. Schrader gefunden worden. Ehe 
sie von hier aus verôffentlicht wurde, hat A. v. Baeyer dieselbe 
Beobachtung mitgetheilt und das isomere Carvon Eucarvon genannt. 
Es hat sich nun gezeigt, da das Eucarvon die Muttersubstanz ist, 
von dem das directe Reductionsproduct der Carvonhydrohalogen- 
Verbindungen sich herleitet. Eucarvon giebt nämlich, der Reduc- 
tion mit Zink und Natronlauge unterworfen, dasselbe krystallisirte 
Product in sehr reichlicher Ausbeute. 


Ueber eine Erweiterung des Symbols (a, 6) 
in der Theorie der Moduln. 


Von 
KR. Dedekind in Braunschweig, ausw. Mitglied. 


(Vorgelegt am 11. Mai 1895 vom vorsitzenden Secretär.)  * 


Am Schlusse des Vorwortes zu meiner Abhandlung Ueber die 
Discriminanten endlicher Kürper, welche der Künigl. Gesellschaft 
am D. August 1882 vorgelegt und in den Bd. 29 der Abhandlungen 
aufzenommen ist, habe ich hervorgehoben, da8 alle in ibr ge- 
wonnenen Resultate einer wichtigen Verallgemeinerung fähig 
sind, zu welcher man dadurch gelangt, da man den endlichen 
Kôrper & nicht nur auf den Kôürper der rationalen Zahlen, 
sondern auch auf jeden in & als Divisor enthaltenen Kürper be- 
zieht, wobei neben den gewühnlichen Normen, Discriminanten, 
Spuren auch partielle oder relative, auf diesen Kôrper bezügliche 
Normen u. s. w. einzuführen, und gewisse rationale Zahlen durch 
Ideale dieses Kürpers zu ersetzen sind. Die Durchführung dieser 
Verallzemeinerung erfordert, wie ich damals bemerkt habe, einige 
vorbereitende Untersuchungen, welche aber auch ein selbständiges 
Interesse darbieten, und unter diesen befindet sich die in der 
Ueberschrift genannte Erweiterung des in der Modultheorie auf- 
tretenden Symbols (a, b), welche den Hauptgegenstand der folgenden 
Mittheilung bildet. Hierbei mu ich die Kenntnifi des letzten 
Supplementes der vierten Auflage (1894) von Dirichlet’s Vor- 
lesungen über Zahlentheorie voraussetzen, welche ich kurz mit D. 
citiren werde. 

$ 1. 

Der Grundgedanke unserer Untersuchung ist der folgende. 
Aus dem Begriffe eines Moduls (D. $ 168) ergiebt sich eine un- 
mittelbare Beziehung desselben zu dem Kôrper À der rationalen 
Zahlen, welche darin besteht, da jede Zahl « eines Moduls a 
durch Multiplication mit jeder ganzen rationalen Zahl à immer in 
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eine Zahl ax desselben Moduls à verwandelt wird; bezeichnet man 
.mit 3 den Inbegriff [1] aller ganzen Zahlen des Kôrpers R, so 
kann man diese Eigenschaft auch so aussprechen (D. $. 500), daf 
das Product 3a stets theilbar durch a ist. Auf dieser Eigenschaft 
beruht ein grofier Theil der allgemeinen Modultheorie. Ersetzen 
wir nun den Kürper À durch einen beliebig gewählten endlichen 
Kürper Z, der aber ungeändert beibehalten wird, und bezeichnen 
wir mit z den Inbegriff aller in ihm enthaltenen ganzen Zahlen, so 
soll im Folgenden die Theorie aller derjenigen Moduln a entwickelt 
werden, welche die Eigenschaft besitzen, daB za durch a theil- 
bar ist. In unseren Zeichen wird dies durch 


do #a = a oder z=>0° 


ausgedrückt, wo a° die Ordnung des Moduls a bedeutet (D. $. 505). 
Da in + auch die Zahl 1 enthalten, also immer a = za ist, so ist 
diese Eigenschaft auch gleichbedeutend mit 


(2) za = 0. 


Man kann sie auch so aussprechen, daf jede auf den Modul a be- 
zügliche Congruenz mit jeder ganzen Zahl des Kôrpers Z multi- 
plicirt werden darf (D. S. 508). Wenn nun der Modul b dieselbe 
Eigenschaft besitzt, so ergiebt sich aus den allgemeinen Sätzen 
(D. $. 502, 500, 504) 


(3) 2(a+b) = 4a+2b, 2(a—b) > z2a-2b, 
p 2b 
(4 2(ab) = (2a)b, 47) er 


daf auch die vier Moduln a+6, a—b6, ab und b:a von derselben 
Beschaffenheit sind. Mit Rücksicht auf diese Reproduction durch 
alle Modul-Operationen wollen wir der Kürze wegen ein für allemal 
festsetzen, daf unter einem Modul schlechthin, falls nicht das 
Gegentheil ausdrücklich bemerkt wird, im Folgenden stets ein 
solcher Modul a verstanden werden soll, welcher die durch (1) 
oder (2) ausgedrückte Eigenschaft besitzt. — 

Wir betrachten zunächst alle diejenigen endlichen, von 
Null verschiedenen Moduln, deren Zahlen dem 
Kürper Z angehôren. Zu der Bezeichnung dieser Moduln 
soll in der Regel die zweite Hälfte des lateinischen Alphabetes 
dienen, während die Buchstaben der ersten Hälfte meistens Zahlen 
des Kürpers Z bedeuten. Da die Ordnung x’ eines solchen Moduls 
æ aus lauter ganzen Zahlen besteht (D. S. 527), welche offenbar 
in Z, also auch in z enthalten sind, so ist 4° = 2, und da zufolge 
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() auch 2 a° ist, so folgt a° — 2, mithin ist jeder solche Modul 


æ ein Idealbruch (D.$. 560. Anm.) Dieser Fall ist so wichtig 
für unsere Untersuchung, daB ich noch einige Worte zur Er- 
luterung hinzufügen will Wenn æ ein ganzer Modul, also 
æ># ist, so ist er offenbar ein Ideal (D. S.5b1); hierbei be- 
merke ich ein für allemal, daB immer nur von solchen Idealen 
und Idealbrüchen die Rede sein wird, welche im Kürper Z ent- 
halten sind, was also künftig stets hinzuzudenken ist. Wenn 
aber der endliche Modul + auch gebrochene Zahlen enthält, so 
kann man eine von Null verschiedene ganze Zahl « des Kürpers 
Z so wählen, daf alle Basiszahlen von x durch Multiplication mit 
a in ganze Zahlen verwandelt werden, und folglich æa ein Ideal 
y wird; allgemeiner, es giebt unendlich viele Paare von Idealen 
u, © (z. B. u = za, v = y), welche der Bedingung zu — v genügen, 
MOPAUSET VU — vu, AÏSOR Auch — 212 — 0) — uv, 
und x = z folet (D. $. 553, 506, 507). Unter allen diesen 
Paaren u,v giebt es ein einziges, welches aus zwei relativen 
Primidealen «,,v, besteht (D. $S. 556), und jedes Paar ist von 
der Form w = wu,, © — wv,, wo w — u+v ein willkürliches 
Ideal bedeutet; zugleich leuchtet ein, daf w, — z2—4x7* der Inbegriff 
aller oben mit & bezeichneten Zahlen (einschlieflich a = 0), und 
ebenso v, — 2—%x, ferner uw = 2+%, 0 — 2+% ist. — 

Aus den soeben betrachteten Moduln x bilden wir jetzt alle 
Moduln ÿ von der allgemeineren Form 


@) p = &œ, 


wo &« jede beliebige, von Null verschiedene Zahl innerhalb oder 
auBerhalb Z bedeutet. Diese Moduln p wollen wir kurz einfache 
Moduln nennen, weil sie für unsere Untersuchung genau dieselbe 
Bedeutung besitzen, wie die von Null verschiedenen eingliedrigen 
Moduln für die allgemeine Modultheorie (D. $. 494), und weil sie 
mit diesen letzteren zusammenfallen, wenn Z der Kôrper R der 
rationalen Zabhlen ist.*) Jeder einfache Modul p ist offenbar ein 
endlicher, von Null verschiedener Modul, in welchem jedes Zahlen- 
paar ein nach Z reducibeles System bildet (D. S. 466), und 
man überzeugt sich leicht, daf hierdurch umgekehrt der gemein- 
same Charakter aller einfachen Moduln auf invariante Weise be- 
stimmt ist. Offenbar läft sich aber jeder einfache Modul p auf 
unendlich viele verschiedene Arten in der Form (5) darstellen; ist 
nämlich y irgend ein mit x äquivalenter Idealbruch (D. $. 579), 


1) Die Wahl des Buchstaben p soll also keineswegs an Primideale erinnern, 
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also æ — yc, wo c irgend eine von Null verschiedene Zahl in Z 
bedeutet, so wird p — yB, wo B — ca; man darf daher bei der 
Darstellung (5) auch immer annehmen, dass æ ein ganzer Ideal- 
bruch, d. h. ein Ideal ist. 

Zugleich leuchtet ein, da8 jeder einfache Modul p ein eigent- 
licher Modul (D. S. 506), dass nämlich 


(6) pe = pp, pi = 2707 
ist, und ebenso, dafi Producte und Quotienten von einfachen Moduln 
wieder einfache Moduln sind. Hieraus folgt auch leicht, daf immer 

(7) (a—b)p = ap—bp 
ist; denn nach der allgemeinen Modultheorie (D. $S. 502) ist die 
lnke Seite theilbar durch die rechte, und ebenso ist (ap—bp)p7* 
theïlbar durch den Modul app '—b6bpp", d.h durch a—b, woraus 
durch Multiplication mit p folgt, daf auch die rechte Seite unserer 
Gleichung (7) durch die linke theilbar ist, w. z. b. w. Auf die- 
selbe Weise ergiebt sich, daf aus ap = bp stets a => b, und aus 
ap —= bp stets a — b folgt. 


& 2. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweise von Sätzen, auf denen 
die Einführung eines neuen Symbols beruht, und bei welchen die 
Analogie zwischen unseren einfachen Moduln und den eingliedrigen 
Moduln der allgemeinen Theorie noch deutlicher hervortritt (vergl. 
D. $. 514). 

L Jedes von Null verschiedene Vielfache q eines 
einfachen Moduls p ist ein einfacher Modul von der 
Form 


wo « ein Ideal bedeutet, dessen Norm 
(9) (Ge,u) = N(u) = (p, q) 
1iSute 


Denn aus der Theïlbarkeit von q durch p folgt durch Multi- 
plication mit p', da der von Null verschiedene Modul qp* durch 
z theïlbar, also ein Ideal w ist, woraus sich (8) ergiebt; da ferner 
p von der Form (5) ist, wo x als ein Ideal angenommen werden 
darf, so ergiebt sich nach bekannten Sätzen (D. $S. 510, 564) 


(p,q) = (wa, uxa) = (&,ux) = N(u), 


W. Z. b. w. 
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Wir bemerken zunächst, da das in (8) auftretende Ideal w 
durch p und q vollständig bestimmt ist, weil aus (8) durch Multi- 
plication mit p wieder w — qp ! folgt. Bedeutet ferner x irgend 
eme von Null verschiedene Zahl in p, so ist 27 = p, also 27 — uw, 
wo # — xp ‘ ein Ideal; offenbar entsprechen allen Zahlen x lauter 
äquivalente Ideale # (D. $S. 573), und umgekehrt, wenn das Ideal 
uw mit « äquivalent, also w' = cu ist, wo c eine Zahl des Kürpers 
Z bedeutet, so ist die Zahl x'— ex in p enthalten, und w = x'p'; 
man kann daher (D. $S. 579) die Zahl x aus p auch immer so aus- 
wählen, daf xp! relatives Primideal zu irgend einem ge- 
gebenen Ideale wird. 

Sodann benutzen wir den vorstehenden Satz, um für einen 
beliebigen Modul m und einen einfachen Modul p ein neues 
Symbol (p;m) zu erklären, in welchem wir die beiden Moduln 
nicht durch ein Komma, sondern durch ein Semikolon von einander 
trennen. Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
(p,m > 0 oder = 0 ist (D. $S. 509) Da immer (p,m)p durch 
p—m theilbar ist (D. S. 511), so ist im ersten Falle auch p—wn 
ein von Null verschiedenes Vielfache q von p, und wir definiren 
(p; m) gemäf (8) als das durch die Gleichung 


(10) p—m = (pb; m)p 
vollständig bestimmte Ideal!) 
di) nc (tmp, 


und da immer (p,m) — (p,p—m) ist (D. S. 510), so folgt aus 
(9) auch 

(12) p,m) = N(p; m). 
Da umgekehrt, wenn p—m von Null verschieden ist, zufolge (8) 
und (9) dasselbe auch von (p, m) gilt, so tritt der zweite Fall 


(p, m) — 0 stets und nur dann ein, wenn p—m — 0 ist, und dann 
wollen wir auch 
(15) p;m) = 0 


setzen, weil hierdurch die Gleichungen (10), (11), (12) erhalten 
bleiben. In allen Füällen ist offenbar 


(14) p;m) = (p; p—m). 
Ebenso geht aus (10) hervor, dafi die Gleichung 
(15) (p; m) = + gleichbedeutend mit p = mn 


1) Ist æ ein Idealbruch, so ist z.B. (2; x) — v,, (x; 4) — %, wo w und vw, 
dieselbe Bedeutung für x haben, wie in $ 1. 
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ist. Multiplicirt man ferner (10) mit einem beliebigen einfachen 
Modul p’, so folgt mit Rücksicht auf (7) der in allen Fällen geltende 
Satz 


(6) (pp mp) = (p; mi). 

Durch wiederholte Anwendung des Satzes I und der daraus 
gezogenen Folgerungen ergiebt sich der Satz 

IT Sind a, b beliebige Moduln, so ist (a, b) entweder 
— 0 oder die Norm eines Ideals w. 

Ist nämlich (a, b) = 1, also a D, so wird dem Satze durch 
uw — z genügt. Ist aber (a, b) = 1, so kann man aus à immer ein 
System $ von einfachen Moduln b,,b,,...p, in endlicher Anzahl 
n so auswählen, daf 


(17) a = (a—b)+p+p,+...+p, 
wird; denn wenn z. B. die Zahlen «,, «,,...@,, wo s = (a,b), ein 
Restsystem von a nach b bilden (D. S. 509), so ist offenbar 
auch a = (a—b)+2a,+2a,+:.:+320,, und dies ist nur ein spe- 
cieller Fall der allgemeinen Darstellung (17). Setzt man nun, 
wenn  irgend eine der Zahlen 1, 2, ...n bedeutet, 

(18) nee (a—b) HP PA EN TD, 


und auBerdem a, — a—b, so ist a, — a und 
(19) (Le = p, an a, = û,; 
also nach bekannten Sätzen (D. $. 510) 
(a, b) = (a, a) — (a; a,) (a, a,)... Ge a,) 
und mit Rücksicht auf (12) 
(re a,) Fe (p,+a,, a,) + (p,, a,) = N(p,; a,). 
Setzt man daher das Idealproduct 
(20) (p;; a) (Ps: a) 00.0 (p,; a) rw; 
so folgt aus dem bekannten Satze über die Norm eines Productes 
(D. S. 564) das Resultat 
@1) (a,6) = Nu), 
W. Z. b. w. 
Es liegt nun die Vermuthung sehr nahe, da das in (20) ge- 
bildete Idealproduct w, dessen Norm — (a,b), sowohl von der 
Reihenfolge der in der Darstellung (17) des Moduls a auf- 


tretenden einfachen Moduln p, als auch von der Auswahl des 
Systems $ dieser Moduln gänzlich unabhängig, also invariant 


PRÉ R RR . Ode nd me ot me «à 
# A à 
t ail 
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durch a und b bestimmt ist. Um dies zu beweisen, schicken wir 
folgenden Hülfssatz voraus : 

IT. Sind p, q einfache Moduln, und setzt man zur 
Abkürzung 


(22) Ph EN =, QE (PE), 
wo mein beliebiger Modul, so ist 
(5) gp—m) = p'(q—m). 


Dies ergiebt sich ziemlich leicht aus dem in der allgemeinen 
Modultheorie (D. $. 499) bewiesenen, für je drei Moduln m, b,q 
gültigen Satze 


(24) @+m)—(q+m) = p'+m = d+m, 
woraus wir die für unseren Zweck hinreichenden Folgerungen 
(25) p'>q'+m, d>p'+m 


ziehen. Nehmen wir nun zunächst an, die Moduln p — m und q—m 
seien beide von Null verschieden, so gilt dasselbe auch von p' und 
q', weil zufolge (22) offenbar p — mp" und q— ma ist; da 
ferner pp und qq, so sind (nach dem Satze I) auch p', q, 
p — m, q — m einfache Moduln, und man kann daher 


(26) p—m = pp, q—m = 9ÿ 


setzen, wo p, q Ideale bedeuten, deren [dentität wir jetzt be- 
weisen wollen. Aus der ersten der durch (25) ausgedrückten 
Theïlbarkeïiten ergiebt sich durch Multiplication mit g zunächst 
gp = qq + gm; beide Moduln gq', qm sind aber durch m theilbar, 
der erstere zufolge (26), und der letztere, weïl q = 2 ist; mithin 
ist auch qgp'= m, und da ferner gp = php, so ist gp’ ein gemein- 
sames Vielfaches von m und p, also auch theilbar durch p — m, 
d. b. gp’ pp’, und hieraus ergiebt sich qg = p, weil ÿp’ ein einfacher 
Modul ist. Zufolge der Symmetrie ist ebenso p = q, also wirklich 


(27) P = 


und der Satz (23) ist daher eine unmittelbare Folge von (26), 
w.z.b.w. Dieser Satz gilt aber auch dann, wenn man die obige 
Annahme fallen läft, daf p—m und q—m beide von Null ver- 
schieden sind. Dies leuchtet unmittelbar ein, wenn beide Moduln — 0 
sind. Wenn ferner p —m — 0, aber q—m, also auch q’ von Null 
verschieden ist, so behält das Ideal qg seine Bedeutung, und der 
obige Beweis für die Theilbarkeit von gp durch p—mn bleibt 
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bestehen, mithin ist p” — 0, und der Satz (23) auch jetzt richtig, 
w. Z. b. w. 

Drückt man die in (23) auftretenden Moduln gemäf (10) aus, 
so nimmt unser Satz folgende Form an: 

IV. Sind bp, q einfache Moduln, während m einen 
beliebigen Modul bedeutet, So ist 


(28) (q; p+m) (p; m) = (p; q+m) (q; m). 


Mit Hülfe desselben beweisen wir leicht, daf die Reiïhen- 
folge, nach welcher aus den in (17) auftretenden einfachen Mo- 
duln p, die Moduln a, in (18), (19) und die Ideale (p,; a,) gebildet 
werden, keinen Eïnfluf auf deren Product w in (20) ausübt. In 
der That, ändert man diese Reïhenfolge nur soweit ab, daB zwei 
Nachbaren p,., und p, ihre Plätze mit einander te alle 
übrigen p, ihren Platz behaupten, so bleiben auch alle Moduln cs 
mit einziger Ausnahme von a, , ungeändert, welcher in 


(a S b) si Puna + Put UE pie Pur di au 


übergeht; zugleich bleiben alle Factoren des Productes w in (20) 
ungeändert mit Ausnabme von 


Que: ta) und (p; a), 
welche resp. in 
(p,; Pur os a.) und (Ps a) 

übergehen; da aber a,, = p,+ a, ist, so folgt aus (28), wenn man 
q—= ps, p = p,, m = a, setzt, daf das Product der beiden 
ersteren Moduln mit dem der beiden letzteren identisch ist, also 
das Product « ungeändert bleibt. Dasselbe gilt daher auch für 
jede Abänderung der Reïhenfolge, weil eine solche bekanntlich 
immer durch fortgesetzte Vertauschung von zwei Nachbaren hervor- 
gebracht werden kann, und wir dürfen daher sagen, das Ideal- 
product « entspreche dem Systeme Ÿ$ der # einfachen Moduln 
p,, welche in der Darstellung (17) des Moduls a auftreten. 

Noch leichter läft sich nun zeigen, da8 das Ideal # auch von 
der Auswahl des Systems $ unabhängig ist. Nehmén wir näm- 
lich einmal an, es reiche schon das System $, der n —1 einfachen 
Moduln p,,p,...p, zu einer solchen Darstellung von a aus, es sei 
also 


(29) RMC ES NE 


so wird, wenn man zu $, einen beliebigen, durch a theilbaren 
einfachen Modul p, hinzufügt, ein System ® von # einfachen 
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Moduln ÿ, entstehen, welches der Bedingung (17) genügt, weil 
a+p, = a ist. Behält man nun die früheren Bezeichnungen bei, 
so entspricht dem System $, das Idealproduct 


LA . (Ps; a) (Ps; as) RE (CE a), 


und folglich ist # — (p,;a,)w,; da aber zufolge (29) schon a, = a, 
also auch p, => a, ist, so folgt aus (15), daf (p,;a,) = +, mithin 
uw, = ü ist. . Dasselbe ergiebt sich auch daraus, da8 zufolge (21) 
gewi8 Nu) — Nu), also N(p,; a) — 1 ist Nennen wir der 
Kürze halber, indem wir die beiden Moduln a, b festhalten, jedes 
System $ von n einfachen Moduln p,, welches der Bedingung (17) 
genügt, ein vollständiges System, so künnen wir das eben 
gewonnene Resultat offenbar so aussprechen, daB ein solches 
System % durch Aufnahme von beliebig vielen einfachen, durch a 
theilbaren Moduln in ein ebenfalls vollständiges System N über- 
geht, und daf beiden Systemen %$ und % ein und dasselbe Ideal- 
product w entspricht. Ist nun © ebenfalls ein vollständiges System, 
und bezeichnet man mit N das aus $ und © zusammengesetzte 
System, welches aus $ durch Hinzufügung von ©, aus © durch 
Hinzufügung von $ entsteht, so leuchtet ein, daf auch den beiden 
Systemen $, © ein und dasselbe Idealproduct « entspricht, 
W. Z. b. w. 

Ist a selbst ein einfacher Modul, so wird die Darstellung 
(17) durch n = 1, p, = a erfüllt, d.h. a selbst bildet ein voll- 
ständiges System, und das ïihm entsprechende Idealproduct « 
reducirt sich auf den einzigen Factor (a; a—b), welcher nach (14) 
mit (a;b) identisch ist. Wir wollen daher, wenn a und b wieder 
beliebige Moduln bedeuten, welche der Bedingung (a, b) = 1 genügen, 
das invariante, von der Darstellung (17) gänzlich unabhängige 
Idealproduct w in (20) auch mit dem Symbol (a; b) bezeïchnen; es 
wird daher 


(80) (a;b) = (pia) (p,;a,)...(p,; a), 


wo ÿ,, p,...bp, einfache Moduln bedeuten, welche der Bedingung 
(17) genügen, während a,, a,...a, durch (18) oder (19) bestimmt 
sind; die Bedeutung jedes Factors von (a; b) ist früher in (11) 
erklärt. Zufolge (21) ist zugleich 
(31) COEREN (0310). 
Wir betrachten nun noch die beiden, bis jetzt ausgeschlossenen 


Fälle, wo (a, b) — 1 oder — 0 ist. Der erstere Fall tritt dann 
und nur dann ein, wenn a > b ist (also immer für a = 0); soll 
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nun das Gresetz (31) bestehen bleiben, so müssen wir definiren 
(82). (a; b) = +, wenn (a, b) = 1. 


Aber man kann auch (mit einziger Ausnahme des Falles a = 0) 
die Definition (30) anwenden; denn jedes beliebig ausgewählte 
System $ von einfachen, durch a theilbaren Moduln p, ist im 
obigen Sinne ein vollständiges System, und da nach (15) jeder 
Factor (p,;a,) — 2 wird, weil a, — a ist, so folgt aus (30) auch 
(32). Soll endlich das Gesetz (31) auch im zweiten Falle er- 
halten bleiben, so müssen wir definiren 


(33) (a; b) = 0, wenn (a, b) = 0, 


und man überzeugt sich leicht, da dies mit (13) und auch mit (30) 
verträglich ist, wenn in diesem Falle überhaupt eine Darstellung 
von der Form (17) existirt. 

Die Wahl der Bezeichnung (a; 6), in welche freilich die noth- 
wendige Beziehung auf den Kôürper Z oder das Ideal z nicht auf- 
genommen ist, rechtfertigt sich zunächst dadurch, da8 (a; b), wenn 
Z der Kôürper À der rationalen Zahlen, also z das System 3 
aller ganzen rationalen Zahlen ist, mit (a,b) oder vielmehr mit 
dem eingliedrigen Modul 3 (a, b) zusammenfällt; dies folgt unmittel- 
bar aus (31) oder auch aus (11) und (30). Auñerdem gelten aber 
für das neue Symbol (a; b), wie wir jetzt beweisen wollen, auch 
dieselben Hauptsätze (D. $S. 510, 511), wie für das alte Symbol 
(a, b)°). 

$ 3. 

Die Darstellung (17) und das daraus abgeleitete Idealproduct 
in (20) oder (30) bleibt offenbar ungeändert, wenn a festgehalten, 
aber b durch a— D ersetzt wird; hieraus folgt unmittelbar der 
Satz 

(34 (5) = (a ab). 


Aus der Darstellung (17) folgt ferner durch Addition von b, 
weil (a—b) + b = b = (a+ b)—b ist, die Darstellung 


a+ —D+p+P +. +p, 


welche für die beiden Moduln a + b,b dieselbe Bedeutung hat, wie 
(17) für a,b; wir bilden daher, wie in (18), die entsprechende Kette 


1) Vergl. auch $ 6 der von H. Weber und mir verfaften Abhandlung 
Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen (Crelle’s Journal 
Bd. 92). 
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der Moduln 
du = Dh nee +p,, a = D 
und erhalten nach (30) zunächst 


@+b;E) = (pa) (ph; a)... (p; a). 

Zwischen den beiden Ketten der Moduln a, und a! besteht nun die 
durch die beiden Gleichungen 

a, = b+a,, a, — a—a; 
ausgedrückte Correspondenz (vergl. D. $. 499 Anm.); die erste 
ergiebt sich unmittelbar aus (18) durch Addition von b, und aus 
ihr folgt die zweite; da nämlich a, = a ist, so gilt nach einem 
Satze der allæemeinen Modultheorie (D. S.498) die Gleichung 

(a—b) Uyees a— (b il a), 
welche mit der zu beweisenden zusammenfällt, weil a—b == a, ist. 
Da ferner p, = a ist, so folet hieraus weiter 


p,—û,—= Dire Quad, Te DEn0:, 
also nach (14) oder (34) auch 
(p,:a,) = (b,; a), 
und wir erhalten den Satz 
(35) (a; 0) = (a +b;b). 

Aus der Darstellung (17) folgt ferner durch Multiplication 
mit einem beliebigen einfachen Modul p und mit Rücksicht auf 
(7) die Darstellung 

ap = (ap— 6p) + pp, + pp, +: + + pp; 
der Kette der Moduln a, entspricht jetzt die Kette der Moduln 
a,p, und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf (16) der Satz 
(86) (ap; bp) = (a; b). 

Da ferner (p,; a,)p, — p,— a, a,, und auch (p,;a,)a, = a, ist, 
weil (p,;a,) — 2, so folgt aus (19) durch Multiplication mit (p,; a,), 
daB auch (p,;a,)a,, = a,, und da a, = a und a, — a—b, so er- 
giebt sich aus (80) der Satz 

(37) (a; b)a= a—b. 

Ist endlich a <b, und b<c, so ergiebt sich auch leicht der 

Satz 
(88) (a;e) = (a;b)(b; 0), 
wenn man die Darstellung (17), in welcher a—6 — D ist, mit einer 
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Darstellung von der Form 
DOI ASE 
verbindet, wo q,,q,...a, einfache Moduln bedeuten. 


Die Beweise aller vorstehenden Sätze (34) bis (38) stützen 
sich auf die Annahme der Existenz von solchen Darstellungen (17); 
aber man überzeugt sich mit Rücksicht auf (32) und (33) leicht, 
daf die Sätze auch dann gültig bleiben, wenn diese Annahme nicht 


erfüllt ist. 
$ 4. 

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung der Beziehungen, 
welche zwischen unserem Symbole (a; b) und gewissen Determi- 
nanten bestehen und denjenigen ganz ähnlich sind, welche für 
das alte Symbol (a, b) gelten (D. $.521—523). 

Hierbei gehen wir, indem wir (a, b) = 0 voraussetzen, wieder 
von der Darstellung (17) des Moduls a aus und betrachten jedes 
System L von n Zahlen x,,x,...x,, welche resp. in p,,p,...9p,, 
also auch in a enthalten sind und zugleich der Congruenz 


(39) a +a+t...+x, = 0 (mod.b) 
genügen. Aus je » solchen Lüsungen L', L”... L® dieser Congruenz 


bilden wir, indem wir die in ihnen auftretenden Zahlen x, mit ent- 
sprechenden Accenten versehen, die Determinante 


(40) 1 DER Re Te 
welche offenbar, wie jedes ihrer Glieder, in dem einfachen Modul 
(41) p — p;p,...p, 


enthalten ist. Da (a, b)a = b ist (D. S. 511), und folglich, wenn 
«, eine willkürliche Zahl in bp, bedeutet, die Zahl x, = (a, b) «, für 
sich allein eine Lüsung L® der Congruenz (39) bildet, während 
die übrigen Glieder verschwinden, so leuchtet ein, da$ unter den 
Determinanten 2 sich auch solche befinden, welche von Null ver- 
schieden sind. Da auBerdem 24 = bp ist, so erzeugt (nach $ 2. I) 
jede von Null verschiedene Determinante 4 ein Ideal 4p7, und 
wir wollen beweisen, daf das Ideal (a;b) der grôBte ge- 
meinsame Theiler aller dieser Ideale Àp' ist, was wir in 
unseren Zeichen (D. $.496) durch 


(42) (a; b) — 3 4p" oder (a;b)p = ZX 
ausdrücken kônnen. 


Hierzu wenden wir die vollständige Induction an, indem wir 
die Darstellung (17) in die beiden folgenden 
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- (43) a—a+p, 

(44) G = (ab) +p,+p+ + p, 
zerlegen, welche, weil a—a, — a, und a,—b — a—b ist, für die 
Modulpaare a, a, und a,,b dieselbe Bedeutung haben, wie die Dar- 
stellung (17) für das Modulpaar a, b; aus (30) folgt zugleich 


(&) (@;b) = pi a) (a; b). 
Unser Beweis setzt sich nun aus den folgenden fünf Hauptpuncten 
zusammen. 

1. Betrachten wir zunächst, um den Fall n — 1 zu erledigen, 
nur das Modulpaar a, a,, also die Darstellung (43), so sind nach 
(39) alle diejenigen in p, enthaltenen Zahlen x, zu bilden, welche 
der Congruenz x, = 0 (mod. a) genügen, d.h. alle Zahlen x, des 
einfachen Moduls 


(46) ol dam: l'ééonne (p,; a) po — (a; a) p,; 


da nun jede aus einem .einzigen Elemente x, gebildete Determi- 
nante ersten Grades = x, ist, und auferdem zufolge der Eigen- 
schaft (2) jeder Modul 


(47) n = Dex, 


ist, wo x, alle Zahlen in n durchläuft, so leuchtet für diesen Fall 
n —= 1 die Richtigkeit des Satzes (42) ein. 

2. Dem Verfahren des Inductionshbeweises gemäf nehmen wir 
jetzt an, unser Satz sei für das in der Darstellung (44) auftretende 
Modulpaar a,,b bewiesen, und wir haben zu zeigen, da hieraus 
seine Richtigkeit auch für das Modulpaar a,b folgt. Nach der 
obigen Vorschrift besteht diese Annahme im Folgenden. Man be- 
trachte jedes System M von (n—1) Zahlen 0,,0,...0,, welche 
resp. in bp,,p,...p, enthalten sind und zugleich der Congruenz 


(48) @e+e+:..+e, = 0 (mod.f) 


genügen; aus je (#—1) solchen Lüsungen M", M"... M bilde 
man die Determinante 


(49) = XEoe...0 
so wird 

(0) (a,:b5) = Zu” oder (a; b)q = Xzu, 
wo zur Abkürzung 

(1) q— pp...) also p = qp 


gesetzt ist. 
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8. Wenden wir uns nun zu dem Modulpaare a, b, also zu der 
aus (43) und (44) zusammengesetzten Darstellung (17) und zu der 
ibr entsprechenden Congruenz (39), so bemerken wir vor allen 
Dingen, daf der Inbegriff aller in der letzteren auftretenden Zahlen 
x, identisch ist mit dem obigen Modul n in (46). Da nämlich die 
Zahlen x, in b,, also auch in a enthalten sind, so gilt die auf den 
Modul b bezügliche Congruenz (39) von selbst auch für den Modul 
a—b und ist daher gleichbedeutend mit einer Gleichung von der Form 


TEL OET ETS EURE, 


wo 6 eine Zahl des Moduls a—b bedeutet; hieraus geht aber mit 
Rücksicht auf (44) hervor, daB die in p, enthaltene Zahl x, auch 
in à, also auch in n — p,—a, enthalten ist; und da umgekebrt 
jede in n, also gleichzeitig in p, und a, enthaltene Zahl x, gewik 
von der vorstehenden Form ist, aus welcher wieder die Con- 
gruenz (39) folgt, so ergiebt sich hieraus die oben behauptete 
Identität aller in der Congruenz (39) auftretenden Zahlen x, mit 
allen in 1. betrachteten Zahlen x, des Moduls n, und folglich gilt 
für diese Zahlen x, auch wieder die Gleichung (47). 

4. Nun leuchtet ein, da jede Lôüsung 1 der Congruenz (43) 
auch als eine Lôüsung Z der Congruenz (39) aufgefaft werden 
kann, in welcher x, — O0 ist. Combinirt man daher je (n—1) 
Lüsungen der Congruenz (48), denen die Determinante w in (4) 
entspricht, mit jeder Lüsung L der Congruenz (39), so entspricht 
diesem System von # Lüsungen zufolge (40) eine Determinante 
à = zx,u. Unter den sämmtlichen Moduln 24 befinden sich daher 
auch alle Moduln von der Form 2x, : zu, und folglich ist der grôfite 
gemeinsame Theiler Ÿ\24 der ersteren auch ein Theiïler der letz- 
teren, also auch ihres grôfiten gemeinsamen Theilers, und da der 
letztere, weil die Factoren x,,u gänzlich unabhängig von einander 
sind, von der Form 


Dex, eu = Lex, Du 
ist, so ergiebt sich zufolge (47) das Resultat 


Dai <n deu, 
welches mit Rücksicht auf (45), (46), (60), (61) die Form 
(2) ZAp.< (a; b) 


annimmt. 

5. Schwieriger ist der Beweis, daf das Ideal linker Hand auch 
durch das zur Rechten theilbar ist. Nach einer früheren Bemer- 
kung ($ 2. [) kanrt man aus dem einfachen Modul n eine Zahl' o, 
so auswählen, daf # — œ,n relatives Primideal zu (a; b) wird, 


# 
* 
< 
4 
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und hierauf kann man aus # eine Zahl « wählen, welche relative 
Primzahl zu (a;b) ist, weil jedes Ideal w sich durch Multipli- 
cation mit einem Ideal v, welches relatives Primideal zu (a; b) ist, 
in ein Hauptideal za — uv verwandeln läft (D. S.559); zugleich 
wird an = vo, —20@,, und folglich wird jede Zahl x, des Moduls 
n durch Multiplication mit a in eine Zahl 


(53) AT, —= CO, 


verwandelt, wo c ebenso wie a in z enthalten ist. Da ferner o, 
eme Zahl in n ist, so giebt es zufolge 8. in den Moduln p,,p,...p, 
resp. Zahlen &©,,&,...&,, welche die Congruenz 


(b4) D,+0,+0@,+:.-+0, = 0 (mod. b) 
erfüllen, also mit w, eine particuläre Lüsung der Congruenz (39) 
bilden. Betrachtet man nun jede Lüsung L der letzteren, bestimmt 
aus der in ihr enthaltenen Zahl x, gemäf (53) die zugehôrige ganze 


Zahl c und setzt 
(55) 9, = AT,—C@,, 


so ist 9, — 0, und die n—1 Zahlen 0,,0,...0,, welche resp. in 
p,,p....p, enthalten sind, bilden, wie sich durch Multiplication 
der Congruenzen (39), (54) mit den ganzen Zahlen a, c und Sub- 
traction ergiebt, eine Lôüsung M der Congruenz (48). Betrachtet 
man nun wieder je # Lüsungen L/,L"...L® der Congruenz (39), 
welche die Determinante 4 in (40) erzeugen, und versieht die nach 
(53) und (55) daraus abgeleiteten Zahlen c und Lüsungen M mit 
entsprechenden Accenten, so ist nach bekannten Sätzen 


AR ne te ee 0 TRS et lola 07e." te, «0 


(n) (n) (n) (n) (n) (n) 
CD AA. 07, OR D 0, 


= (mp4 mu eee + mu), 
wo u',u”...u Determinanten w von der Form (49) bedeuten, also 
zufolge (50) in (a,; b)q enthalten sind; da ferner die Factoren 7, 
in n —(p,;a,)p,, also die Producte x,u und ax, zufolge (45), (1) 
in (a;6)b enthalten sind, so ergiebt sich aus der vorstehenden 
Gleichung zunächst a"4p7 > (a; b) und folglich, weil a wie a rela- 
tive Primzahl zu (a; 6) ist, auch 4p = (a; b), mithin auch 


(6) Zap" > (a; b), 


woraus mit Rücksicht auf (52) der Satz (42) folgt, w.2. b. w. — 
Dieser Satz kommt nun meistens in der Weise zur Anwendung, 
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daB die in der Darstellung (17) auftretenden einfachen Moduln p, 
gemäf (5) in der Form 

(7). p, = &,4, 
ausgedrückt sind, wo x, einen Idealbruch, «, eine von Null ver- 
schiedene Zahl bedeutet, und hiermit nimmt die Darstellung (17) 
folgende Form an: 


(58) a = (a—b)+xa+aa+...+a ns. 
Zugleich geht die Congruenz (39), wenn man x, — a,c, setzt, in 
(59) aa+aa+...+a.a, = 0 (mod.b) 


über, wo 4a,,4a,...a, Zahlen bedeuten, welche resp. in den Ideal- 
brüchen «,,x,...#, enthalten sind. Bildet man nun aus je # solchen, 
durch Accente unterschiedenen Lôüsungen der Congruenz (59) die 
Determinante 


(60) A =N Eaa..a® 
und setzt zur Abkürzung 
(61) A D 


so nimmt unser Satz (42) mit Rücksicht auf (40) und (41) die 
Form 


(62) HP 71 


an, in welcher nur Zahlen und Idealbrüche des Kôrpers Z auf- 
treten. — 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir bemerken, daf der Satz 
(42) offenbar auch als Definition des Symbols (a;b) dienen 
kônnte. Da die Ideale 4p7" von der Reihenfolge der einfachen 
Moduln p,,p,...p, im Systeme $ gänzlich unabhängig sind, s0 
besitzt diese Definition vor der früheren (in $ 2) den Vorzug, daf 
die Invarianz leichter nachweiïisbar ist; denn durch Betrachtungen, 
welche den bei dem obigen Beweise angewendeten ganz ähnlich 
sind, ergiebt sich sofort, daf der grôfte gemeinsame Theïler aller 
dem Systeme $ entsprechenden Ideale 4p7" sich nicht ändert, wenn 
zu $ noch irgend ein durch a theilbarer einfacher Modul hinzu- 
gefügt wird, und hieraus folgt wie früher ($ 2), daf dieser grôüfite 
gemeinsame Theiler auch von der Auswahl des vollständigen 
Systemes % unabhängig ist. Auch kann man offenbar der Defini- 
tion schon vor diesem Nachweïse die vüllige Invarianz verleïhen, 
wenn man (a;b) als den grüfiten gemeinsamen Theïler aller Ideale 
Ap7* erklärt, welche allen vollständigen Systemen %$ entsprechen. 

Unsere frühere Definition von (a; b) hat dagesgen den Vorzug;, 
dal sie der Determinanten 4 gar nicht bedarf und sich nur auf 
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die Bildung von Moduln stützt; will man ihr ferner von vorn- 
herein den Charakter der Invarianz verleihen, so wird man wieder 
(a; b) als den grüfiten gemeinsamen Theïler aller Producte 


p,—a, A Pa — An Di a, 


p, Pe p, 


erklären, die allen zur Darstellung (17) tauglichen Folgen von 
einfachen Moduln p,,p,...p, entsprechen. Immerhin bleibt die 
eine wie die andere Definition von (a; b) hinsichtlich ihrer Einfach- 
heïit aufBerordentlich weit zurück hinter der Definition des alten 
Symbols (a, b), welche sich unmittelbar auf die Betrachtung der 
in den Moduln a,b enthaltenen Zahlen stützt (D. S. 509) Nach- 
dem ich seit vielen Jahren eine ähnliche Vereinfachung vergeblich 
gesucht habe, kann ich nur noch den Wunsch aussprechen, daf es 
einem Anderen gelingen môüge, eine solche zu finden. 


8 B. 


Wir wenden uns jetzt zu denjenigen Sätzen, welche vorzugs- 
weise von endlichen Moduln handeln. Hierbei werden wir üfter 
den der allæemeinen Modultheorie angehôrenden Satz 


(63) (o + 6) m => ont + om 


anzuwenden haben, welcher offenbar für je zwei Zahlen @, 6 und 
jeden Modul m gilt; denn wenn w jede Zahl des Moduls mn bedeutet, 
so ist jede Zahl des Moduls linker Hand von der Form (9 + 6)u — 
ou + ou, also auch in dem Modul rechter Hand enthalten'); auch 
leuchtet ein, daf derselbe Satz für Summen von beliebig vielen 
Gliedern gilt. Nach dieser Vorbemerkung stellen wir den folgen- 
den Satz auf, welcher die Grundlage für unsere Untersuchung 
bildet (vergl. D. $. 516). 

I. Ist der letzte der drei Moduln a,b,c einfach, 
so kann man 

(64) (c+a)—b = q+(a—b) 

setzen, wo q ein einfacher Modul oder — 0 ist. 

Um dies zu beweïisen, setzen wir zur Abkürzung ?) 


1) Vergl. D. S.501, wo dieser fast selbstverständliche Satz doch häâtte er- 
wäbnt werden sollen. 

2) Diese Bezeichnung der Moduln durch Accente und Indices entnehme ich 
einer noch nicht verôffentlichten Arbeit über die aus drei beliebigen Moduln a, b,c 
entspringende Gruppe von 28 Moduln, welche sich in neun verschiedene Stufen 
vertheilen (vergl. D. Anm. auf 5. 499, 510). 

Kgl. Ges. d, W. Nackrichton. Math.-phys, Klasse, 1895. Heft 2, 14 
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(65) a" (c+a)—(a +6) 
(66) b, = 0—b = (c+a)—b 
(67) = a—c = c—(a+b). 


Nach einem Satze der allgemeinen Modultheorie (D. S. 499) ist 
dann 


(68) de= +0 =D +û, 
und die zu beweisende Gleichung (64) lautet 
(69) b, = q+(a—b). 


Wir bemerken nun zunächst, daf es immer zwei Zahlen 9,6 giebt, 
welche den drei Bedingungen 


(70) o+6o= 1, ço>h,, &,=>a 

genügen; dies leuchtet unmittelbar ein, falls ç, — 0 ist, weil dann 
die beiden letzten Bedingungen von selbst erfüllt sind; im ent- 
gegengesetzten Falle ist c, (nach $ 2. I) als Vielfaches von c eben- 
falls einfach, und da aus (68) sich c, = b,+ a, also 2 b,c"+ac" 
ergiebt, so kann man die in z enthaltene Zahl 1 = 9 + 6 setzen, 
wo die Zahlen 9,6 resp. in b,c', ac" enthalten sind und folglich 
den Bedingungen (70) genügen. Wie nun auch diese Zahlen übri- 
gens gewählt sein môügen, so ergiebt sich leicht, daf der Modul 


(91) { = Qt, 
welcher offenbar einfach oder — 0 ist, unserem Satze (69) genügt. 
Wendet man nämlich den Hüfssatz (63) auf den Fall mn — €, an 
mit Rücksicht auf (70), so folgt  —q+a, und da zufolge (70) 
auch q= b, ist, so ergiebt sich aus (68), daf 
= C+a>q+a—b,+a = 4”, 
also 
Je=qE re, 
und folglich nach (66) 
D, = a’ —b = (q+a)—b 

ist; bedenkt man aber, da$ q 6,6 ist, so folgt hieraus nach 
einem Satze der allgemeinen Modultheorie (D. $S. 498) auch die 
Gleichung (69), w.z. b.w. Hieraus folgt unmittelbar der Satz 

IL. Jedes Vielfache einer Summe von # einfachen 
Moduln ist darstellbar als Summe von hôüchstens 
einfachen Moduln. 

Dies ist nämlich für den Fall # — 1 schon früher ($ 2. I) 
bewiesen, und wenn der Satz für jedes Vielfache a—b einer Summe à 
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von % einfachen Moduln gilt, so gilt er nach dem vorhergehenden 
Satze auch für jedes Vielfache (c + a)—6 einer Summe c+ a von 
(n +1) einfachen Moduln, also allgemein, w. z. b. w. 

Es verlohnt sich aber der Mühe, nach den Vorschriften des 
vorhergehenden Satzes die Form irgend eines Vielfachen a—b6 einer 
Summe 


(72) GRO T Pat Pa 
von * einfachen Moduln ÿp, wirklich herzustellen. Da immer 
a — a+(a—b) ist, so künnen wir die in unserer früheren Unter- 


suchung ($ 2) benutzten Bezeichnungen (17), (18) auch auf unseren 
Fall anwenden; setzen wir auBerdem zur Abkürzung 


(78) Qu = P,+bPu te Hp = p,+0,, 0 = 0 a = 0, 
so wird (zufolge D. $. 498), weil a! = a ist, 
a, = (a—b)+a! = a—(b+a!), a,+b = b+a!, 
also, weil bp, => a ist, 
p,— a, = p,—(b+a,) = p,—(a,+ pb). 
Ersetzen wir daher die in dem vorhergehenden Satz I und seinem 


Beweise auftretenden Moduln und Zabhlen a, €, 4,0, 6 resp. durch 
As Pss A Os 6, 80 wird zufolge (66), (67), (70) 


(74) D = a,;—b, © = p,—a, — (b,;a,)p, 
(75) +6 =1 q=@au>b, 670, 
und zufolge (69) erhält man 
ab = g,+(0,—b), 
woraus, well a/—b — 0 ist, die Darstellung 
(76) QD = q +pt'.+a 
folgt. 


Nehmen wir ferner an, die einfachen Moduln p, seien nach (5) 
in der Form 


(77) p, = 7,4, 
gegeben, wo x, einen Idealbruch und «, eine von Null verschiedene 


Zahl bedeutet, so kann man immer eine Zabl ©” des Kürpers Z 
und einen Idealbruch y, so wählen, daf 


(78) Yy De ES (p,; a,) T,; 
also zufolge (74), (77) 
(79) u = Ye, 


14* 
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wird ; ist nämlich (p,; a,) von Null verschieden, so kann man z. B. 
c® — 1 setzen, während im Falle (p,; a) = 0 auch c” = 0 wird, 
y, aber willkürlich, z. B. — z gewählt werden kann. Ist nun 
irgend eme Wahl von c” und y, getroffen, und setzt man mit 
Rücksicht auf (75) 


(80) B, = a,g, = a, —-0a,6, 
so wird 
(81) = QU = VB» 


Da nach (75) ferner 6,0, > a;, also nach (79), (73), (77) 
VE y Gp > Bugs Cyan 
mithin 
20, 6, > Yr Lys dn + + YA Ge, 
ist, so kann man die Zahl 
— (0,6, = hante: + a 


und folglich nach (80) 


n 


(82) B,=@a,+onaut..+oa, 
setzen, wo die Zahlen c? in y,"x, enthalten sind, also den Bedin- 
gungen 

(83) PONT, 
genügen, was zufolge (78) auch für den Fall u — » gilt. Bildet 


man endlich das Product der # Gleichungen (78), und setzt zur 
Abkürzung 


(84) À == ie DONS == JV U. 
(85) Cris 

so ergicbt sich zufolge (30) der in allen Fällen gültige Satz 
(86) (a; D) X = YC, 

und die Gleichungen (72), (76) gehen zufolge (77), (81) in 
(87) A — AU +A a+... +, 
(88) ab = ph +y Bt... +9,p, 


über. 
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Zur Erläuterung bemerken wir noch, daB die in den Glei- 
chungen (81), (82), (83) enthaltene Darstellang von q, sich zwar 
einfacher schon aus der einen Bedingung q,=—6, = a, —6 in 
(75) ergiebt: aber hieraus würde auch mit Zuzichung der beiden 
anderen Bedingungen (75) die wichtige Beziehung (78), also auch 
der Satz (86) nicht nachträglich gefolgert werden künnen, wenig- 
stens nicht ohne die neu hinzutretende Voraussetzung, daB das 
System der # Zahlen «, in Bezug auf den Kôürper Z irreducibel 
ist (D. S. 466). Diese Bemerkung môge zugleich den Uebergang 
bilden zu dem folgenden Fundamentalsatze (vergl. D. S. 518): 

II Wennaus dem endlichen Modul a sich n und 
nicht mehr Zahlen so auswählen lassen, da sie ein 
nach Z irreducibeles System bilden, so ist a dar- 
stellbar als Summe von # einfachen Moduln. 

Um dies zu beweisen, wählen wir aus a ein nach Z irreduci- 
beles System von » Zahlen «,, &«,...a,; dann ist jede beliebige 
Zahl & in a von der Form 


GE h,a,+h,a,+: É LEA 


wo die Coefficienten k, Zahlen des Kürpers Z bedeuten (D. $. 467). 
Da ferner a ein endlicher Modul, also von der Form 


a = [e!, ...a!] 
ist (D. $S. 494), so kann man, nachdem jede der »m Basiszahlen 


«, in der eben angegebenen Form 


( 
Un “a he œ, 1: hP a+": +R æ, 


dargestellt ist, bekanntlich eine von Null verschiedene Zahl a so 
wählen, daB alle mn Producte ah# ganze Zahlen des Kürpers Z, 
also in + enthalten sind. Setzt man nun «, — aw, und 


0 = 20,+20,+::-+20,, 


so leuchtet ein, daB die m Basiszahlen «, in o enthalten sind; 
mithin ist a theilbar durch 0, und da o eine Summe von » ein- 
fachen Moduln ist, so gilt (nach dem vorhergehenden Satze IT) 
dasselbe auch von a, w. z. b. w. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daB a auch nicht als 
Summe von weniger als n einfachen Moduln darstellbar ist, weil 
sonst je # Zahlen in a ein nach Z reducibeles System bilden wür- 
den (D. S. 468) Wir schliefen unsere Untersuchung mit dem Be- 


weise des folgenden Satzes (vergl. D. S. 521—523): 
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IV. Sind die beiden endlichen Moduln a,6,als 
Summen von einfachen Moduln in der Form 


(89) Qi DL, Liu, + ST, 


(90) = DyR, = DB+..:+V.8. 


dargestellt, wo x,, y, Idealbrüche, «,, 8, von Nullver- 
schiedene Zahlen bedeuten, so bestehendieerforder- 
lichen und hinreichenden Bedingungen für die Theil- 
barkeit 


(91) ba 
in »m Gleichungen von der Form 
(92) = Ÿe vd = GT EE Gu,n En 
wo die mn Zahlen c,, den Bedingungen 
(93) Yu Guy > Ly 


genügen. Ist ferner das System der Zahlen «, irre- 
ducibel nach Z, und setzt man 


(94) DOTE PE 
so wird 
(95) a; DX=ZEXC,, 


wo die Modul-Summe auf alle Combinationen 6 von 
jen Zahlenwi 1! 2’. nhausiderReïihetl, 2: #izuer 
strecken, und entsprechend 


(96) Ye = Yi. Yu 
(97) Co = DEC, 


LU 1" 
gesetzt ist. 
Der erste Theil dieses Satzes ist leicht zu beweisen. Soll 
nämlich die Theilbarkeït (91) gelten, so mu8 auch y, 8, > a, also 


24 = ay DE 27. 2,a, 


sein, und hieraus folgt die Existenz von Zahlen c Cv, Welche den 
Bedingungen (92), (93) genügen; und umgekehrt, wenn se 
erfüllt sind, so folgt aus dem Hülfssatze (63), daf 
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y v 
Yu Bu ee me Cu, v À Hoi, a, > Da, a, uGs 


also auch b = a ist, was zu zeigen war. Den Beweis des zweiten 
Theïles kann man auf verschiedene Art führen; entweder trans- 
formirt man (nach II) den Modul b in eine Summe von hüchstens 
n einfachen Moduln und benutzt den dort bewiesenen Satz (86), 
oder man stützt sich unmittelbar auf den in $ 4 enthaltenen De- 
terminanten-Satz (62). Indem wir die Durchführung der ersteren 
Beweisart dem Leser überlassen (vergl. D. S. 519—593), wenden 
wir uns sofort zu der letzteren und betrachten alle Lüsungen L 


der mit (59) übereinstimmenden Congruenz 


(98) Aa+aa, +... +a,x, = O0 (mod. É) 


durch x Zahlen a, welche resp. den Idealbrüchen x, angehüren. 
Nun ist zufolge (90) diese Congruenz gleichbedeutend mit der Exi- 
stenz von » Zahlen L,, welche resp. in den Idealbrüchen y, ent- 
halten sind und der Gleichung 


v u 
(29) Dao, = Xp, 
genügen, und diese zerfällt zufolge (92) und vermüge der Irredu- 
cibilität des Systems der » Zahlen «, in n Gleichungen von der 
Form 


(100) a, oi DL (7 Cu, y) 


und umgekehrt folgt aus (92), (93), (90), da jedes beliebige Sy- 
stem von # aus den Idealbrüchen y, gewählten Zahlen b, vermüge 
(100) ein System von » Zahlen a, erzeugt, welche resp. den Ideal- 
brüchen x, angehôren und zugleich eine Lôüsung ZL der Congruenz 
(98) bilden. Betrachtet man nun (wie in $ 4) irgend ein System 
von # solchen Lüsungen L/, L”...L®, die wir ebenso wie die zu- 
gehôrigen Zahlen a,, b, durch Accente unterscheiden, so folgt aus 
(100), daB die aus den x* Zahlen a/{ gebildete Determimante 


(101) A = ŸB, 0, 


ist, wo die Summe sich über alle im Satze genannten Combina- 
tionen 6 erstreckt, und jede Determinante B, auf dieselbe Weise 
aus den Zahlen b? gebildet ist, wie ©, aus den Zahlen €, , in 
(97). Da nun jee: Zahl b? in y, enthalten ist, so ist jedes Glied 
der Determinante B, Ein folglich diese selbst in dem Producte 
Y, enthalten, welches in (96) erklärt ist, also 2B,= Y,, mithin 
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ergiebt sich aus (101) mit Rücksicht auf den Hülfssatz (63) 
(102) 21>Ÿ0B,0, =D YO, 
also zufolge (62) auch 
(103) @HX>-È TC. 


Wenn alle Determinanten C, verschwinden (wohin auch der Fall 
m-=n gehôürt), so bilden bekanntlich (D. $S. 469) je n der » Zahlen 
B, in (92) und folglich auch je » Zahlen des Moduls b in (90) eim 
Dh Z reducibeles System ; da aber allgemein (a, b) ab ist 
(D. S. 511), so muB in diesem Falle gewiB (a, b) — 0 sein, weil 
sonst irgend ein in a enthaltenes irreducibeles System von * 
Zahlen «!, wie es zufolge (89) gewik existirt, durch Multiplication 
mit (a, b) in ein ebenfalls irreducibeles System von n Zablen in 
b verwandelt würde; mithin ist zufolge (33) auch (a; b) — 0. Dies 
folgt aber auch unmittelbar aus (103), und unser Satz (95) ist also 
in diesem Falle richtig. 

Wenn aber die Determinanten C, nicht alle verschwinden, so 
ist die in Z enthaltene Modul-Summe 


(104) e= SJ EC, 


auch von Null verschieden, also (nach $ 1) ein Idealbruch, und 
zufolge (102) ist 4e stets (falls À nicht verschwindet) ein Ideal. 
Bedeutet nun p irgend ein gegebenes Primideal, so folgt aus 


à FAC CNE, 


daf es mindestens eine Combination 6 giebt — sie mag aus den 
n ersten Indices » — 1, 2..." bestehen — für welche das zuge- 
hôrige Ideal Y,C,e* nicht durch p theïlbar ist. Für jeden 
solchen Index » bilden wir nun nach (100) eine Lôsung L° der 
Congruenz (98), indem wir die sämmtlichen "» Zahlen b, = 0 
setzen mit einziger Ausnahme der Zahl b,, für welche wir eine 
noch näher zu bestimmende Zahl b® des Idealbruchs y, wählen: 
dieses System von » Zahlen b, erzeugt nach (100) eine aus den 
n Zahlen 


re HD 


1j lire a M e 
had ie 0,6, — 0. 


V2 C,, ñn 
bestehende Lüsung Z°® der Congruenz (98), und wenn man ebenso 


mit jedem der n Indices 1, 2...n der Combination 6 verfährt, so 
erhält man # Lüsungen L/, L'...L‘* der Congruenz (98), denen 


| 
| 
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nach (101) die aus einem einzigen Gliede bestehende Determinante 


At D}0; 
entspricht, wo 
BL RSR DEC Catane 


. nyn* 


Nun kann man aber (nach $ 2. I) jede Zahl b® aus dem entspre- 
chenden einfachen Modul oder Idealbruch y, so auswählen, daf 
das Ideal by" und folglich auch das Product B, Y"' dieser n 
Ideale nicht durch p theilbar wird; bezeichnet man dasselbe mit 
q, so wird B, = qŸ,, also 


Mob oc a np y. Ce 


und folglich ist auch das Ideal Ae* nicht theilbar durch das 
Primideal p. Hiermit ist offenbar bewiesen, da z = 5 4e der 
grôkte gemeinsame Theiïler aller Ideale 4e”, also auch 


Dec 


ist, und dies ist zufolge (62) und (104) nur eine andere Form für 
unseren Satz (95), w.z. b. w. 


In dem Falle »m — n, welcher in den Anwendungen am häu- 
figsten auftritt, nimmt unser Satz (95) offenbar die Form 
(105) (GX = YC 
an, WO 
(106) F = pu. y, 
und 
(107) DEC, ts... 0 


nn 
ist (vergl. D. S. 523). — 

Nachdem hiermit die wichtigsten der auf das neue Symbol 
(a; b) bezüglichen Sätze bewiesen sind, bemerken wir endlich noch 
Folgendes. Es ist schon oben (am Schlusse von $ 2) erwähnt, daf 
in dieses Symbol eigentlich die Beziehung der Moduln a, b auf 
den Kôürper Z oder auf das System z aller in Z enthaltenen 
ganzen Zahlen aufzenommen werden müfite; am einfachsten würde 
man zu diesem Zweck das Zeichen (a; b) etwa durch (a, b, 2) er- 
setzen, wo à, b immer solche Moduln bedeuten, welche die Eigen- 
schaft (2) besitzen. In der gegenwärtigen Abhandlung konnte 
dies der Kürze halber unterbleiben, weil alle Moduln a, b aus- 
schlieflich auf diesen einzigen Küôrper Z bezogen wurden, Die 
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genauere Bezeichnung (a, 6,2) wird aber nothwendig, wenn mehrere 
solche Kürper betrachtet werden. Nehmen wir z.B. an, es sei 
Z Divisor eines endlichen Kôrpers &, und o das System aller in 
& enthaltenen ganzen Zahlen, so wird jeder Modul a, welcher der 
Bedingung va = a genügt, auch die Eigenschaft (2) besitzen, weil 
20 ist. Zwei solche Moduln a,:b erzeugen also ein Ideal (a, b, 0) 
des Kürpers & und zugleich ein Ideal (a, b, 2) des Kôrpers Z, und 
unser Satz (31) ist nur ein specieller Fall des allgemeinen Satzes 


(108) (a, b, 2) = (a, b, 0), 


wo J das Zeichen für die in Bezug auf Z genommene Partial- 
norm von Zahlen oder Idealen des Kôrpers & bedeutet. Die 
ausführliche Darstellung dieser, ebenfalls in der Einleitung er- 
wähnten Untersuchungen mul aber einer besonderen Abhandlung 
vorbehalten bleiben. 


Braunschweig, 4 Februar 1895. 


SES ? 


Ueber die Structur der Resultanten binärer 
Formen, 


Von 
E. Netto in GieBen. 


Vorgelegt in der Sitzung am 11. Mai 1895 von Herrn Klein. 


Herr Franz Meyer hat der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften in der Sitzung vom 26. Januar 1895 ein Theorem über 
die Structur von Resultanten mitgeteilt, Sein Beweis stützt sich 
auf einen Hülfssatz, der sich wohl nicht ohne Reïhenentwickelung 
der Wurzeln algebraischer Gleichungen ableiten lift. Es dürfte 
deshalb ein anderer Beweis, der nur die einfachsten Determinanten- 
Betrachtungen benutzt, vielleicht nicht ohne Interesse sein. 

Wir setzen 


f.() —= 4, "+ aQ DAMES d;_10 * 4 ue a A+ Grid SG E a, À”, 
9,0) A Bo +1,97 Atos he b,,0 A 2e D, à in DA SD UE b, A"; 


hier bedeutet @ einen Parameter, und # wird = ! angenommen. 
Wir schreiben die Resultante À von f,, g, nach À in der gewühn- 
lichen Form als Determinante (m + n)** Ordnung, indem wir zuerst 
1 Zeilen mit den Coefficienten a und dann # Zeïlen mit den Coeffi- 


cienten b hinschreiben 


GG 9 MO re. 
O ap ao, ... (1 Zeiïlen) 


k—1 


DRPo lors. | (& Zeilen); 


ele she dol oo etotoe tests ee 


darunter stellen wir zunächst die übrigen (n—{) Zeilen in den « 
und dann die (m—%) Zeilen in den b. Nun teilen wir die Deter- 
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minante in vier Teile 


ip S, 8, | (& +1 Zeiïlen) | 
À S, | (m+n—k-—1 Zeilen) 
(+1 Spalten), (m+n—17 Spalten). 


In den ersten / Spalten von $, stehen überhaupt nur Nullen; in 
der (7 + «)t* Spalte ist die niedrigste in den einzelnen Gliedern 
vorkommende Potenz von @ die (k—aæ +1) ; ihre Glieder enthalten 
gegen die entsprechenden Glieder einer beliebigen Spalte von S, 
mindestens den Factor @p*“*! mehr. Die Glieder der (+ a) 
Spalte von $, enthalten hüchstens den Factor g“*. Die Glieder 
von S, enthalten @ überhaupt nicht. 
Wir berechnen nun À nach dem Laplace’schen Satze 


+ R— S.S,+8.S+..., 


wobei S',$! aus S,,$S, dadurch abgeleitet wird, daB man eine oder 
mehrere Spalten aus $, durch solche aus $S, und gleichzeitig die 
unter den letzteren stehenden von S, durch die unter den ersteren 
stehenden von $, ersetzt. Wählt man aus S, die Spalte der Ord- 
nung (Â+ a) und ersetzt diese durch eine aus $,, so wird jedes 
Glied von S; hüchstens um den Factor 6“ erniedrigt; jedes Glied 
in $, dagegen mindestens um den Factor p“#"* erhôht. Es ist 
daher klar, daf die Glieder in R, welche die niedrigste Potenz 
von @ enthalten, sämtlich in S,-$S, vorkommen. 

S, enthält Glieder mit 9°; diese bekommt man, wenn man in 
5, einfach op — 0 setzt. Dabei entsteht aus &, 


E(, ue): 
Vus = Gt+dnAte: AA, 2 DE b,+0,,4+ ‘ra + DAT. 

Bei $, ist das Resultat gleichfalls leicht zu erkennen. Denken 
MIDAUNE TUE do Die 0.60 LEO REINE OZ MATOS 
Aus Q pee 007, 0y2@ 7 ,-.., S0 entsteht eine isobarische Function 
des Gewichtes £.7. In $S, haben daher diejenigen Glieder das 
Minimalgewicht %-1, welche 4,,,, a,,,...; b,,, b,,,... gar nicht 
enthalten. Diese bilden, abgesehen von 9’, die Resultante 


R(gs; p); 
D, = + had; où = BH A+... +BA 
Damit ist der von Herrn Meyer ausgesprochene Satz bewiesen. 
GieBen, den 6. Mai 1895. E. Netto. 


Die Gruppen mit quadratfreier Ordnungszahl. 
Von 
0. Hülder in Tübingen. 


(Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 25. Mai 1895.) 


Aus den zahlentheoretischen Eigenschaften der Ordnung einer 
Gruppe kann manchmal auf den Charakter der Gruppe geschlossen 
werden. So erkennt man in verschiedenen Fällen die Zusammen- 
gesetztheit oder die Auflüsbarkeit einer Gruppe an der Ordnung. 
Den ersten Satz in dieser Richtung hat Sylow aufgestellt. Nach 
diesem Satz ist jede Gruppe auflôsbar, deren Ordnungszahl die 
Form 

DIT De 
hat, wobei p,, p,, ... p, ungleiche Primzahlen bedeuten, und 


k; k, k, 
PDPET ET a cas. 2 


vorausgesetzt wird. Insbesondere ist eine Gruppe auflüsbar, wenn 
ihre Ordnung Potenz einer Primzahl ist. Ein sehr specieller Satz 
ist später von mir gezeigt worden, des Inhalts, daf jede Gruppe 
auflüsbar ist, deren Ordnungszahl nur aus drei Primzahlen besteht, 
Im Anschluf hieran ist von Frobenius') bemerkt worden, daf 
dasselbe gilt, wenn die Ordnungszahl aus vier Primzahlen besteht, 
aber von 60 verschieden ist. Frobenius hat zugleich ein all- 
gemeineres Resultat gewonnen, indem er bewiesen hat, daf jede 
Gruppe auflüsbar ist, deren Ordnung durch Multiplication von be- 
liebig vielen, aber ungleichen Primzahlen entsteht. 

Mit Hilfe dieses Ergebnisses von Frobenius ist es mir jetzt 
gelungen, für die Ordnungen der zuletzt erwähnten Art, also für 
solche, die durch kein Quadrat theilbar sind, alle existirenden 
-Gruppen zu bestimmen. Dabei hat sich das überraschende Resultat 


1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1893, I, p. 337. 
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ergeben, daf alle diese Gruppen durch metacyklische Buchstaben- 
vertauschungen dargestellt werden Kkônnen, somit von einer be- 
kannten Form sind. 

Durch frühere Untersuchungen von Netto, von Young, von 
Cole und Glover und von mir.sind die Gruppen der Ordnungen 
p°, p°, p°, pa, pq”, pqr aufgestellt worden, wobei mit p, q, r Prim- 
zahlen bezeichnet sein sollen. Die vorliegende Arbeit erledigt also 
neue Reïhen von Ordnungszahlen. 


sh 


Vorauszusetzende Sätze. 


Aus der erwähnten Abhandlung von Frobenius werde ich 
die folgenden beiden Sätze benutzen. 
1) Sind die Primzahlen p,, p,,...p, verschieden, wobei zu- 
gleich 
DB... FDP, 


angenommen wird, so enthält eine Gruppe der Ordnung p,p, ...p, 
für jedes À eine und nur eine Untergruppe der Ordnung p,p, . . . M. 

2) Ist G eine invariante (ausgezeichnete) Untergruppe von &, 
sind g und g die Ordnungen von G und G&, und sind die Zahlen 


g und à theilerfremd, so besteht @ aus allen Elementen von G, 


deren Ordnung in g aufgeht. 


8 2. 


Ausgezeichnete cyklische Untergruppen. 


Nun sei eine Gruppe G& gegeben, deren Ordnung durch kein 
Quadrat theïlbar ist. Es geht aus dem ersten der soeben genann- 
ten Frobenius’schen Sätze, wenn 4 — 1 gesetzt wird, hervor, 
-daf in der Gruppe G& eine Untergruppe von Primzahlordnung 
existirt, die zugleich die einzige ihrer Ordnung, also eine ausge- 
zeichnete (invariante) Untergruppe ist. Nehmen wir an, es seien 
im Ganzen s verschiedene ausgezeichnete Untergruppen von Prim- 


zahlordnung, und zwar von den Ordnungen gq,, q,, . . . Q,, vor- 
handen; diese Untergruppen môgen der Reïhe nach durch die Ope- 
rationen T,, T,,... T, erzeugt werden. Die Primzahlen g,, q,,...a. 


sind dann von einander verschieden. Ist nämlich #,-q, die Ord- 
nung der Gruppe G&, so kann, da diese Ordnung kein Quadrat ent- 
hält, », nicht durch g, theïlbar sein. Man kann jetzt auf die aus 


| 
| 
| 
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den Potenzen von 7, bestehende Untergruppe G von & den Satz 2) 
von $ Î anwenden. Wenn also q, — q, wäre, so müfte T, in G 
enthalten und somit gleich einer Potenz von T, sein. Dies wider- 
spricht dem Umstand, daf die von 7, und von T, erzeugten Grup- 
pen verschieden sein sollten. Her muf 


HT L)T, = LL TLT,) 


sowohl einer Potenz von 7, als einer von 7, und folglich der 
Identität gleich sein. Somit ist 


le LT; 
d.h. die Operationen 7, 7,,... T, kônnen mit einander ver- 


tauscht werden. 
Für vertauschbare Operationen gilt ein wichtiger Satz'). Sind 
nämlich zwei solche Operationen von den Ordnungen @ und 6, und 
sind @ und 6 theïlerfremd, so ist das Product der Operationen von 

der Ordnung 0-6. Daraus ergiebt sich für das Product 
TRS L'ERTET 


$ 


von s Factoren, daf seine Ordnung gleich 


peche © 6e (SAC 


ist. Die durch die Potenzen von T gebildete Gruppe A besteht 
aus der Gesammtheit der aus 2, 7,,... T, ableitbaren Opera- 
tionen, und es ist defhalb ÆJ auch eine ausgezeichnete Untergruppe 
der Gesammtgruppe G. 

Es läft sich leicht zeigen, daf jede ausgezeichnete cyklische 
Untergruppe $ der Gesammtgruppe G in der Gruppe Æ enthalten 
sein muf. Besteht nämlich $ aus den Potenzen der Operation Q@, 
und gehôürte Q der Gruppe ÆH nicht an, so kônnte nach dem zwei- 
ten der in $ 1 citirten Sätze auch die Ordnung von Q nicht in n 
aufgehen. Es müfte also diese Ordnung eine von gq,, @,, . : . Q, 
verschiedene Primzahl » enthalten. Die Gruppe $ würde nun, da 
sie cyklisch ist, nur eine Untergruppe pŸ* Ordnung enthalten, die, 
falls $ in G ausgezeichnet ist, ebenfalls in G& ausgezeichnet en 
mu. Dies aber widerspricht der anfangs gemachten Annahme, 


1) Vrgl. Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1870, p. 883 
No. II, 
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daf jene s Gruppen die einzigen ausgezeichneten Untergruppen 
von Primzahlordnung in der Gruppe G sind. 

Es existirt also mindestens eine ausgezeichnete 
cyklische Untergruppe mit von Eins verschiedener 
Ordnungszahl. Die grôBte von diesen enthält alle 
anderen. ; 


8 8, 


Verhalten der übrigen Operationen zu der Operation 7. 


AuBer den Potenzen von T ist keine Operation 
mit TZ vertauschbar. Ist nämlich Q keiner Potenz von T 
gleich, also nicht in 4 enthalten, so muB aus den im vorigen Pa- 
ragraphen angegebenen Gründen die Ordnung von Q eine von 
Qi» de + + 4, verschiedene Primzahl p enthalten. Wäre nun Q 
mit 2° vertauschbar, so müfte dasselbe von einer Potenz À von 
Q gelten, deren Ordnung gleich p ist. Existiren verschiedenartige 
mit J' vertauschbare Operationen R, deren Ordnung eine in 
41% » « « 4, nicht enthaltene Primzahl ist, so wählt man die Ope- 
ration À so, daB ïhre Primzahlordnung p môglichst grof ist. Die 
aus den Potenzen von À bestehende Gruppe pt Ordnung ist nicht 
in À enthalten und ist defhalb nach $ 1 in G nicht auf ausge- 
zeichnete Weïse enthalten; es giebt defhalb eine in G mit R 
gleichberechtigte Operation Æ', die keiner Potenz von R gleich 
ist. Wie nun die Gleichung 


TR =RT 


bestand, so ergiebt sich, indem man diese Gleichung mit einer 
geeigneten Operation transformirt, daf 


TR! _—_ RIT 


ist, wobei b jedenfalls zur Ordnung n der Operation T relativ 
prim ist. Somit ist auch Æ' mit T vertauschbar. 

Denkt man sich jetzt durch Combination der Operationen 
R, E', T eine Gruppe J der Ordnung w'-p:n abgeleitet, so wird 
T mit allen Operationen dieser Gruppe vertauschbar sein. Es 
sei p' irgend ein Primtheiler von #', dann ist p'<p. Da nämlich 
J nach dem Satz von Cauchy eine Operation der Ordnung y! 
enthält, und diese Operation mit T vertauschbar ist, so würde die 
Annahme p'=—p dem Umstand widerstreiten, da die Operation R 
mit einer müglichst grofen Ordnung ausgewählt wurde. Die Zahl 
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m'p, die ein Theïler der Ordnung der Gresammtgruppe ist, enthält 
keine Primzahl doppelt und besitzt in p, wie wir jetzt wissen, ihren 
grôBten Primtheiler. Die Gruppe J/H), die aus J entsteht, wenn 
man 7’ der Identität äquivalent setzt, hat die Ordnung mp, sie 
enthält also nach $ 1, 1) eine einzige Untergruppe pt* Ordnung. 
Ziwei Operationen pt* Ordnung, die der Gruppe J/H angehüren, 
sind somit Potenzen von einander. Die Operationen R und R! 
sind Operationen von der pt* Ordnung in der Gruppe G. Be- 
trachtet man jetzt eine dieser Operationen mod Æ, so wäre es noch 
denkbar, da die Ordnung sich reducirte; sie müfte sich aber 
dann auf einen ächten Theïler von p, d.h. auf 1 reduciren. Dies 
ist unmüglich, weil À in Z7 nicht enthalten ist. Den Operationen 
R und À" entsprechen also in der Gruppe J/H zwei Operationen 
pt* Ordnung; es sind daher R und R' mod H Potenzen von ein- 
ander äquivalent. Man erhält so die Gleichung 


Ra TT 


Diese Gleichung ist widersprechend. Ist nämlich 6 durch # theil- 
bar, so ergiebt sich, entgegen der bei der Einführung von R' ge- 
machten Annahme, À" als Potenz von À. Ist aber 6 nicht durch 
n theilbar, so muB die Ordnung einer Operation, welche die Form 
R°T° besitzt, durch eine der Primzahlen g,, q . .. q, theilbar 
sein, während die Ordnung p von ÆR' dies nicht ist. 


8 4. 


Zusammensetzung der Gruppe aus zwei cyklischen Gruppen. 


Die zu untersuchende Gruppe & sei von der Ordnung #”:n, 
wobei wieder # die Ordnung der grôfiten ausgezeichneten und cy- 
klischen Untergruppe H von G bezeichnet. Die Zahl » ist, ebenso 
wie mn, gleich einem Product ungleicher Primzahlen : 

MAN DSI PE De 


Man kann annehmen, daf 
PP P37 7 P,:. 
Nach dem Satz von Cauchy lassen sich » Operationen 6, $,, 


1) Vgl. Jordan, Bulletin de la société mathématique de France, TM1e78; 
p. 46 und meine Ausführungen in den Mathematischen Annalen, Bd. 34, p. 31. 


Kgl. Ges. d, W. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1895, Heft 2. 15 
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$S,,... 8, finden, die bezichungsweiïse die Ordnungen p,, p,, p,,...p, 
besitzen. 

Transformirt man jetzt die Operation 8, mit $,, so erhält 
man eine Operation S' von der Ordnung p,. Die Gruppe G/H, 
die von der #m*% Ordnung ist, enthält nach $ 1, 1) eine einzige 
Untergruppe p,t* Ordnung; es sind'daher die Operationen S, und S' 
mod H Potenzen von einander. Dies heifit, da eine Gleichung von 
der Form 


(1) Sas te SITE 


besteht, in der @ durch p, nicht theïlbar ist. Da die Gruppe H 
in G ausgezeichnet enthalten ist, besteht die Relation 


(2) D TON 
die durch Potenziren mit b und durch mehrmaliges Transformiren 
mit 5, ergiebt, daf 
(3) SET ST = TU, 
Setzt man jetzt b = 1 und 7 = p,, so gewinnt de) die Con- 


gruenz 
k1 = 1 modn. 


Die Zahl £, die zu # relativ prim ist, wird also mod» ent- 
weder zum Exponenten 1 oder zum Exponenten p, gehôren. Nach 
$S 3 kann $, mit T nicht vertauschbar sein, es zeigt also die 
Gleichung (2), daf À der Eins incongruent ist, somit mod # zum 
Exponenten p, gehôrt. Die Gleichung (2) werde nun mit 5, trans- 
formirt, wobei $, in S! und T'in T° übergeht; c ist zu n relativ 
prim. Man findet so die Gleichung 

SÉTSSE= PE 
die mit Rücksicht auf den in (1) gegebenen Ausdruck von $! die 
folgende ergiebt: 

DCR E=T 


Die Gleichung (3) liefert dagegen 
SRTESS — Ta“, 
und man findet durch den Vergleich der beiden letzten Formeln 


KT = 1 modn. 


‘4 DRE DA 
1 N L À 
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Weil aber Æ mod» zum Exponenten p, gehürt, so ist g—1 
durch p, theïlbar. Die Gleichung (1) verwandelt sich daher in 


DD De Le 
oder 
en ee 


Die Operationen $, und $, sind mod H mit einander vertauschbar. 


Man beweist genau ebenso, daf die Operation $, mod H mit 
jeder Operation der Reïhe $,, $,, ... S. vertauscht werden kann. 
Es soll jetzt gezeigt werden, daf je zwei der Operationen S,, 
S,, ...18, mit einander mod /J vertauscht werden kônnen. Ange- 
nommen, es sei bereits bewiesen, dafi $,, 5,,... $S, unter einan- 
der und mit Sex, Sur, ... S. mod H vertauschbar sind, so ver- 
fahre man folsendermafen. Man setze 


CE 


Da die Operationen &, $,, 8,,... Sc mod H mit einander 
vertauscht werden künnen und einzeln von den Ordnungen »,, 
Ds - + Pay SIN, $0 ist © mod À von der Ordnung Pp = p,p, ... Paye 
Die Potenzen der Operation @ bilden, wenn man sie mod Æ be- 
trachtet, eine Untergruppe pt* Ordnung von der Gruppe G/H. 
Diese Untergruppe, die G heifen môge, ist nach dem in $ 1 ange- 
führten Frobenius’schen Satz 1) die einzige Untergruppe pi” 
Ordnung, also eine ausgezeichnete Untergruppe von G/H Jede 
Operation der Gruppe G/H, die von der pet Ordnung ist, mu 
nach $ 1, 2) in der Gruppe G enthalten sein; diese Gruppe ent- 
hält aber als cyklische Gruppe nur eine Untergruppe pat” Ord- 
nung, so daf also zwei Operationen dieser Ordnung, die der Gruppe 
G/H angehôren, Potenzen von einander sein müssen.  Bedeutet 
nun S; irgend eine Operation der Reïhe Su, Ses, -.. S,, so sind 
die beiden Operationen 


57" Sa4198 ; Sa 


sowohl im absoluten Sinne, als mod 4 von der pat Ordnung. 
Diese beiden Operationen sind also mod Æ Potenzen von eimander, 
d. h. es ist 


Sas = ul. 


Indem diese Gleichung jetzt an Stelle von (1) tritt, kôünnen 
die früher für S, und $, gezogenen Schlüsse auf S4, und 54 an- 
155 
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gewendet werden. Es ergiebt sich 


So Sp = SSau T°. 


Nun weif man also, daB S,, S,,... Se mit einander und 
mit Sas, Saxe, +. 15, mod H vertauscht werden dürfen. Dadurch, 
daB man so zu schliefen fortfährt, findet man, daB mod } alle 
Operationen $,, $,,... 8, mit einander vertauschbar sind. So- 
mit ist 


Sue OS, LS mode 


eine Operation #t* Ordnung, welche die ganze Gruppe G/H er- 
zeugt. 

Ist G eine Gruppe, deren Ordnung kein Quadrat 
enthält, und ist H ihre grôBte ausgezeichnete cykli- 
sche Untergruppe, so ist G/H eine cyklische Gruppe. 
Die Gruppe G kann aus zwei cyklischen Gruppen zusammenge- 
setzt werden. Eine algebraische Gleichung mit der Galois’schen 
Gruppe G wird dadurch gelüst, da man zuerst eine gewühnliche 
Abel’sche Gleichung mt Ordnung bildet und dann unter Adjunc- 
tion einer Wurzel dieser Gleichung eine zweite gewühnliche 
Abel sche Gleichung auflôst. 


$. b. 
Relationen. 
Die im vorigen Paragraphen eingeführte Operation S' ist 
mod Æ von der Ordnung #, ihre absolute Ordnung ist somit ein 
Vielfaches von ». Also wird eine geeignete Potenz von S', die 


wir mit S bezeichnen wollen, die absolute Ordnung » besitzen. 
Es ergeben sich jetzt die Relationen 


(4) SAM STI AT TR ERl 
Wenn man die Operation T7’ mit der Operation $S mmal transfor- 
mirt, erhält man die Congruenz 


b) a" = 1 mod ». 
Die Zahl a kann aber mod x zu keinem ächten Theiïler von »# als 
Exponenten gehôren; wäre z. B. 


mr 


a = 1 mod”, 
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so würde die Operation S°1, die keiner Potenz von T gleich ist, 
mit 2’ vertauschbar sein, was dem Resultat des dritten Para- 
graphen widerspricht. Es gehôürt also «a zum Exponenten m», wef- 
halb auch » ein Theiler von p(n)!), d.h. jede der Primzahlen p,, 
Ps, «+. p, Theiler von mindestens einer der Differenzen q,—1, 
G—1, ... q,—1 sein muf. 

Die Gruppe G ist von der #nt*% Ordnung und wird nach den 
Ergebnissen des vorigen Paragraphen aus $ und T erzeugt. Man 
kann defhalb die Gleichungen (4), welche jeden aus $S und T com- 
binirten Ausdruck auf eine der Formen 

Er hr=:10, 1,2,...1m—l 

Le C — 0,1,2, ] 
zu reduciren erlauben, als definirende Relationen der vorausge- 
setzten Gruppe G in Anspruch nehmen. 

Nimmt man jetzt umgekehrt zwei Zahlen m und » nach Be- 
lieben, doch so an, daf mn durch kein Quadrat theilbar ist, und 
wählt man a der Congruenz (5) gemäf, so müssen die Relationen 
(4) als definirende im Sinn von Dyck eine Gruppe bestimmen. 
Diese Gruppe ist nach einem von mir im 43. Band der mathe- 
matischen Annalen p. 334 aufgestellten Princip in der That von 
der Ordnung m-n. Ist auferdem »” Theiler von (nr), und ge- 
hôürt mod» die Zahl a zum Exponenten », so ist in der def- 
nirten Gruppe die aus den Potenzen von 7 bestehende Unter- 
gruppe auch die grüfte cyklische ausgezeichnete Untergruppe. Es 
mu nämlich nach dem Ergebnif des zweiten Paragraphen eine 
solche grüfte Untergruppe existiren und die Potenzen von 7 um- 
fassen. Man berechnet aber unter den jetzt gemachten Annahmen 
leicht aus den Relationen (4), daf keine Operation, aufier den Po- 
tenzen von 7, mit 7’ vertauschbar ist. Es reducirt sich also jene 
grüfite cyklische ausgezeichnete Untergruppe auf die aus T er- 
zeugte Gruppe nt* Ordnung. 

Führt man jetzt » Buchstaben x, ein, wobei & die Reste des 
Moduls n durchläuft, so kann man die Substitutionen unserer 
Gruppe durch die m:n Buchstabenvertauschungen 


Ë h = 0,1,2,.,.m—1 
ns) Cent tt) 
darstellen. Diese Buchstabenvertauschungen sind metacyklisch. 


1) Gauss, disquisitiones arithmeticae, art. 38. 


290 O0. Hôlder, 


8 6. 


Gattungen. Unterscheidung der Gruppen. 


Für jede der hier betrachteten Gruppen ist in erster Linie 
ibre Ordnung und die Ordnung ïihrer grüfiten cyklischen und aus- 
gezeichneten Untergruppe charakteristisch. Zwei Gruppen, welche 
in jeder dieser beiden Zahlen übereinstimmen, welchen also das- 
selbe # und dasselbe # zukommt, wollen wir zur gleichen Gat- 
tung rechnen. Es sind noch die verschiedenen Gruppen einer Gat- 
tung zu unterscheiden. 

Es seien nun G und G' zwei Gruppen derselben Gattung, G 
dargestellt durch die Formeln (4), G' durch die Formeln 


(6) St = 1, SETISI = T4, Tr =: 


Sollen die Gruppen G und G’ holoedrisch isomorph sein, so 
mu der grôfiten cyklischen und ausgezeichneten Untergruppe von 
G die grôBte cyklische und ausgezeichnete Untergruppe von G 
entsprechen. Der Operation T entspricht also T", der Operation 
S entspricht ST". Da nun zwischen $S und 7 die Relation 


SATSE=RT" 
besteht, so müfite auch für die entsprechenden Operationen 
(SAT OL (STORES 
sein. Diese Gleichung liefert aber mit Hilfe von (6) 
a”.1 = al mod n, 


und da ! zu n relativ prim sein muf, so ist & einer Potenz von 
a' congruent. Dies ist aber für den Isomorphismus auch hin- 
reichend; denn wenn die Congruenz a” = & mod n besteht, so hat 
man nur den Operationen T und $S der Gruppe G die Operationen 
T' und S'" der Gruppe G' zuzuordnen, um Isomorphismus zu er- 
halten. Man erhält also das Resultat: 

Alle Gruppen einer bestimmten Gattung werden 
dadurch erhalten, da8 man in die Relationen (4) für 
a alle Zahlen einsetzt, die modn zum Exponenten " 
gehôüren. Zwei Zahlen «a, die mod”n Potenzen von ein- 
ander sind, ergeben dieselbe Gruppe, so daf also je 
œ(m) incongruente Reste des Moduls n auf dieselbe 
Gruppe führen. 


Si L'sade) 
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$ 7. 
Anzahl der Gruppen. 


Um die Anzahl aller der in einer Gattung enthaltenen Grup- 
pen zu bestimmen, hat man nach dem Vorhergehenden die Anzahl 
der zum Exponenten # gehürenden Reste & des Moduls » zu be- 
rechnen und diese Anzahl mit @(#) zu dividiren. Man kann nun 
die Zahl & in ein Product von Zahlen zerlegen, die beziehungs- 
weise zu den Exponenten p,, p,, ...p,. gehüren. Man definire 
zu diesem Zweck die Zahlen db, durch die Congruenzen 


ba = 1 mod pe CRE db ne LE 


Es ist jetzt, da m — p,p,...#p, ist, leicht zu sehen, daB 


pe nt, = 1 mod», 


1 2 (5) 


und wenn man 


a De = a mod” 
setzt, so ergiebt sich die Zerlesung 
M m 


RS Te ie 
(7) = k = a,a,...a, mod. 


Aus der Bestimmung von bd, folet, daf & zu » relativ prim 
ist, und es gehôürt defhalb a, mod » zum Exponenten p.. 

Wählt man andererseits 7 Reste a,, a,,... a, des Moduls # 
so, da sie zu den Exponenten p,, p,, ... p, gehüren, sonst belie- 
big, so ist ihr Product a eine zum Exponenten # gehürende Zahl!), 
und es wird von selbst 


a = x mod. 
Es geht aus diesen Betrachtungen hervor, dafi ein Rest à, 
der zum Exponenten » gehürt, sich stets, und zwar nur auf eine 
Weise, in Componenten zerlegen läfit, die zu den Exponenten 


1) Die Reste des Moduls » sind vertauschbare Elemente, für deren Ordnun- 
gen der in 8 2 citirte Satz gilt; man vergleiche hierzu auch Gauss, disquisitiones 
arithmeticae, art. 55 Schluf. 
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Pa Pan --.P, gehüren, und daf andererseits diese Componenten ihren 
Exponenten entsprechend irgendwie und von einander unabhängig 
gewählt werden dürfen. 

Nun muf die Componente a;, die in Bezichung auf den Modul 
n zum Exponenten p. gehôrt, in.Bezichung auf jeden der in # ent- 
haltenen Moduln gq,, q,,...4q, zum Exponenten 1 oder zum Ex- 
ponenten p, und mindestens in Beziehung auf einen dieser Moduln 
q zum Exponenten p. gehôren. Ist g,—1 durch p. nicht theilbar, 
so ist a = 1 modg,. Ist q, eine Zahl, für die g,—1 durch p, 
theilbar wird, so kann &, mod q, zunächst p. Werthe annehmen. 
diese Werthe, die a, in Beziehung auf die verschiedenen Moduln 
q, anzunehmen vermag, kôünnen auch in beliebiger Weïse combinirt 
werden, nur dürfen sie nicht alle congruent 1 sein. Wir setzen 
jetzt fest, da & die Anzahl der Differenzeng,-1, 
d—1,...9—1 bedeuten soll, die den Factor p, enthal- 
ten. Es ergiebt sich dann, da 4, modn auf pe—1 Arten, also 


a = 44, ...a@ modr 
auf 


TE 


Arten angenommen werden kann. 


Die Anzahl der Gruppen in der durch die Zahlen 
mund x characterisirten Gattung ist 


er pl 
1 Ve—1 
8 8. 


Eintheilung in Arten. 


Soll eine gegebene Gruppe G, deren grüfite cyklische und aus- 
gezeichnete Untergruppe von der nt Ordnung ist, durch Rela- 
tionen von der Form (4) dargestellt werden, so ist nur die Zahl 
a bis auf einen gewissen Grad willkürlich. Diese Zahl gehôrt 
mod x zum Exponenten #, und man kann für sie, ohne die Gruppe 
zu ändern, eine andere ebensolche Zahl setzen, die zugleich einer 
Potenz a' von a congruent ist; dabei ist h zu m relativ prim. 
Wenn nun #,, h,,...h, die kleinsten positiven Reste von À in 
Beziehung auf die in # enthaltenen Moduln p,, p,, . . . p, bedeu- 
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ten, so künnen diese Reste unabhängig von einander die Werthe 
1,2,...p,—1; 1,2,...p,—1; 1,2,...p,—1 durchlaufen. 
In Folge der Gleichung (7) ist 


} k L k 

Ge ie. 4 mod.n; 
man kann also, ohne die Gruppe zu ändern, an Stelle von a, a,, ... a, 
die Zahlen a", al, ... a!r treten lassen. Wenn daher g, g', q”... 


diejenigen Primtheiler vom # bedeuten, in Bezichung auf die 4; 
zum Exponenten p, gehôürt, so kann man wegen der in k, stecken- 
den Willkürlichkeit an Stelle von a, eine Zahl treten lassen, die 
z. B. mod q irgend einer zum Exponenten p, gehôürenden Zahl con- 
gruent ist; dann bestimmen sich aber die Reste von a, in Bezie- 
hung auf die Moduln g', g”,... mit, so daf diese Reste nicht mehr 
gewählt werden künnen. 

Wir wollen nun zwei Primzahlen p, und q, in der Gruppe 
G conjugirt nennen, wenn die Zahl & mod 9, zum Exponenten ». 
gehôrt. Diese Definition ist von der in der Darstellung der Gruppe 
noch steckenden Willkürlichkeit unabhängig. Wenn p, mit q, con- 
jugirt ist, so ist p. ein Theiler von g,—1. Jede Zahl ». ist min- 
destens mit einer der Zahlen gq,, g, . . . q, conjugirt. 

Die betrachteten Gruppen kônnen jetzt bis auf einen gewissen 
Grad durch Symbole charakterisirt werden. So soll z.B. das 
Symbol 
) 


SATA NES: 


en mn 


© 


alle Gruppen der Ordnung 8. 5. 7. 31. 61 darstellen, deren grüfite 
cyklische und ausgezeichnete Untergruppe von der Ordnung 7. 81. 61 
ist, und in denen 3 und 7, 8 und 31, 8 und 61, 5 und 31, 5 und 61 
Paare von conjugirten Primzahlen sind. Die Gruppen, die durch 
dasselbe Symbol dargestellt sind, sollen zu einer Art zusammen- 
gefaft werden. Gruppen derselben Gattung sind von 
derselben Art, wenn in ihnen dieselben Primzahlen- 
paare conjugirt sind. 

Wie man alle Gruppen einer Art findet, müge an dem eben 
genannten Beispiel (8) gezeigt werden. Setzt man 


Pi 0, Da — D, U = 7, à = 91, 43 = 6l, 


so hat man zwei Zahlen a, und a, in Beziehung auf die drei Mo- 
duln 7, 31 und 61 zu bestimmen. Nun muf a, in Beziehung auf 


224 2 0. Hülder, 


jeden dieser Moduln zum Exponenten p, = 3 gehôren, da p, mit 
%, & und q, conjugirt ist. Man kann aber a, in Beziehung auf 
einen der Moduln, also z. B. in Beziehung auf den Modul 7 irgend 
einem zum Exponenten 3 gehôrigen Rest congruent setzen, ohne 
daf dadurch die Gruppe näher bestimmt würde. Nachher muf 
man aber, um alle Gruppen zu erhalten, der Zahl a, die beiden 
zum Exponenten 3 gehôürigen Reste des Moduls 81 und die beiden 
zum selben Exponenten gehürigen Reste des Moduls 61 ertheiïlen 
und jene Reste mit diesen auf alle Weisen combiniren. Dies giebt 
somit 4 Bestimmungsweisen von 4, mod». Die Zahl a, ist, da p, 
mit Q, nicht conjugirt ist, congruent 1 mod 7. In Beziehung auf 
den mod 81 kann man a, irgend einem der zum Exponenten 5 ge- 
hôürigen Reste congruent setzen; es müssen aber dann der Zahl 
a, mod 61 vier Reste ertheilt werden. Da a = a,a, mod n, erge- 
ben sich jetzt für & mod” sechzehn Bestimmungsweïsen. Die 
durch das obige Symbol dargestellte Art enthält also 16 ver- 
schiedene Gruppen. 

Wir wollen noch an einem Beïispiel die sämmtlichen Gattungen 
und Arten von Gruppen aufstellen. Wir wählen die Ordnung 8. 
5. 31. 61. Zuerst ist die Ordnungszahl in ein Product m-n zu 
spalten. Ist n — 9,q, ...q,, so muB jeder Primfactor von #» 
in mindestens einer der Differenzen qg,—1, q,—1,...q,—1 ent- 
halten sein. Man erhält defhalb vier môügliche Zerspaltungen : 
m— l,;,n = 3.581. 6l oder m—3, n —0. SE 6bodermen, 
n —= 3.31. 61 oder m — 8.5, n — 31. 61; dadurch entstehen vier 
Gattungen. Die erste Gattung liefert nur eine Art, in der eine 
einzige Gruppe, die cyklische Gruppe der Ordnung 3. 5. 31. 61 
enthalten ist. Die zweite Gattung liefert drei Arten, die durch 
die Symbole 


38: 5, 31, 61 8: 5, 31, Ôl 8: 5, à1, 61 


dargestellt sind. Die dritte Gattung umfafit ebenfalls drei Arten, 
nämlich 


6; 3, 31, 61 5; 8, 31, 61 5; 3, 31, 61. 
In der vierten Gattung sind die 9 Arten 

8, 5: 31, 61 8 5: 31, 61 8, B: 31, 61 

8 5; 31, 61 8, 5: 81, 61 8 b: 31, 61 

8, 5: 81, 61 $, 5; 81, 61 8, 5; 31, 61 
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enthalten. Es haben sich also 16 Arten ergeben. Von diesen ent- 
halten die 4t%, 14%, 15t zwei Gruppen, die 7t, 10t%, 13t vier Grup- 
pen; die letzte Art enthält 8 Gruppen, alle anderen Arten be- 
stehen aus einer einzigen Gruppe. 

Die Anzahl der Arten einer Gattung ist allgemein 


=? (4 
re RE 


wenn €. dasselbe bedeutet wie im vorigen Paragraphen; die An- 
zahl der verschiedenen Gruppen einer Art ist 


1 


CT êre 
ALP) ; | 
wofern p. mit e, Primzahlen der Reïhe q,,q,...q, conjugirt ist. 


& 9. 
Zerfallende und nichtzerfallende Arten. 


Aus dem Symbol erkennt man, ob die Gruppen, die es dar- 
stellt, zerfallen oder nicht. Gruppen derselben Art sind entweder 
alle zerfallend oder alle nichtzerfallend. Es wird nämlich sogleich 
Folgendes bewiesen werden. Eine Gruppe ist nichtzerfal- 
lend, wenn in dem Symbol, das ihre Art repräsentirt, 
alle Primzahlen mittelbar oder unmittelbar ver- 
bunden sind; im anderen Fall ist die Gruppe zerfal- 
lend. Hieraus ergiebt sich dann, daf z.B. die Art 


8, B: 81, 61 


eine nichtzerfallende ist, während z. B. jede Gruppe der Art 
MAD AOlLGL 


zerfällt. Es enthält die Ordnung 8. 5. 81. 61 im Ganzen 11 zer- 
fallende Arten mit zusammen 15 Gruppen und à nichtzerfallende 
Arten mit 20 Gruppen. 

Zum Zweck des Beweises geht man von den Gleichungen (4) 
aus. Setzt man ferner (vrgl. $ 7) 


CAT 
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wodurch $S in Componenten pt, pi, . .. pt Ordnung zerlegt 
ist, und zerlegt man ebenso 7 nach der Formel 


A 


in Operationen gt”, gr, ...qt* Ordnung, so ist allgemein 


T° De = SAT, 


Wofern nun p, und q, nicht conjugirt sind, ist a = 1 mod g,, und 
S« ist mit 7, vertauschbar; sind p, und g, conjugirt, so ist dies 
nicht der Fall. 

Wenn jetzt die Primzahlen p,, p,,...p,,Q,, 4 ...4q, So in zwei 
Kategorien getheilt werden künnen, daf keine Primzahl der einen 
Kategorie mit einer Primzahl der andern Kategorie conjugirt ist, 
so mügen die Primzahlen p der ersten Kategorie mit p;, die Prim- 
zahlen p der zweiten Kategorie mit p,, die Primzahlen q der 
ersten Kategorie mit q,, die Primzahlen qg der zweïiten Kategorie 
mit q, bezeichnet werden. Es erzeugen dann die Operationen S; 
und die Operationen 7, eine Gruppe der Ordnung Ip, I1q, von 
Operationen A, und die Operationen S, erzeugen mit den Opera- 
tionen 7°, eine Bee der Ordnung TRE, mit den Operationen 
B. Zugleich läft sich erkennen, da jede Operation À mit jeder 
Operation B vertauscht werden darf, und da jede Operation der 
Gresammtgruppe G auf eine einzige Art in die Form AB gesetzt 
werden kann. Also zerfällt die Gruppe G. 


Die Gruppe G kann nur auf diese Weïse zerfallen. Lassen 
sich nämlich die Operationen von G in der bezeichneten Art in 
die Form AB setzen, und ist AÀ,B, eine bestimmte Operation, so 
ist deren Ordnung das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
Ordnungen von À, und B,. Da aber die Ordnung der aus den 
Operationen À bestehenden Gruppe mit der Ordnung der Gruppe 
der B theilerfremd ist, weil sonst die Ordnung der Gesammt- 
gruppe ein Quadrat enthalten müfte, so ist die Ordnung von 4,B, 
gleich dem Product der Ordnungen von À, und von B,. Jede 
Operation von Primzahlordnung gehürt also zu den À oder zu den 
PB, und es müssen sich deffhalb die Operationen $,, $,,...#, 
T,,T,, .-. . T-und somit auch die Primzablen np,» CE 
Gi ds + . Q, in der angegebenen Weïse in 2 Kategorien theilen 
lassen. 
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$ 10. 
Vertheilung der Operationen innerhalb einer Gruppe. 


Die Eïntheïlung der Operationen einer unserer Gruppen ist 
noch vorzunehmen. Es sei Q = S'T'; wir bestimmen die Ordnung 
von Q und die mit Q gleichberechtigten Operationen. Aus der 
zweiten von den Gleichangen (4) folgt 


(9) TiSh — ST, 
und daraus folgt weiter 
(SAT) — SATSNTE,., ST = SUEDE aM + ae a D), 


Soll nun Q* = 1 sein, so ist nothwendig 


(10) hk = 0 mod», 
(11) (A +a + a+... + a) = 0 mod». 
Von den Primzahlen der Réihe p,, p,,...p. sollen 


jetzt diejenigen, die in » enthalten sind, mit ps, die- 
Jenigen, die in L nicht enthalten sind, mit p, be- 
zeichnet werden. Eine Primzahl q, die mit mindestens 
einer der Primzahlen p, conjugirt ist, heife g,; eine 
Primzahl qg, die mit keiner der Primzahlen p, con- 
jugirtist, heiBe qg,, wenn sie in à enthalten, q, wenn 
sie in ? nicht enthalten ist. 

Die Congruenz (10) ergiebt, da 4 durch alle die Primzahlen 
p, theilbar sein mu. Nimmt man andererseits # so an, so ist die 
Congruenz (10) erfüllt, und es ist zugleich 


(2) (A—a)(+a+a"+...+a?) = —a"+1 = 0 mod nr, 


da a mod n zum Exponenten » gehôürt. Es ist nun die Congruenz 
(11) in s Congruenzen mit den Moduln gq,, q,, . .. q, zu zerlegen, 
und man erkennt aus (12), dafi (11) modg, von selbst besteht, 
wenn nur & modg, der Eins incongruent ist. Nun ist (s. 0.) 


a = 4,4, .., 4, Mod, 


und es ist deBhalb der Exponent, zu dem a mod q, gehürt, gleich 
dem Product aller der Primzahlen p, die mit q, conjugirt simd. 
Die Zahl «a gehürt also modg, zu einem Exponenten, der minde- 
stens eine Primzahl p, enthält, und es ist defhalb 


a" == 1 modg,. 
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Andererseits ist modg, und mod gq, 
(13) a = 1. 


Für die Moduln g, ist also (11) von selbst erfüllt; für die Moduln 
q, und 9, ergiebt sich aus (11) mit Hilfe von (13), da 4% = 0. 
Somit muB # auch durch die Primzahlen q, theilbar sein. Dies 
reicht mit der früheren Bedingung zusammen dafür aus, daf 
Q* = 1. Die Ordnung der Operation Q = STistain 
gleich Zp,11q,. Ein Theiïler von m-n ist nur dann Ordnung einer 
Operation der Gruppe, wenn er keine zwei Primzahlen enthält, 
die conjugirt sind. Die Anzahl der Operationen von der Ordnung 
ITp,11q, ist II(p,—1) 119, H(q,—1). 

Um noch die Anzahl der mit Q gleichberechtigten Operationen 
zu bestimmen, bilde man mit Hilfe von (9) den Ausdruck 


(ST) (SAT) (SITe) = 8h TG 0) + in, 


Der Exponent L wird also bei der Transformation nicht geändert, 
und es kommt nur darauf an, welche Werthe von der Zahl 


E = g(l—a) +ia 


mod x angenommen werden, wenn g mod # und f mod # alle Reste 
durchläuft. Nun ist E = 0 mod g, (nach (13)) und 


E = ia mod 11Q,. 


Bezeichnet man jetzt mit ps eine Primzahl, die mit ir- 
gend einer Primzahl g conjugirt ist, so sind die p; in 
der Reïhe der p4 enthalten, und es gehôürt à = 4,4, ... a, mod 11q, 
zum Exponenten ps. Die Zahl E wird also dadurch, da8 f alle 
Werthe durchläuft, Ipy Resten des Moduls Z19, congruent wer- 
den. In Beziehung auf einen Modul g, ist a* == 1, weBhalb 


E = g(1-a)+ix, 


nachdem f bereits gewählt ist, immer noch durch die Wahl von 
g jedem Rest des Moduls g, congruent werden kann. Die Zahl E 
nimmt also mod # im Ganzen Ip; I1q, Werthe an. Die Opera- 
tion Q = S'T' besitzt, mit Einrechnung ihrer selbst, 
ITpe ITq, Gleichberechtigte. 

Die Vertheilung der Operationen in einer durch das Symbol 


Pis Pis ir 
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dargestellten Gruppe wird durch folgende Tabelle gezeigt : 


Zahl Zahl der Gleich- 


Ordnung. der Operationen. | berechtigten. 


PP: (p,—1) (p,—1)q a VAE 


?, ,—1)q9 CAUR 
P:Q (P,—1) (a —1) DE CA 
D: (P—1)@ ci A 
CATA (a,—1) (a, —1) PP: 
& q;=— 1 PiP: 
Q Q—1 ME 
1 1 fes 


In dieser Tabelle besagt z. B. die erste Horizontalreihe, daf 
(p,—1)(p,—1) 9,4 Operationen der Ordnung p,p, vorhanden sind, 
und daB von diesen allemal qq, als gleichberechtigt zusammen- 
gehüren. In jedem andern Fall läft sich die Vertheilung der Ope- 
rationen auf ebenso einfache Weïise angeben. Es ergiebt sich zu- 
gleich, daf in zwei Gruppen, die zu derselben Art gehüren, die 
also durch dasselbe Symbol dargestellt werden, die Operationen 
auf dieselbe Weise nach ihren Ordnungen und nach ihrer Gleich- 
berechtigung vertheilt sind. 


Tübingen, 16. Mai 1895. 


Ueber einen Fundamentalsatz der arithmetischen 
Theorie der algebraischen Grôüken. 


Von 
À. Hurwitz, in Zürich. 
(Vorgelegt in der Sitzung am 15. Juni 1895 vom vorsitzenden Sekretär). 


In meiner in diesen Nachrichten (1894 No. 4) erschienenen 
Note ,Ueber die Theorie der Ideale“') habe ich eine Begründung 
der Idealtheorie gegeben, die sich auf einen algebraischen Satz 
stützt, der wohl als ein Fundamentalsatz der arithmetischen 
Theorie der algebraischen GrüBen bezeichnet werden darf. Etwas 
allgemeiïner, als es in der erwähnten Note geschehen ist, läit sich 
dieser Satz folgendermaBen aussprechen : 

Satz IL Bedeuten o und # ganze rationale Func- 
tionen einer Veränderlichen und ist f — .Ÿ, so ge- 
nügt das Produkt aus irgend einem Coefficienten 
von inirgend einen Coefficienten von # einer al- 
gebraischen Gleichung, in welcher der Coefficient 
der hôüchsten Potenz der Unbekannten gleich 1 ist 
und die übrigen Coefficienten ganze ganzzahlige 
Functionen der Coefficienten von f sind. 

Nach AbschluB meiner Note kam mir die, in den Mitthei- 
lungen der deutschen mathematischen Gesellschaft in Prag (1892) 
verüffentlichte Abhandlung des Herrn Dedekind, ,Ueber einen 
arithmetischen Satz von (Grauss“ zu Gesicht, in welcher der Ver- 
fasser den Satz I beweist. Dementsprechend glaubte ich diesen 
Satz Herrn Dedekind zuschreïben zu müssen. Indessen habe 
ich inzwischen gefunden, da8 Kronecker bereits 1883 den Satz I 


1) Auf die Kritik, welche Herr Dedekind an meiner Arbeit in seiner Ab- 
handlung ,Ueber die Begründung der Idealtheorie“ (diese Nachrichten, 1895 
No. 1) geübt hat, gehe ich nicht ein, in der Meinung, daB meine Arbeit keine 
Vertheidigung verdient, wenn sie nicht für sich selbst spricht. 
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mit vollständigem Beweis in den Mittheilungen aus den Sitzungs- 
berichten der küniglich preuRischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin verüffentlicht hat !) Aus den einleitenden Worten dieser 
Verüffentlichung geht auch deutlich hervor, da8 Kronecker die 
Bedeutung des Satzes für die Grundlegung seiner ,arithmetischen 
Theorie der algebraischen GrüBen“ (Festschrift zu Herrn E. E. 
Kummers Doctor-Jubiläum, abgedruckt in Bd. 92 von Crelle’s 
Journal) vollkommen erkannt hatte. Insbesondere dürfte es Kron- 
ecker wohl kaum entgangen sein, da8 der Satz des $ 14 seiner 
Festschrift unmittelbar aus dem Satze I hervorgeht. In Rücksicht 
auf eine Stelle in Herrn Dedekinds unter dem Texte erwähnten 
Abhandlung, môüchte ich aber bei dieser Gelegenheit hervorheben, 
daB sich der von Kronecker in $ 14 seiner Festschrift skizzirte 
Beweis sehr leicht vervollständigen lä8t. Die von Kronecker 
mit Q(x,x',x",...) bezeichnete Form hat die Gestalt 
Q = aU+aU'+@U"+..., 

wo «æ, «,«’,... alwebraische GrüBen des Bereiches (f, R, R”,...) 
und U, U', U",... Potenzprodukte der Unbestimmten #,w'...v,v"... 
bezeichnen. Die verschiedenen Glieder von Q denke man sich in 
der von Gauss im Artikel 4 des zweiten Beweises für den Fun- 
damentalsatz der Algebra (Werke, Bd. II, pag. 36) angegebenen 
Weiïse angeordnet. Da nun die elementaren symmetrischen Func- 
tionen der mit Q conjugirten Formen ganze ganzzahlige Funk- 


tionen von À, N/,...u,uw',...v,v,.,. sind, so gilt das Gleiche für 
das hôchste Glied aU von Q, und folglich ist « eine ganze alge- 
braische GrüBe von R, h',..… Dieselbe Betrachtung, auf Q — a«U 


angewandt, ergiebt, daB «' eine ganze algebraische Grükie von 
R,h',...ist, u.s.f. Auf diese oder doch auf eine ganz ähnliche 
Weise hat Kronecker den Beweis in seinen Vorlesungen geführt, 
wie ich einem (an der in Béetracht kommenden Stelle allerdings 
sehr knapp gehaltenen) Vorlesungshefte *) entnehmen zu dürfen 
glaube. Der Umstand, daB w,uw',..v,v',... Unbestimmte sind, 
kommt bei diesem Beweise wesentlich zur Greltung. Man geräth 
in Schwierigkeiten, wenn man sich diesen Umstand nicht zu Nutze 
macht, sondern etwa — wie Herr Dedekind es thut — die Un- 
bestimmten durch ganze Zahlen ersetzt ). 


1) Vgl. auch Molk: ,Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité 
et sur la théorie générale de l’élimination“. Acta mathematica, Bd. 6, pag. 71. 
2) Dasselbe stammt aus dem Winter 1881/82. 
8) Einen schôünen Beleg für die Kraft des ,methodischen Hülfsmittels der 
unbesimmten Coefficienten“ in der Theorie der algebraischen Zahlen bietet die 
Kgl. Ges. d. W. Nachrichten, Math.-phys. Klasso. 1895. Heft 2. 16 
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Für den Satz I hat Herr Dedekind am Schluf seiner 
Prager Abhandlung einen Beweis mitgetheilt, der diesen Satz als 
unmittelbare Folge eines anderen, bemerkenswerthen Satzes dar- 
stellt. Der letztere lautet in der Bezeichnungsweise der Dede- 
kind’schen Modultheorie folgendermafen : 

,Bedeuten @ und # ganze rationale Functionen einer Verän- 
derlichen und ist f — æw, so besteht zwischen den aus den Coeffi- 
cienten von op, w, f bez. gebildeten Moduln a, b, c die Relation 

at b == Fe 
wo n den Grad von # bezeichnet“, 

Um den Inhalt dieses Satzes ohne die Bezeichnungsweise der 
Modultheorie bequem aussprechen zu kônnen, will ich mit 4, b, c 
bez. die Coefficienten von ®, w,f bezeichnen, ferner mit a” die 
Potenzen und Potenzprodukte rter Dimension der Coefficienten a, 
so daB also bezeichnet 

a® die eine Zahl 1, 

a® das System der Coefficienten a, 

a® das System der Quadrate und der Produkte von je zwei 

der Coefficienten a, u. s. f. 

Endlich will ich mit Herrn Mertens') jede ganze ganz- 
zahlige homogene lineare Function von irgend welchen Elementen 
kurz als eine , Vielfachsamme“ dieser Elemente bezeichnen. Dann 
besagt der in Rede stehende Satz, dal erstens jedes Produkt 
a"? b als Vielfachsumme der Produkte ac darstellbar ist, und 
daf zweitens umgekehrt jedes Produkt ac als Vielfachsumme 
der Produkte a“*°b darstellbar ist. Der zweite Theil des Satzes 
geht unmittelbar aus der Thatsache hervor, daB jeder Coefficient 
c von f — y eine Vielfachsumme der Produkte ab ist, so daf 
der wesentliche Inhalt des Satzes durch den ersten Theil darge- 
stellt wird und also folgendermafen ausgesprochen werden kann: 
Satz IL Bedeuten g und y ganze rationale Func- 
tionen einer Veränderlichen, ist ferner f — qgy und 
bezeichnen a, b, « bez. die Coefficienten von 9, y, f, 
sowie a” die Potenzen und Potenzprodukte rter Di- 
mension der Coefficienten a, so ist jedes Produkt 


Abhandlung von K. Hensel ,Untersuchung der Fundamentalgleichung einer 
Gattung für eine reelle Primzahl als Modul und Bestimmung der Theiler ihrer 
Discriminante“. (Crelle’s Journal, Bd. 118, pag. 61.) 

1) Mertens: ,Ueber die Fundamentalgleichung eines Gattungsbereiches al- 
gebraischer Zahlen“.  (Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften zu Wien, 1894, Bd. 103.) 
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a"®b als Vielfachsumme der Produkte a"& darstell- 
bar, unter n den Grad von # verstanden. 

Aus diesem Satze ergiebt sich der Satz I auf folgendem Wege !). 
Ist uw das Produkt aus irgend einem Coefficienten « in irgend 
einen Coefficienten b, so ist nach dem Satze II jedes Produkt 
ua" als homogene lineare Function der a” darstellbar, mit Coeffi- 
cienten, die Vielfachsummen der € sind. Diese Darstellungen der 
Produkte wa” repräsentiren offenbar ebenso viele homogene lineare 
Gleichungen in den a”, wie die Anzahl der a” beträgt. Die Eli- 
mination der a aus diesen Gleichungen ergiebt nun für w eine 
algebraische Gleichung von der im Satze I genannten Beschaffenheit. 

Im Folgenden will ich einen neuen Beweis für den Satz IT 
geben und daran einige weitere mit diesem Satze zusammenhän- 
gende Entwicklungen anknüpfen. 

Zunächst beweise ich folgenden Hülfssatz : 

»Sind G und 77 ganze rationale Functionen von beliebig vielen 
.Veränderlichen é,, #,,4,,..., und ist 


(bo Ca t) ee G, 


so sind die Coefficienten von 27 Vielfachsummen der Coefficienten 
von (“. 
In der That: man ordne G nach Potenzen von £;: 


G—= G+Gi+G+Gti+...; 
dann hat man, da G für #, — t, identisch verschwindet, 
0= G+GE+GU+GE+..., 
und folglich 
OC 1) HG) FO) FA — ATH. 
Hieraus ergiebt sich für Æ die Darstellung : 
H—= G,+G({.+t)+ GG ++) +, 


aus welcher der zu beweisende Satz unmittelbar hervorgeht. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergiebt sich der 

weitere Hülfssatz : 

»Sind G und H ganze rationale Functionen von beliebig vielen 

Veränderlichen #,, #,,4,,..., und ist 


HENRI à 
wo À ein Produkt aus irgend welchen der Differenzen £, —4,, 


1) Vgl. Dedekind, L c. 
16 * 
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4, —t,,t—t,,... bezeichnet, so sind die Coefficienten von H Viel- 
fachsammen der Coefficienten von G“. 

Dies vorausgeschickt, wende ich mich zum Beweise des Satzes 
II. Es sei + die Veränderliche, von welcher ®, », f abhängen, 
und diese Functionen môügen dem entsprechend auch mit (x), 
v(x), f(x) bezeichnet werden. Nach der Interpolationsformel von 
Lagrange ist nun 


1@) @—t)".:(@—6) rG) GR GRR 
p () (2 Er t) Tee (& ce i,) p(£,) CS to) SE (E, a Là 


unter 4,6,:--6, Veränderliche verstanden.  Entfernt man die 
Nenner, so ergiebt sich hieraus: 


A p(é) p(&) EN GE) Ÿ (x) En G(x, bontas tome t); 
wo die Coefficienten von G Vielfachsummen der Produkte ae sind 
und 4 das aus den Veränderlichen £,,#,,--:4, gebildete Differen- 


zenprodukt bezeichnet. Nach dem Hülfssatz sind daher die Coefi- 
cienten von 


PE He 


pH)p().-.-p()v (x) 


Vielfachsummen der Produkte ac. Da sich aber unter diesen 
Coefficienten jedes der Produkte a°*? bd findet, so ist hiermit der 
Satz IL bewiesen. 

Der Satz IT läft sich leicht auf Functionen von mehreren Ver- 
änderlichen übertragen. Am einfachsten geschieht dies auf Grund 
der folgenden Bemerkung !) : 

Die ganze rationale Function der Veränderlichen +,#,,...x 


& 
—— Œ1 rX œŒ 
Pise DR Gr UCI Xi" 
geht durch die Substitution 
(S) M = di, 2, = d3,.,.4, = du 


in die Function der einen Veränderlichen x 
FRE (ra Ca Ha Ca tete + Tu u) 
p 2 Caen ….c t F 


über. Offenbar ist es nun stets (und zwar auf unendlich viele 
Weisen) môüglich, die nicht negativen ganzzahligen Exponenten 
Vel, S0 Zu wählen, daB die Function æ genau dieselben 


Coefficienten Cous c.… u besitzt, wie die Function g. Denn man 


1) Vgl. Kronecker, Festschrift, pag. 11, sowie die Schlufinummer meiner 
Note ,Ueber die Theorie der Idealef. 
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bat, um dieses zu erreichen, nur dafür zu sorgen, daf die den 
einzelnen Gliedern von y entsprechenden Exponenten 


EP Pen on OC 2 Ven mA + 
sämmtlich von einander verschieden ausfallen. 


Wendet man die Substitution (S) auf mehrere ganze Func- 


tionen y, #,f... der Veränderlichen x,, #,,. 4, an, so gehen die- 


selben bez. über in ganze Functionen w, w, f,... der einen Verän- 
derlichen +, und es ist wiederum klar, da8 sich die Exponenten 


Tlse-., SO Wählen lassen, da die Function y dieselben Coeffi- 


cienten besitzt, wie p, die Function y dieselben Coefficienten wie 
y, die Function f dieselben Coefficienten, wie f u. s. w. 

Ist nun f — p#, so wird auch f — y sein, und demnach 
folgt aus dem Satze IT unmitttelbar der 

Satz III Bedeuten go und # ganze rationale Func- 
tionen von beliebig vielen Veränderlichen, ist ferner 
f = œp und bezeichnen a, b, c bezüglich die Coefficien- 
ten von y, #,f, sowie a° die Potenzen und Potenzpro- 
dukte rte Dimension der Coefficienten a, so läBt sich 
die positive ganze Zahlkso bestimmen, daB jedes Pro- 
dukt ab als Vielfachsumme der Produkte a*”°c dar- 
stellbar ist. 

Ist » der Grad der Function Ÿ, so wird 4 — n+1 die im 
Satze genannte Eigenschaft haben. Da jeder Coefficient € von 
f —= œy als Vielfachsumme der Producte ab und folglich jedes 
Produkt ac als Vielfachsumme der Produkte «ab darstellbar 
ist, so läft sich der Satz III etwas vollständiger auch dahin aus- 
sprechen, daB für einen geeigneten Werth des Exponenten die 
Gleichung 

ab = ac 
besteht, unter a, b, c bez. die aus den Coefficienten von y, w, f ge- 
bildeten Moduln verstanden. 

In den Sitzungsberichten der kaiserlichen Akademie der Wis- 
senschaften zu Wien (1892, Bd. 101) hat Herr Mertens einen 
Satz bewiesen, nach welchem die positive ganze Zahl X% sich so 
bestimmen läft, daB jedes Produkt ab (wo h Potenzexponent ist) 
als ganze ganzzahlige Function der Coeficienten &« und c dar- 
_ stellbar ist, die in den Coefficienten « homogen von (4 — 1)sten, in 
den Coefficienten c homogen vom ersten Grade ist. Dieser Satz, 
welcher auf den ersten Blick nur ein Ausschnitt des Satzes II 

zu sein scheint, ist doch, wie eine nähere Ueberlegung zeigt, im 
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Wesentlichen mit dem Satze IIT identisch. Denn besitzt die Zahl 
h die in Herrn Mertens’ Satze ausgesprochene Eigenschaft, so be- 
sitzt die Zahl (h—1)r+1, wo r die Anzahl der Coefficienten « 
bezeichnet, die im Satze IIT ausgesprochene Eiïgenschaft. Dies 
folgt aus der Thatsache, da jedes Produkt aus (4 —1)r +1 Coeff- 
cienten &« mindestens einen dieser” Coefficienten » Mal enthäl. 

Wenn die Zahl k dem Satze IT genügt, so leuchtet ein, daf 
das Nämliche auch von jeder Zahl gilt, die grôfer als k ist. Um 
sämmtliche zulässigen Werthe von À angeben zu kônnen, braucht 
man also nur den kleinsten zulässigen Werth von k aufzusuchen. 

Nun ist freilich für die meisten Anwendungen des Satzes III 
eine nähere Bestimmung der Zahl * und insbesondere die Bestim- 
mung des kleinsten zulässigen Werthes von À nicht erforderlich. 
Indessen dürften trotzdem die folgenden, auf die Zahl L bezüg- 
lichen Sätze nicht ohne jedes Interesse und vielleicht für gewisse 
Untersuchungen über die Reducibilität ganzer Functionen brauch- 
bar sein. 

Ich schicke folgenden Satz voraus, welcher den oben verwen- 
deten Hülfssatz, sowie einige sehr bekannte Sätze über ganze 
ganzzabhlige Functionen als specielle Fälle enthält: 

,Sind F, G, H ganze rationale Functionen von beliebig vielen 
Veränderlichen, von denen die erste F, ganzzahlig und primitiv 
ist, so folgt aus der Gleichung 


F'HESAC 


die Relation b — €, unter b und c die aus den Coefficienten von 
H und G bez. gebildeten Moduln verstanden“. 

Der Satz besagt, da8 nicht nur, was evident ist, die Coeff- 
cienten von G& Vielfachsummen der Coefficienten von H sind, son- 
dern daB auch umgekehrt die Coefficienten von H als Vielfach- 
summen der Coefficienten von G darstellbar sind. Zum Beweise 
bezeichne a den aus den Coefficienten von #Æ gebildete Modul. 
Dann besteht nach Satz IIT für einen geeigneten Exponenten X 
die Gleichung 

ab —= oc. 
Da aber F ganzzahlig und primitiv ist, so ist a der Modal [1], 
also auch a = a" — [1] und folglich b = c. 

Es seien nun p(x,,#,,...x,) und #(x,,,,...x) oder kürzer 
mix) und #(x) ganze rationale Functionen der Veränderlichen 
2, %,...%% Das Produkt dieser beiden Functionen werde mit 


f (x) us ! (x) Ÿ (;) 
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bezeichnet. Unter s die Anzahl der verschiedenen Terme ver- 
standen, aus welchen sich # (x) zusammensetzt, nehme man aufer 
den Variabeln #,,x,,...x, noch s Systeme von je w Variabeln 

b,; LA AS L, 

Us Ugo se Wu 


. 0. ee + + © 0 


Qi, O3 » « + Cu 


an. Dann hat man die folgenden s+1 Gleichungen: 


(x) = B,X; +0,X,+...+0,X, 
PEN D TI +0, TL +. FOUT, 
vu) = CELA GA 1 EE mi D LA 


do) = 8,0, +6,09, +... 10,9, 

Hier bezeichnen in der ersten Gleichung X,,X,,...X, ver- 
schiedene Potenzen und Potenzprodukte der Variabeln %,,,,...2,, 
und die übrigen Gleichungen gehen aus der ersten dadurch hervor, 
da man die Variabeln x, der Reïhe nach durch die Variabeln 
LU... 0, ersetzt. 

Die Elimination der Coefficienten b,,b,,...b, aus den vorstehen- 
den Gleichungen ergiebt die Relation ?: 


A:Y(x)) +24, %() + 4,4 (u;) Here) Y (@;) ER 0, 
wo 4,4,,4,,...4, die Determinanten ster Ordnung der Matrix 


LT 00. 
ie, 1, (BE LHC £2, 


2e T, U, G 20 a, 


bedeuten. Entfernt man nun die Nenner in der Gleichung 


LIN N ORPI EN 7 Al) 
Ce À pt) — pu) po) 
so erhält man 
A9 ()p(u) ..®P (c,) w (x) = G(rstou,...o), 


1) Diese Relation stellt offenbar eine Verallgemeinerung der L'agrange’schen 
Interpolationsformel dar, 
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wo die Coeficienten von G Vielfachsummen der Produkte af? c 
sind. Nun ist ferner 


NE LARESIE 5 
PAU 
HR No vo io nr 
| 1; U, “. &, 
eine ganzzahlige Function der Variabeln #, #,,...&, und zwar eine 


primitive Function, da unter ihren Coefficienten die Zahl 1 vor- 
kommt (sämmtliche Coefficienten von 44 haben einen der beïden 
Werthe +1 und —1.) Folglich ist jeder Coefficient von 


p()p(u)...p(o)v (x), 
d.h. jedes Produkt ab als Vielfachsumme der Produkte ac 
darstellbar. Es gilt also der 

Satz IV. Die Anzahl der verschiedenen Glieder, 
aus welchen sich die Function # zusammensetzt, ist 
in jedem Falle eine Zahl k von der im Satze Il ge- 
nannten Beschaffenheit. 

Hiernach kann man dem Satze IT die schärfere Fassung geben, 
daf jedes Produkt a°b als Vielfachsumme der Produkte ac 
darstellbar ist, unter s die Anzahl der von Null verschiede- 
nen Coefficienten der Function nten Grades # verstanden. Die 
Zabhl s wird nur dann gleich n +1 sein, wenn kein einziger Coefi- 
cient von y verschwindet. 

Der SatzIV giebt offenbar eine obere Grenze für den klein- 
sten zulässigen Werth der Zahl 2; denn der Satz besagt, daf 
dieser Werth jedenfalls nicht grôBer als s ist, unter s die Anzahl 
der Terme verstanden, aus denen sich # zusammensetzt. 

Eine untere Grenze für den kleinsten zulässigen Werth 
von k ergiebt sich auf folgende Weiïse. . Es môgen r,s,{ die An- 
zahl der Terme bezeichnen, aus denen sich bez. die Functionen 
P,Ÿ,f — y zusammensetzen. Da dann r,s,£ bez. die Anzahlen 
der Coeflicienten @,b,c sind, so beträgt 


die Anzahl der Produkte a*b: B — CHR, 
—1)!2! 


{r + h— 2)! / 
{œ—1)!(4—1)! 


und die Anzahl der Produkte a"? c: C — 


Ich führe nun die Voraussetznng ein, daf zwischen den Coef- 
cienten b keine lineare homogene Relation besteht, deren Coefi- 


LS 
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cienten ganzzahlige homogene Functionen des nämlichen Grades 
der Coefficienten a sind, eine Voraussetzung, welche z. B. sicher 
erfüllt ist, wenn die Coefficienten & und b algebraisch unabhängig 
sind. Dann kann die Anzahl B der Produkte ab nicht grüfer 
sein, als die Anzahl C der Produkte a*?c, Denn andernfalls 


 würde zwischen den Produkten ab, da sie sich ganzzahlig und 


linear durch die Produkte «°c darstellen lassen, eine lineare 
Relation mit ganzzahligen Coefficienten bestehen. Die Ungleichung 
B=C ergiebt nun 

r—1 


= 
2 


*$. 


Man hat also den 
Satz V: Die kleinste Zahl k von der im Satze III 
genannten Beschaffenheit genügtden Ungleichungen 


NET 
É—Ss 
Dabei bezeichnen yr,s,é die Anzahl der Terme, aus 
denen sich bez. p,w,f — op zusammensetzen, und es 
wird vorausgesetzt, da die Coefficienten von 
keine lineare homogene Relation befriedigen, deren 
Coefficienten ganzzahlige homogene Functionen des 
nämlichen Grades der Coefficienten von y sind. 

Die beiden Grenzen, zwischen welche dieser Satz die kleinste 
zulässige Zahl X einschliefit, fallen zusammen, so da 4 — s wird, 
falls die Gleichung 

t—r+s—-1 
stattfindet. Dies tritt zum Beiïspiel ein, wenn w,# vollständige 
Functionen mten bez. nten Grades einer Veränderlichen sind. Denn 
in diesem Falle ist 


r—= Mm+i, 8. ==, n +1, = m+n+i. 


Erwähnung verdient schlieflich noch folgender Umstand: Bezeichnet 
h die kleinste Zahl von der im Satze III genannten Beschaffen- 
heit, so ist nicht ausgeschlossen, daf eine Zahl £<% existirt 
derart, daB jedes Produkt ab, als lineare homogene Function 
mit rationalen (nicht ganzen) Coefficienten der Produkte a“ °c dar- 
stellbar ist. Ist beispielsweise 

p—= AT +ati ts, 

ÿ = b, 2, +0,2,+0,2,, 

f= qh = Gate di+ Cd + CAL, + Cds + Cdi 
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wobei also 


Cie a, b, TE a,0, 8e CV a30, ; 
GS a,0, +430, RE a,b, + 4,0, G= ab, +4a, be 


so zeigen die hieraus folgenden Gleichungen 


DT ES ù IA EE (HAUTS mn: 
Mb, =, Gba, —a0, ab, = at; ac, , 
a _—— nes 1 
a,4,0,—=4,C;, a, 4,0, = 4, Ci ; 4,430, = — 40,0, +500 + 5 ds Ces 


da schon jedes Produkt a°”b sich linear und homogen mit ratio- 
nalen Coefficienten durch die Produkte ac darstellen läfit. Diese 
rationalen Coefficienten sind aber nicht sämmtlich ganze Zahlen, 
sondern es treten unter ihnen auch Brüche mit dem Nenner 2 
auf. Erst die Produkte a%b sind linear und homogen mit ganzen 
Coefficienten durch die Produkte a%c darstellbar. 


Zürich, den 25. Mai 1895. 


Ueber die Auswahl der Punkte bei Gôttingen, an 
welchen bei Probe-Pendelmessungen Differenzen 
in der Intensität der Schwere zu erwarten waren 


von À. von Koenen 
und 


Ueber die Ergebnisse der ersten Pendelmessungen. 
Von W. Schur in Güttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 15. Juni 1895. 


Als auf die Anregung der K. K. Akademie der Wissenschaften 
zu Wien von den kartellirten Akademien zu München und Wien 
resp. Gresellschaften der Wissenschaften zu Leipzig und Güttingen 
beschlossen worden war, in Verbindung mit den geotektonischen 
Untersuchungen, welche von Güttingen aus geplant wurden, auch 
Schweremessungen vorzunehmen, um zunächst den Einfluf des geo- 
logischen Baues auf die Intensität etc. der Erdschwere zu ermit- 
teln, wurden von verschiedenen Seiten starke Zweifel geäufert, 
ob in einem (Gebiete, wie im südlichen Hannover und Braunschweig, 
wo doch nur Berge von geringer Hôhe aufträten, irgend nennens- 
werthe Differenzen gefunden werden künnten. 

Es waren daher Probemessungen vorzunehmen um jene Zwei- 
fel zu beseitigen, es war aber geboten, für diese Messungen zu- 
nächst Punkte zu wählen, an welchen der geringste Aufwand von 
Zeit, Mühe und Kosten erforderlich war, die also môglichst nahe 
der Eisenbahn an guten Fahrwegen und Telegraphenleitungen la- 
gen und zugleich die Môglichkeit boten, den Pendel-Apparat unter 
Dach aufzustellen; erwünscht war auch, daf die Differenzen der 
Meereshôühe môüglichst gering waren. 

Auferdem ist nicht genügend bekannt, auf welche Entfernun- 
gen hin von der Seite her eine Compensation resp. Beeinflussung 
der Messung erfolgen mag, und welchen Eïinfluf die unmittelbare 
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Nähe einer wichtigeren oder auch nur einer geringfügigen Stôrung 
oder Verwerfung ausübt. Nach allem diesem erschienen besonders 
geeignet folgende Punkte 1) in der Mitte der Hilsmulde am west- 
lichen Ende von Grünenplan, etwa 7500 m südwestlich vom Bahn- 
hof Alfeld, 2) in der Mitte der sogenannten Gronauer Kreidemulde, 
am ôstlichen Ausgange des Dorfes Sack, etwa 4500 m ostnordüst- 
lich vom Bahnhof Alfeld und 3) eine Mühle zwischen Freden und 
Winzenburg, gegen 7500 m südsüdôstlich von Sack und 9000 m 
südôstlich von Alfeld. Es ist hierzu Folgendes zu bemerken: 

1) Grünenplan liegt auf muldenfôrmig gelagerter unterer 
Kreide (Flammenmergel, Hilssandstein etc), unter welcher die 
ganze Juraformation, Trias und wohl auch Zechstein gleichmäfig 
folgen dürften, wenn auch einzelne Stürungen besonders am Rande 
der Hilsmulde nicht fehlen. 2) Sack liegt auf mittlerer Kreide 
(Turonem Pläner), unter welchem auf beiden Seiten der Mulde 
Cenoman und Gault (Flammenmergel und Hilssandstein) folgt, dann 
etwas Hilsthon, ein Theïl des Lias, ein Theil des Keupers und dann, 
zumal auf der Südwestseite der Mulde, steiler aufgerichtete Schich- 
ten des Muschelkalks und Buntsandsteins. Es fehlt über Tage 
somit sehr auffälliger Weise namentlich der ganze mittlere und 
der obere Jura mit seinen mächtigen, festen Kalken und Dolo- 
miten. Aus Gründen, die ich an anderer Stelle erürtern werde, 
glaube ich annehmen zu müssen, daf die ganze , Gronauer Kreiïde- 
mulde“ über die Jura-Bildungen empor gepreft ist, daf hier ebenso, 
wie am Teutoburger Walde mit seinen Fortsetzungen, eine U eber- 
schiebung vorliegt, hier freilich auf beiden Seiten der Mulde, 
während bisher für die mesozoischen Schichten Norddeutschlands 
dergleichen noch nicht in Anspruch genommen worden ist. Es 
würde hiernach die ganze ,Kreidemulde“ auf steiler geneigten 
Schichten des Jura, Wälderthon’s und ev. auch der unteren Kreide 
liegen, und bei Sack war demnach eine wesentlich geringere In- 
tensität der Erdschwere zu erwarten, als bei Grünenplan. 

Die dritte Stelle, zwischen Freden und Winzenburg, entspricht 
freilich den oben erwähnten Desideraten weniger vollständig, be- 
sonders in Beziehung auf eine etwaige Kompensation, wurde aber 
doch gewählt, weil eine günstigere Stelle erst in grôBerer Entfer- 
nung hätte gefunden werden künnen und dann doch allerlei son- 
stige Bedenken hervorgerufen hätte. Es fallen dort nämlich die 
Schichten des Buntsandstein’s, nahe der Grenze zwischen dem un- 
teren und dem mittleren Buntsandstein, ziemlich steil nach Nord- 
Osten ein, und die Compensation von Süd-Westen her muB eine 
andere sein, als die von Nord-Osten her. Dazu kommt noch, 
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daf hier müglicher Weise in grôBerer Tiefe ein mächtiges Salz- 
lager und ev. auch grüfere, durch Auflüsung des Salzes entstan- 
dene Hohlräume vorhanden sind, kommen doch in der Nähe Salz- 
quellen zu Tage. Es ist hiernach aber von vorn herein nicht auf- 
fällig, wenn die Pendelmessungen an dieser Stelle eine verhältnif- 
mäfig geringere Intensität der Erdschwere ergeben, als bei Sack 
und Grünenplan, und besonders eine geringere, als man bei dem 
um so viel hôüheren Alter der hier zu Tage tretenden Schichten 
sonst wohl hätte erwarten künnen. Weitere genaue Messungen 
in grüBerer Zahl werden voraussichtlich erforderlich sein um eine 
grofe Zahl von zweifelhaften Punkten aufzuhellen, aber auch un- 
sere KenntniB unseres Planeten in erwünschter Weise zu fôrdern. 


In Veranlassung der Beziehungen, welche sich namentlich durch 
die Untersuchungen des Obersten von Sterneck zwischen der For- 
mation der Erdoberfläche und der Intensität der Schwerkraft er- 
geben haben, wurde auch von Seiten der Kôüniglichen Gesellschaft 
der Wissenschaften beschlossen, in der Umgebung von Güttingen 
einige Untersuchungen dieser Art auszuführen. Ich wandte mich 
zu diesem Zwecke an Oberst von Sterneck in Wien mit der 
Bitte, mir zu einigen Vorversuchen einen der von ihm construir- 
ten Apparate für einige Zeit zu leihen; da aber alle neueren Ap- 
parate bereits ihre Bestimmung zu ausgedehnten Untersuchungen 
gefunden hatten, so war von Sterneck nur noch im Stande, 
mir seinen ersten Versuchsapparat zur Verfügung zu stellen, den 
Dr. von Drygalski in Grôünland benutzt hatte, und der sich zur 
Zeit in Potsdam befand, wo Geheimrath Helmert Schluf- 
beobachtungen für die Grünland-Expedition damit anstellte. Nach 
AbschluB letzterer Beobachtungen im Herbste 1894 wurde dieser 
Apparat von Potsdam nach Güttingen gesandt und zunächst zu 
einigen Versuchsbeobachtungen verwandt, an welchen sich auch 
der Assistent der Sternwarte, Dr. GroBmann betheiligte. Nach- 
dem Professor von Koenen drei Punkte bestimmt hatte, wo 
nach seiner Ansicht wegen der geologischen Verhältnisse Ab- 
weichungen in der Intensität der Schwere zu erwarten sind, nämlich 
bei den Dôürfern Grünenplan und Sack in der Umgebung der Stadt 
Alfeld und an einem Punkte zwischen Klein-Freden und Winzen- 
burg, alle drei Orte in der Gegend zwischen Gôttingen und Han- 
nover belegen, wandte ich mich an die Kaïserlichen Telegraphen- 
behôrden, um die Vergünstigung zu erhalten, die auf den Beob- 
achtungspunkten zu benutzenden Uhren durch telegraphische Sig- 
nale täglich zweimal mit der Normaluhr der Gôttinger Sternwarte 
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vergleichen zu kônnen. Diese Behôrden unterstützten meine Bitte 
in der Weise, daB in Grünenplan nur ein kurzer Weg vom Beob- 
achtungsort bis zur Telephonstation zu machen war um ein Chrono- 
meter mit Gôüttingen zu vergleichen, während die eigentliche Beob- 
achtungsuhr (ein von F. Dencker in Hamburg geliehenes Registrir- 
Chronometer) am Beobachtungsort* verblieb, und daB ferner auf 
den Stationen in Sack und auf der Teichmühle bei Klein -Freden 
von der vorbeiführenden Telegraphenleitung eine Abzweïigung zu 
dem vorübergehehend angebrachten Fernsprech-Apparat neben den 
Beobachtungspunkten geleitet wurde. Eine Minute hindurch wurde 
von mir in Grünenplan nach dem Chronometer mittlerer Zeit 
von Knoblich und Dencker in Hamburg und in Sack und Teich- 
mühle bei Klein-Freden auch nach dem Registrirchronometer 
selbst bei jeder fünften Secunde in das Telephon gerufen und in 
Güttingen wurde vom Observator Dr. Ambronn nach den ge- 
hôürten Signalen Zeichen auf dem Chronographen gegeben, wobei 
vor- und nachher auch die Sekunden der beiden Pendeluhren von 
Hardy (London) und Dencker (Hamburg) registrirt wurden. Die 
telegraphische Vergleichung der Ubren wurde um 9 Uhr Vormit- 
tags und um 6 Uhr Nachmittags ausgeführt, und ohne mich auf 
Eïinzelheiten einzulassen, bemerke ich, daf auf diese Weise eine 
ausgezeichnet sichere Bestimmung des Ganges der Chronometer 
zu Stande gekommen ist. 

Ich gehe nun dazu über, die mit den mir mitgetheilten Con- 
stanten des Apparates vollständig reducirten Schwingungszeiten der 
beiden Pendel nach den Beobachtungen von Schur (S) und Gro8- 
mann (G) aufzuführen, wobei immer zuerst sechs Coïncidenzen 
beobachtet, darauf sechs überschlagen und darauf wieder sechs 
beobachtet wurden, so daf, von den Ablesungen der meteorologischen 
Apparate und der Bestimmung der Schwingungsbogen abgesehen, 
jeder einzelne Satz etwa eine halbe Stunde in Anspruch nahm. 
Die Seehühen der Stationen wurden durch Ablesungen von zwei 
Aneroïdbarometern an Ort und Stelle und an den mehrfach passir- 
ten Eisenbahn-Stationen bestimmt, und, soweit für diese Punkte die 
Curven auf Meftischblättern verglichen werden konnten, ergab 
sich für diese Hôhenbestimmungen eine genügende Uebereinstim- 
mung. 

Zu bemerken ist noch, daf zur Aufstellung des Pendels und 
des Contactapparates zwei starke Holzstative auf der Reise mit- 
geführt wurden, daf aber bei der ersten Beobachtungsreihe in 
Gôttingen der Pendelapparat auf einem fundamentirten Sandstein- 
pfeiler stand. 
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Station Gôttingen, westlicher Meridian. Saal der Sternwarte, 
Steinpfeiler. 
1895 Mai 28—31. 
Pendel 1.  Mittel SG.  Pendel 2.  Mittel S.G. Mittel 1 und 2, 


S 0.502 3501 3477 0.502 2873 2893 0.502 3185 
G 3452 2913 
S 3495 3491 2827 2837 3164 
G 3486 2847 
S 3448 3423 2877 2900 3162 
G 3997 2923 


Mittel 0.502 3171 


Station Grünenplan, westlich von Alfeld. 
Waschküche neben dem westlichsten Hause des Ortes, Besitzer 
Adolph Reïiche, Boden aus Sandsteinplatten. 


1895 Juni 5. 

S 0.5023497 3524  0.5022700 2716 0.502 3120 
G 3551 2731 

S 3461 3500 2760 2776 3138 
G 3539 2791 | 


Mittel 0.502 3129 


Station Sack, üstlich von Alfeld. 
Zimmer im ôstlichsten Hause des Dorfes, Besitzer Vofhage, 


Cementboden. 
1895 Juni 6 und Juni 7? Vorm. 
S 0.502 3525 3560 0.502 2983 2976 0.502 3168 
G 3595 2968 
S 3569 3562 2961 2976 3269 
G 3bb4 2990 
S 3567 3545 * 2875 2911 3228 
G 3522 2947 


Mittel 0.502 3255 


Teichmühle, ôüstlich von Klein-Freden. 
Schuppen neben der Wassermühle, die während der Beobachtungen 
angehalten wurde, harter Lehmboden. 


1895 Juni 7 Nachm. und Juni 8. 


S 0.502 3565 3bb8 0.502 2710 2738 0.502 3148 
G 301 2765 
S 3457 3476 2647 2664 3070 
G 3495 2681 
S 3450 3483 2784 2808 3146 
G 3015 2841 


Mittel 0.502 3122 


246 __ A. von Koenen und W. Schur, 


Güttingen, Sternwarte, 
a) Holzstativ. 1895 Juni 11 und 12. 


Pendel 1. Mittel S.G. Pendel 2. Mittel S.G. Mittel 1 und 2. 
S 0.502 3409 3456 0.502 2930 2951 0.502 3204 
G 8502 * 2972 
S 3425 8442 2885 2904 3173 
G 8458 2922 


Mittel 0.502 3189 


b) Steinpfeiler. 1895 Juni 12, 13, 14. 


S  0.5023436 3464  0.3022819 2805 0.502 3134 
G 3491 2790 | 
S 3353 3360 2794 2805 3083 
G 3366 2816 | 


Mittel 0.502 3109 


Da sich bei diesen beiden Gôttinger Reihen keine ausge- 
sprochene Abhängigkeit von der Art der Aufstellung zeigt, zumal 
wenn man noch die Messungen vor der Reise in Betracht zieht, 
so wurden zuerst die beiden Reïhen nach der Reise zu einem 
Mittel vereinigt, nämlich 0.502 3149 und dieses wieder mit dem 
Mittel vor der Reise 0.502 3171 zusammengezogen. 

Die der weiteren Rechnung zu Grunde zu legenden Daten 
sind nun die folgenden : 


S 1+2 Geogr. Breite Seehôhe H 

s 0 ! m 
Güttingen, Sternwarte 0.502 3160 51 318 161.7 
Grünenplan 0.502 3129 51 57.0 200 
Sack 0.502 3255 52 0.0 150 


Teichmühle beiKlein-Freden 0.502 3122 b1 56.2 120 


Hiemit hat man ausgehend von den Ausdrücken 


für die Beschleunigung . . . y, — 9.7800 (1 + 0.005310 sin * p) 
Reduction auf die Mecresfläche dy = 2-49 


Reduction für Anziehung des 
8 H 2.6 


7932 56 

(Siehe u. A. Relative Schwerebestimmungen durch Pendelbeobach- 

tungen ausgeführt durch die K. und K. Kriegs-Marine in den Jahren 
1892—1894. Wien 1895. p. 401.) 

die nachfolgenden Daten, wobei die Schwere für Güttingen als 

normal betrachtet wird. 


Terrains unterhalb derStation —A — 


über die Auswahl der Punkte bei Gôttingen etc. 247 
Güttingen Grünenplan Sack Teichmühle 
Yo 9.783 255 9.783 293 9.783 297 9.783 292 
S 0.502 3160 0.502 3129 0.502 38255 0.502 3122 
g 9.783 377 9.782 887 9.783 405 
g—7Y, 0.000 00 —+- 0.000 08 — 0.000 41 — 0.000 11 
Ag + 0.000 50 +- 0.000 61 + 0.000 46 + 0.000 37 
— A — 0.000 17 — 0.000 21 — 0.000 16 — 0.000 11 
Sa. _— 0.000 33 —- 0.000 43 — 0.000 11 —+- 0.000 37 


und wenn man jetzt wieder den Unterschied gegen Güttingen 
herstellt, 
+ 0.000 15 — 0.000 44 + 0.000 04. 


Während also für Grünenplan und Klein-Freden sich Unter- 
schiede zeigen, die in Anbetracht, daf ein primitiver Apparat mit 
nur zwei Pendeln benutzt worden ist, keine besondere Beachtung 
verdienen, zeigt sich bei Sack eine Abweïichung, die von den 
grüBten durch Oberst von Sterneck in den Alpen bemerkten 
Abweichungen etwa den vierten Theil ausmacht. Die in den 
letzten Jahrzehnten häufig aufgeworfene Frage, ob die Anziehung 
des unterhalb der Station liesenden Terrains berücksichtigt werden 
soll oder, wie es immer deutlicher hervorzugehen scheint, durch 
unterirdische Defecte compensirt wird, ist hier von keinem Belang, 
da diese Werthe für die vier in Betracht kommenden Stationen 
sich sehr wenig voneinander unterscheiden. 

Die für Sack gefundene Anomalie in der Intensität der Schwere 
würde auf einen ,Massendefect“ von etwa 400 Meter Hühe hin- 
deuten. 


: Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 2, 14 


Zur Erinnerung an F. E. Neumann, gstorben am 
23. Mai 1895 zu Kônigsberg i/Pr. 


(Nach einer am 28. Mai im mathematischen Verein zu Gôttingen gehaltenen 
Gedächtnifirede.) 


Von 


W. Voigt. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 15. Juni 1895). 


Wenn ich es unternehme, an dieser Stelle in kurzen Zügen 
ein Bild zu entwerfen von dem Leben und Wirken des grofen 
Physikers, dessen Hinscheiden wir betrauern, so bin ich mir der 
besonderen Schwierigkeit der Aufsgabe wohl bewuñit, welche durch 
die seltene Eigenart dieses Mannes bedingt wird. Denn während 
die Leistungen sehr viel weniger wirksamer Forscher in ibren 
Publicationen vollständig und actenmäfig vor uns ausgebreitet 
liegen, so bildet das, was Fr. Neumann von seinen Arbeiten 
durch den Druck verüffentlicht hat, nur einen kleinen Bruchtheil 
seines Lebenswerkes. 

Aber mit einer GroBartigkeit des Denkens, die selten ihres Glei- 
chen haben dürfte, hat er es vielfach verschmäht, sich das Eigenthums- 
recht an den gefundenen Resultaten zu sichern. Nichts kann seine 
Gresinnung in dieser Hinsicht besser kennzeichnen, als ein von ihm 
selbst gesprochenes Wort, das er anknüpfte an die Schilderung 
der Bemühungen Arago’s, durch ein von der Pariser Akademie 
zu genehmigendes Statut die Bedingungen für das Eigenthumsrecht 
an einer Entdeckung festzustellen. Nachdem er die Schwierigkeiten 
derartiger Reglementirungen dadurch characterisirt hatte, daf ihm 
persôünlich nach jenem Reglement eine unzweïfelhaft gebührende 
Priorität abgesprochen worden sein würde, fuhr er fort in der 
schônen, lapidaren Art, in der er Gedanken, die ihn tief bewegten, 
zu formuliren verstand: ,das grôfte Glück ist doch das Finden 
emer neuen Wahrheït; die daran geknüpfte Anerkennung kann 
dem wenig oder nichts hinzufügen“. 

Und zu dieser wahrhaft vornehmen Denkweise kam bei Fr. 
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Neumann noch ein Anderes, um ihn von der Publication seiner 
Resultate zurückzuhalten. Ihm war die Lehrthätigkeit so eng mit 
der Forschung verbunden, da, wie bei ihm die letztere durch die 
erstere dauernd und intensiv angeregt wurde, er auch umgekehrt 
die Forschungsresultate als genügend verwerthet ansah, wenn 
sie zur Bereicherung seiner Vorlesungen und Seminare und damit 
zu allseitiger Fürderung und Anregung seiner Schüler dienten. 

Die zahlreichen schônen Beispiele und Anwendungen der all- 
gemeinen Theorien, mit denen er seine Vorträge schmückte, und 
von denen die neuerdings — leider überaus spät — von seinen 
Schülern herausgegebenen Vorlesungen eine Vorstellung geben, sind 
unzweïifelhaft zu einem grofen Theile seine eignen Arbeiten; aber 
es ist nunmehr, wo viele derselben längst Gemeingut geworden 
sind, kaum mehr môüglich, sein Eigenthum zu bezeichnen. 

Viele von ïhm wesentlich durchgearbeitete Probleme, die er 
Schülern zur Verüffentlichung üiberlieB, gehen unter fremden Namen, 
und wie seine zarte Art, den Arbeitenden zu leiten, jenen oft 
im Unklaren lief, was eigentlich sein eigener Antheiïl an dem 
schônen Resultat war, so war er zu selbstlos, um den seinigen 
ausdrücklich bezeichnen zu lassen. Ich hôürte ihn einst, ohne die 
mindeste Empfindlichkeit, nur gewissermafñen verwundert, von einer 
sehr geschätzten Arbeit sagen: ,Seltsam, — der Mann glaubt, das 
sind seine Formeln, und es sind doch die meinigen“. — 

Es ist hiernach begreiïflich, da eine volle Würdigung der wissen- 
schaftlichen Bedeutung Fr. Neumann'’s viel schwieriger ist, wie 
z. B. die seines grofen Schülers Kirchhoff, der, trotz seines 
vielleicht weiter strahlenden Ruhmes, dennoch seinen Meiïster be- 
züglich des Umfanges und der Tiefe seines Einflusses bei weitem 
nicht erreicht hat. 

Es ist ferner begreiflich, daf ein Mann dieser Eigenart, ob er 
schon einer der grüften Bahnbrecher für die theoretische Physik in 
Deutschland gewesen ist, ja dieselbe als selbstständige Disciplin 
geschaffen hat, von der Generation, die ihn in seinen letz- 
ten Jahrzehnten umgab, fast vergessen werden konnte. Ging 
doch im letzten Sommer gelegentlich der Ehrung, mit welcher 
Neumann durch seinen Künig bedacht wurde, eine kurze Cha- 
racteristik seiner Lebensarbeit, offenbar aus fachmännischer Feder, 
durch die Presse, die hiervon nur zu deutlich Zeugniñ ablegte. — 

Der Dichter sagt: ,edle Naturen zahlen nicht mit dem, was sie lel- 
sten sondern mit dem, was sie sind,“ — und von jeher habe ich bei diesem 
schünen Worte an Fr. Neumann denkenmüssen. Es ist eben auch in 
der Entwickelung der Wissenschaft nicht nur das schwarz auf weil 
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zu den Acten Beigebrachte, was den Fortschritt ausmacht : es ist der 
wissenschaftliche Sinn, die gewissenhafte Treue, das nie müde 
Streben, die unentwegte Wahrheïtsliebe, was, in Anderen das gleiche 
heilige Feuer entzündend, sich für die Fôrderung der Wissenschaft 
wirksam erweist, und in diesem Sinne von der Lebensarbeit Neu- 
manns Zeugnii abzulegen, wird jedem seiner Schüler ein Be- 
dürfmi8 sein, nicht zuletzt mir, der ich das Glück hatte, 11 Jahre — 
erst als sein Hôrer, dann als sein Vertreter, aber immer als sein 
tief dankbarer Schüler — in seiner Nähe, jahrelang in fast täg- 
lichem Verkehr mit ihm zu sein. — 

Noch am Anfange des 17. Jahrhunderts stand Deutschland 
bezüglich der Pflege der exacten Wissenschaften unter den Staaten 
Europa’s mit in erster Linie; ja, der Glanz, ehedem des Namens 
Kopernikus, nun des Namens Kepler, gab ihm wohl gar eine 
ausgezeichnete Stellung. Aber die tiefgehenden religiôsen Kämpfe, 
in denen Deutschland die Arbeït des Fortschrittes für ganz Europa 
zu leisten hatte, und in denen es als Entgelt für das Einsetzen 
seiner besten Kräfte des Geistes und Gremüthes in einem beispiel- 
los tragischen Geschicke sich fast verblutete, lieBen diese ehren- 
volle Position verloren gehen. 

Während erst Italien, dann England und Frankreich in den 
exacten Wissenschaften unsterblichen Ruhm gewannen, existirte in 
Deutschland als Wissenschaft überhaupt fast nur noch eine ent- 
artete Theologie, und wenige Namen — so Guerike im 17., Leib- 
nitz und Euler im 18. Jahrhundert — legen Zeugni8$ davon ab, 
daf hier und da noch Talent und Interesse für wahre Forschung 
zu finden waren. 

Erst um die Wende des 18. und 19. Jahrhunderts, mit dem 
Aufleben der deutschen Kunst, beginnt auch die exacte Wissen- 
schaft in Deutschland zu erwachen, regt sich’s auch in der Physik, 
und ähnlich, wie in England und Frankreich, gehen erste entschei- 
dende Impulse nicht von zünftigen Physikern aus. 

Von der Mathematik kommend debnt der gewaltige Gau$f 
sein Arbeitsgebiet auf die Physik aus und wird Anfangspunkt 
einer Richtung, welche die theoretische Physik wesentlich als Ab- 
zweigung der Mathematik behandelt, nicht in erster Linie 
darauf ausgehend, neue Grebiete der Theorie zu erschlieBen, sondern 
in von Andern erschlossenen die Kraft der Analysis zu bewähren. 

Von der Seite der Mineralogie her wendet sich Fr. Neumann 
der Physik zu, und wie er die ersten Fragestellungen von den 
Beobachtungen der Krystalle entnimmt, so wird er der Anfangs- 
punkt einer Richtung, welche die theoretische Physik als eine 
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Naturwissenschaft betrachtet, die Probleme aus dem Ex- 
periment ableitet und auf die Beobachtung zuspitzt. 

Dies ist der Mann, dem unsere Gedächtnififeier gilt. — 

Franz Ernst Neumann ist am 11. Sept. 1798 in Joachims- 
thal in der Mark Brandenburge geboren, wo sein Vater Landmann 
war, und wurde von seinem 9. Jahr an in Berlin erzogen. Die Jahre 
seines Lebens, wo der junge Geist am leichtesten für Ideale ge- 
wonnen wird, fielen in die Zeit von Preufens grôBiter Erniedrigung 
und verzweifeltem Kämpfen; die tiefen und erschütternden Ein- 
drücke, erst von dem Elende seines Vaterlandes, dann von seiner 
ruhmreichen Erhebung, haben Neumann für das ganze Leben zum 
glühenden Patrioten geprägt. Nachdem er schon 1813 vergebens 
versucht hatte, in die Armee zu gelangen, erreichte er dieses Ziel 
1815; er trat als freiwilliger Jäger in das Heer ein und focht bei 
Ligny, wo er eine furchtbare Verwundung erlitt. Nach langem 
schweren Siechthum genesen, vollendete er seine Gymnasialbildung 
und begann 1817 in Berlin bei Neander und Schleiermacher 
Theologie zu studiren, wie dies sein Vater von ihm gewünscht 
hatte. Nach einem in Jena verbrachten Jahre, das seine Sympathie 
für das auferlegte Studium nur vermindert hatte, wendete er sich 
in Berlin unter dem Einfluf von Christian Samuel Wei der 
Mineralogie zu und begann daneben privatim Mathematik zu treiben 
— privatim, denn an der Berliner Universität wurden damals 
Vorlesungen über Mathematik nicht gehalten. Zwar war ein 
Lehrer für Mathematik vorhanden — ich glaube Tralles —, aber 
derselbe weigerte sich, Vorlesungen zu halten, ,weil es nicht 
lohne‘. Neumann hat später mit vielem Humor die Geschichte 
eines Versuchs erzählt, an dem er betheïligt war, diesen seltsamen 
»Universitätslehrer“ zu einer Vorlesung über Differentialrechnung 
zu bewegen. Tralles hätte die erste und zweite Stunde nur 
Formeln angeschrieben, ohne ein Wort zu sprechen, und als in 
der dritten Stunde einzig noch die Petenten anwesend waren, die 
» Vorlesung“ mit den Worten geendet: ,Sie sehen, es lohnt 
DiCRE, — 

Zu diesen wissenschaftlichen Schwierigkeiten kamen andere, 
die dem jungen Neumann das Studium dornenvoll machten: er 
gerieth in die äuferste materielle Noth. In den früheren, relativ 
guten Zeiten hatte ïihm sein wenig bemittelter Vater monatlich 
einen Thaler als Beïhülfe gegeben, alles andere mufite der Sohn 
durch Stundengeben erwerben; jetzt verarmte jener durch das 
Niederbrennen seines kleinen, in der Näühe von Berlin erworbenen 
Hofes gänzlich, und der Sohn entbehrte jeder Hülfe. Mehrere 
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Winter hat er damals in einer unheiïizbaren Kammer, die ihm bhalb 
aus Mitleid überlassen war, mit dem Mantel zugedeckt, auf der 
blofen Erde geschlafen und sich fast nur von Brod und Kaffee 
genährt, — eine Zeit, so kümmerlich, daf ihrer auch der greise 
Mann nicht gerne gedachte. 

Die Wendung zum Bessern wurde durch WeiB bewirkt, der 
allmählig auf Neumann’s wissenschaftliche Tüchtigkeit aufmerk- 
sam geworden war. Er verschaffte ihm nach 1820 Grelegenheit, 
vor einem erlesenen Kreïise Vorträge über Mineralogie zu halten, 
und diese wurden der erste AnlaB zur Befreiung aus der Noth, 
die auf Neumann lastete. Freilich handelte es sich zunächst 
nur um wissenschaftliche Vortheile, denn die Vorträge waren 
unentgeltlich; aber Neumann gewann eine werthvolle Crelegen- 
heit, seine eigenen Forschungsresultate, namentlich im (Grebiete 
der Krystallographie, vor bedeutenden Männern, wie Leopold 
v. Buch, Bergdirector Techen, General Jasky zu entwickeln und 
dadurch auch die Aufmerksamkeit der mafigebenden Personen auf 
sich zu lenken. Uebrigens lie es sich L. v. Buch nicht nehmen, N. 
auch durch ein Greldgeschenk seine Erkenntlichkeit zu beweisen. 

Der nächste wissenschaftliche Gewinn war der, da Techen 
den jungen Neumann auf Fourier’s Werke aufmerksam machte 
und ihm hiermit die Richtung auf die theoretische Physik gab. 
Neumann hat später Fourier immer als seinen vornehmsten 
Lehrer bezeichnet, und von dem Feuereifer, mit welchem er sich 
in das neue Gebiet vertiefte, giebt schon allein die Thatsache 
ZeugniB, daB er sich die ganze ungeheure Abhandlung jenes Autors 
über Wärmeleitung selbst abschrieb. 

Ein zweites wichtiges Ereignif war Neumann’s erste mine- 
ralogische Forschungsreise nach Schlesien im Jahre 1821, die auch 
noch dem Greise eine besonders liebe Erinnerung bot, und von der 
er gern und mit der ihm eignen anmuthigen Kunst erzählte. In- 
dessen war sie — nach heutigem MaaBstabe gemessen — nichts 
weniger, als eine Vergnügungstour; die dürftigen Mittel geboten 
die äuferste Einschränkung, alle Wege muften zu FuBe zurück- 
gelegt, und dabei die gesammelten Stücke, manchmal bis zu 80 Pfund 
auf einmal, auf dem Rücken getragen werden; das konnte nur eine 
innerlich so kerngesunde Natur als eine Erholung begrüBen. 

Die gesammelten Mineralien bot Neumann Chr. Wei als 
Geschenk für das Berliner Cabinet an und lehnte jede Bezahlung 
im Gefühle der Dankbarkeït gegen WeiB ab, nahm nur endlich 
die Erstattung der Reisekosten — 30 Thaler für fast ein Viertel- 
jahr — auf dessen Drängen an. 
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Weiïtere Jahre des Berliner Studiums vergingen, ohne daf 
sich Neumann’s äufiere Lage wesentlich geändert hätte. 


In diese Zeit fallen die ersten literarischen Productionen des 
jungen (Gelehrten. Die früheste dürfte eine rein geometrische 
Untersuchung sein über das Problem, drei Kreise durch einen 
vierten in gegebenen gleichen Winkeln zu schneiden, welche in der 
naturwissenschaftlichen Zeitschrift ,Isis“ erschien. Sie ist mir 
nicht zugänglich gewesen, aber Neumann gedachte ïhrer als 
einer seiner ersten Arbeïten mit besonderem Vergnügen. Hat sie 
auch keïnen besonderen Eindruck gemacht, so ist sie doch ein Be- 
weis dafür, wie heimisch der Autor sich in dem selbst eroberten 
Gebiet der Geometrie fühlte. 

Von nachhaltiger Wirkung war eine gleichfalls geometrische 
Abhandlung ,Beiträge zur Krystallonomie“ vom Jahre 1828, 
welche die verschiedenen Projectionsarten der Krystallformen be- 
handelt und schon dadurch Interesse erregt, dafi in ihr — viel- 
leicht zum ersten Male — die in neuerer Zeit so viel benutzte 
Characterisirung einer Krystallform durch die Richtungen ihrer 
Flächennormalen benutzt ist. 

1826 erschien dann Neumann’s Promotionsschrift ,De lege 
zonarum“. Sie enthält eine fundamentale Methode, die sämmt- 
lichen bei einer Krystallsgruppe môüglichen Flächen aus vier sie 
characterisirenden Grundflächen zu entwickeln, und hat Neumann 
für alle Zeit in der Geschichte der Krystallographie einen ehren- 
vollen Platz gesichert. 

In wie weit diese Arbeiten auf Anregungen beruhen, die 
Weil gegeben hat, läfit sich natürlich nicht mehr feststellen; 
indessen ist es bei Neumann’s später immer geübtem (Gebrauch, 
dergleichen überaus gewissenhaft zu erwähnen, nicht wahrschein- 
Lich, daB solche in erheblichem Umfange vorgelegen haben. — 

Das Interesse, welches Neumann’s mineralogische Vorträge 
geweckt und seine ersten Publicationen gefestigt hatten, trug end- 
Lich auch nachhaltigere Früchte. Ende 1826 wurde er als Privat- 
docent mit einer kleinen Remuneration an die Universität Künigs- 
berg berufen und damit an den Platz gestellt, wo sich seine Kraft 
voll entwickeln sollte. Dort hatte bis dahin Hagen zugleich Mine- 
ralogie, Zoologie, Botanik, Physik, Chemie und Pharmacie vorge- 
tragen, jetzt wünschte er die Mineralogie abzugeben, und Ne u- 
mannn sollte sie übernehmen. 

An der Albertina bildete damals der Astronom Bessel das 
Haupt der Vertretung der exacten Naturwissenschaften; dieser nahm 
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sich Neumann’s angelegentlich an und ist ihm dauernd freund- 
schaftlich verbunden geblieben. Es liegt noch bei den Acten der 
Künigsberger Sternwarte das Koncept zu einem Briefe Bessels 
an die vorgesetzte Berliner Behürde, in dem er den groBen Er- 
wartungen, die er auf Neumann setzte, Ausdruck verleiht und 
dessen Befürderung befürwortet. Diese Verwendung hat günstigen 
Erfolg gehabt; sein Schützling erhielt 1828 eine auferordentliche, 
1829 eine ordentliche Professur für Mineralogie und gewann da- 
durch eine gesicherte Existenz. 

Nunmehr konnte Neumann auch an die Gründung eines 
eigenen Hausstands gehen; er führte eine Tochter seines Vorgän- 
gers heim und trat dadurch zu Bessel, der gleichfalls Hagens 
Schwiegersohn war, auch in verwandtschaftliche Beziehung. Der 
Ehe entsprossen vier Sühne und eine Tochter; von den Sôhnen 
sind drei hochangesehene Lehrer an deutschen Hochschulen, der 
jüngste starb im besten Mannesalter. Die Tochter wurde die Pfle- 
gerin ihrer Eltern, speciell die treue Hüterin des Greisenalters 
ihres Vaters und hat auch der Cousine ihrer Mutter, die nach 
dem Tode der letzteren Neumann’s zweite Frau wurde, in 
ihrem langem Siechthum mit kindlicher Treue zur Seite gestanden. — 

Mit Neumann kamen Jacoby und Dove für Mathematik 
und Physik nach Kônigsberg, und die Albertina erhielt hierdurch 
eine Summe von Talenten zugeführt, die schon allein ausreichten, 
um ihr eine ausgezeichnete Stellung unter den Schwesteruniversi- 
täten zu sichern. Auch mit diesen (Gelehrten ist Neumann in 
enge Beziehungen getreten; daf dies Jacoby gegenüber gelang, 
der nach seiner eigenthümlichen Kampfeslust sich mit Collesen 
gern auf Kriegsfuss stellte und selbst Bessel gegenüber bei 
aller Schätzung desselben seiner Neigung anfangs die Zügel schiefen 
leB, wird man als einen Beweis für des jungen Neumann mensch- 
lich und wissenschaftlich ruhig sicheres Auftreten betrachten 
dürfen. 

Neumann war, wie gesagt, für Mineralogie nach Künigs- 
berg berufen worden, aber die akademische Lehrfreiheit an den 
preuBischen Universitäten, der die Wissenschaft so manche Für- 
derung verdankt, gestattete ïhm, sich auch nach anderen Seiten 
hin auszubreiten. Schon in den zwei ersten Semestern (1827—28) 
hielt er, gewiB im Einklang mit Bessel’s Wiünschen, neben dem 
Hauptcolleg über Oryktognosie ein zweistündiges Publicum über 
Erdphysik, in der die Mechanik eine Hauptrolle gespielt haben 
dürfte, im dritten Semester ein dreistündiges Privatcolleg über 
Mineralogische Physik; daran schlossen sich Vorlesungen über die 
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optischen Eigenschaften der Mineralien, über die Lehre von der 
Wärme, von Magnetismus und Electricität, vom Schalle und vom 
Lichte. In nicht mehr als drei Jahren (bis 1830) hatte Neu- 
mann das ganze Gebiet der theoretischen Physik in seine Vor- 
lesungen aufoenommen und dabei noch Zeit gefunden, eine Reiïhe : 
bedeutender Arbeiten zu verüffentlichen. 

Um die Grôüfe der hierin liegenden Leistung zu würdigen, 
wolle man bedenken, daf zu jener Zeit Lehrbücher über theore- 
tische Physik, mit Ausnahme wesentlich mathematisch gehaltener 
Tractate über Mechanik, nicht existirten. Es handelte sich 
also darum, aus den hier und dort zerstreut erschienenen funda- 
mentalen Originalarbeiten die Grundpfeiler der Theorie herauszu- 
arbeiten und auf ihnen ein vollständiges Gebäude zu errichten, das 
Heterogene zu verbinden, Lücken auszufüllen, Specielles zu verall- 
gemeinern und die Bedeutung der Theorie durch planvoll ge- 
wählte Anwendungen zu beleuchten. 

Da diese Vorlesungen früh Interesse erregten, beweist u. a. 
die von Neumann schon 1835 getroffene Einrichtung eines Seminars 
für theoretische Physik, in dem er, — soweit aus seiner späteren 
Uebung Rückschlüsse gezogen werden dürfen, — den Theïlnehmern 
allwôüchentlich Aufgaben zur Behandlung stellte, Aufgaben, die mei- 
stens über die Bedeutung blo$er Uebungsbeispiele weit hinausragten 
und grofies wissenschaftliches Interesse besafen. So beruhen z. B. 
die ersten um 1845 verôffentlichten Arbeiten G. Kirchhoffs 
auf Problemen aus dem Neumann’ schen physikalischen Seminar. 

Neumann war, wie das früher Gesagte belegt, in der Mathe- 
matik wesentlich Autodidact; und so sehr er in einzelnen Füällen 
mathematische Entwickelungen um ihrer selbst willen gepflegt hat, 
im Ganzen war ihm die Analyse doch nur die Sprache für die 
Gresetze der Erscheinungen. Demgemäf sind seine mathematischen 
Entwickelungen häufig nicht den (resichtspunkten der äussersten 
Eleganz und Allsemeinheit entsprechend, die der reine Mathe- 
matiker verfolgt; ihm war es wichtiger, da das Problem wirk- 
lich physikalisches Interesse bot, daf bei der Lüsung in jedem 
Moment die Beziehung zu den behandelten Erscheinungen klar er- 
kennbar war, und daf das Resultat die Anwendung auf die Beob- 
achtung gestattete. Von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet ist 
seine Behandlungsart der in Vorlesungen und Seminaren vorge- 
tragenen Probleme eine mustergültige und hat im hohen Grade vor- 
bildlich gewirkt. — 

Vorlesungen, in welchen in der oben geschilderten Weise 
Neumann’s Antheil sich hauptsächlich auf die Gestaltung des 
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Stoffes, auf die Erweiterung der Gresetze und auf die Behand- 
lung specieller Anwendungen beschränkte, sind neben der soge- 
nannten ,Einleitung in die theoretische Physik“ — einer über- 
aus anregend dargestellten, vom physikalischen Standpunkte aus 
aufgefaften elementaren Mechanik — z.B. diejenigen über Poten- 
tialtheorie, über Kapillarität, über Wärmelehre. 

Hier waren die sicheren Fundamente schon von Anderen ge- 
legt; in der Mechanik von Lagrange und Poisson, in der 
Potentialtheorie von Green und Gauf, in der Kapillarität von 
Laplace und Gauf$, in der Wärmelehre von Fourier. 

Aber auch auf Feldern, wo solche Meister vor ihm gearbeiïtet 
hatten, verstand seine Hand noch eine reiche Nachernte hervorzu- 
locken. Die Zeit gestattet nur, Vereinzeltes hervorzuheben. 

In der Potentialtheorie entdeckte und verwerthete er frucht- 
bar das Analogon der Green’schen Function für den Fall, daf 
innerhalb eines Raumes die Z-Ableitung, an seiner Begren- 
zung dienormale Ableitung einer Function vorgeschrieben ist; 
er erweiterte die Theorie der Kugelfunctionen und wandte sie 
auf practisch wichtige Fälle, so auf das Problem der Herstellung 
eines Raumes von constanter magnetischer Kraft an; er entdeckte 
merkwürdige und practisch bedeutungsvolle Sätze über die Be- 
stimmung der Constanten einer Kugelfunctionenreïhe aus discreten 
Werthen; er lôste specielle Probleme, die sich auf das Sphäroïd 
und das Rotationsellipsoid bezogen. 

In der Kapillaritätstheorie gelang es ihm, dem sogenannten 
zweiten Hauptsatz jene allgemeinste und anschaulichste Form zu 
geben, die weder Laplace, noch GaufB bemerkt hatte, mit 
semer Hülfe die Gauf$’schen Methoden auf die interessanten 
Füälle anzuwenden, wo mehrere Flüssigkeiten mit einander in Be- 
rübrung sind, und eine Reïhe hochinteressanter Probleme über die 
capillaren Kräfte zu lôsen. 

In der Wärmelehre erweiterte er die Fourier’sche Theorie 
auf den Fall, daf mit der Wärmeleitung eine Veränderung des 
Aggregatzustandes verbunden ist; er wendete sie an auf die 
Theorie wichtiger Methoden zur Bestimmung der specifischen und 
Umwandlungswärmen, der äuferen und inneren Leitungsfähie- 
keiten, welche Methoden er selbst in ausgedehnten Messungs- 
reiben zur Anwendung gebracht hat. — 

Hier ist der Ort, eine allgemeine Bemerkung über Neumann’s 
Stellung zur Beobachtung anzuknüpfen. 

Allgemein kann man das Verhältnifi von Beobachtung und 
Theorie dahin aussprechen, daf die Beobachtung in der Recog- 
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noscirung der Erscheinungen der Theorie vorausgeht und 
sich ihr darauf wieder anschliefit, die theoretisch erhaltenen Re- 
sultate prüfend und damit auf die Correctur ev. Fortent- 
wickelung der Theorie hinleitend. 

Jene recognoscirenden Beobachtungen, auf die sich der popu- 
lire Ruhm eines Forschers vornehmlich zu gründen pflegt, haben 
Neumann nie wesentlich angezogen. Bei ihm setzt die Beob- 
achtung in der (Gestalt exacter Messung stets nach der 
Theorie ein, und zwar in dem Maafe, daB bei ihm auch die 
Beobachtungsmethode selbst stets ein Gegenstand der 
Theorie ist. 

Unzweifelhaft beeinfluft von der in dieser Hinsicht muster- 
gültigen Arbeit Bessel’s über die Länge des Secundenpendels, 
verlangte er, dafi jeder Theiïl des zur Messung dienenden Experi- 
mentes der Theorie zugänglich wäre; er setzte die Fehlerquellen 
wirklich in Rechnung und ordnete die Beobachtungen so an, daf 
sie deren Einfluf quantitativ zu bestimmen gestatteten. Mit diesen 
Principien trat er einigermafen in Gegensatz zu den virtuosen Ex- 
perimentatoren, insbesondere Frankreichs, die sich genügen liefen, 
die Bedingungen des Experimentes so zu gestalten, daf der Einfluf 
der Fehlerquellen môüglichst klein war, allenfalls durch Wieder- 
holung der Beobachtungen unter wechselnden Umständen einen 
Schluf über die GrüBenordnung desselben zogen und durch Bil- 
dung von Mittelwerthen aus zahlreichen Messungen die Genauig- 
keit steigerten. 

Gerade die von Neumann experimentell behandelten Pro- 
bleme der Wärmelehre geben lehrreiche Beispiele für sein Ver- 
fahren. 

Bei seiner Theorie der , Mischungsmethode“ zur Bestimmung der 
specifischen Wärme fester Kürper wird das vollständige (Cre- 
setz für die zeitliche Temperaturänderung des Calorimeter’s aus 
der Wirkung der Wärmebewegung zwischen der Calorimeterflüs- 
sigkeit und dem eingeworfenen Kürper einerseits, zwischen der- 
selben und der Umgebung andererseits gewonnen; es wird gezeigt, 
wie das scharf beobachtbare Temperaturmaximum von den Um- 
ständen des Experimentes abhängt, und es wird aus der Beobach- 
tung des nach dem Maximum eintretenden Temperaturabfalles der 
Einfluf des äufern Wärmeaustausches abgeleitet. 

Zur experimentellen Sonderung der innern und der äufern 
thermischen Leitungsfähigkeit eines festen Kürpers bedarf 
es der Beobachtung seiner Temperaturänderung in Folge des 
Zasammenwirkens seiner anfänglichen Temperatur und seiner 
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Temperaturdifferenz gegen die Umgebung. Neumann hat je nach 
dem Material ne Würfel, Stäbe, Ringe der Beobachtung 


unterzogen. 


Im Falle des Stabes wurden zur Bestimmung der Temperatur 
der beiden Endquerschnitte Thermoelemente in dieselben einge- 
lôthet und ihre Drähte dem leitenden System bei der Theorie zu- 
gerechnet. Als Anfangszustand wurde derjenige gewählt, der als 
stationärer sich einstellte, wenn ein mittlerer Querschnitt des 
Stabes durch eine geeignete Vorrichtung auf constanter Tempe- 
ratur erhalten war. Die vollständige Theorie zeigt, daf man 
diesen Querschnitt so wählen kann, daf in einer gro$en, genau 
angebbaren Annäherung das Gesetz für die Summe der gleich- 
zeitig an beiden Stab-ÆEnden beobachteten Temperaturen einen 
Schluf auf die äuBere, ihre Differenz einen Schluf auf die 
innere Leitungsfähigkeit gestattet. 


Diese ganze Anordnung ist ein Meisterstück feiner Mefkunst. — 


Ein specielles Grebiet der Theorie des Experimentes ist die Theorie 
der MeBinstrumente. Hier verlangte Neumann insbesondere, 
daf jedes Mefinstrument die Controle seiner Angaben durch Combina- 
tion von mit ihm selbst unter verschiedenen Umständen ausgeführten 
Messungen gestattete, und modificirte demgemäB dessen Construction. 
Zahlreiche Beispiele für die oft überraschend einfache und geistreiche 
Lüsung dieser Aufgaben liefen sich hier anführen, von den ele- 
mentarsten — wie die Berichtigung eines Aräometers — an bis 
zu den complicirtesten, — wie die Graduirung der electromagne- 
tischen Mefinstrumente, insbesondere des von Neumann so viel 
und so glücklich angewandten Differentialmultiplicators. 

Von diesen Anwendungen mag hier, wo überhaupt von den 
Neumannschen Beobachtungen gehandelt wird, wenigstens eine 
erwähnt werden: die überaus fein erdachte Methode zur geson- 
derten Bestimmung der electromotorischen Kraft und des Ueber- 
gangswiderstandes der electrolytischen Polarisation; bei derselben 
ist auch das schüne Verfahren zur Anwendung gekommen, die 
electromotorische Kraft einer inconstanten Kette dadurch zu be- 
stimmen, daf man die letztere in die Brücke der Wheatstone’schen 
Drahtcombination fügt. — 


Während in den oben genannten Gebieten Neumann's An- 
theil die Fundamente der Theorie wenig berührte, ist er in zwei 
anderen selbst ganz wesentlich grundlegend gewesen, nämlich in 
der mit der Elasticitätstheorie verbundenen Optik und der Elec- 
tricitätslehre. 


Un 
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Auch hier sei zunächst eine orientirende Bemerkung allge- 
meineren Inhaltes gestattet, 

Für die Unterwerfung eines neuen Gebietes unter die Theorie 
ist in vielen Fällen das Ausgehen von ganz bestimmten Vorstel- 
lungen über den Mechanismus des Vorganges nützlich gewesen. 
Ein Beispiel hierfür liefert die zur Erklärung der Cohäsionser- 
scheinungen gemachte Annahme, daf die Kôürper aus discreten 
Molekülen bestehen, welche fernwirkende Kräfte auf einander 
ausüben; ein anderes die für die Electricitätstheorie so frucht- 
bare Hypothese, daf es Fluida von sehr geringer Dichte giebt, 
die sich durch ausgeübte Kräfte innerhalb der ponderablen Kôrper 
bewegen lassen. 

Es ist offenbar tief in der Organisation unseres Geistes be- 
gründet, dafi die Benutzung solcher anschaulicher Bilder der uns 
ihrem Wesen nach unbekannten Vorgänge das Aufhinden ihrer (re- 
setze erleichtert. Auch Neumann hat dieses Verfahren als 
Hülfsmittel hochgeschätzt und z. B. in der Theorie der Far- 
benzerstreuung, sowie derjenigen des thermischen Druckes frucht- 
bar verwendet, aber er hat doch jederzeit sehr scharf unterschieden 
zwischen den Resultaten jener bildlichen Behandlung, welche 
der Prüfung durch die Beobachtung zugänglich sind, und den H ülfs- 
vorstellungen selbst, die den Weg dazu gezeigt hatten und 
die eine Prüfung auf andere Weiïse, als eben durch das erreichte 
Ziel, nicht gestatten, 

So hat er, als einer der Ersten, begonnen, in verschiedenen 
Grebieten der Theorie jene Hypothesen über Bord zu werfen und 
an Stelle der alten eine neue, zwar mitunter minder anschauliche, 
aber immer sichere Methode zu setzen, die seitdem unzählige Male 
erfolgreich benutzt worden ist. Diese Methode sieht die kleinsten 
Theïle eines Kürpers selbst als Kôrper an und überträgt auf sie 
die Wahrnehmungen, welche an endlichen unter Bedingungen ge- 
macht werden, bei denen sie sich in ihrer ganzen Ausdehnung 
gleichfôürmig verändern; sie betrachtet also einen beliebig de- 
formirten Kürper als aus lauter homogen deformirten Elementen, 
einen beliebig erregten Magneten als aus lauter kleinen h o mo- 
genen Magneten zusammengesetzt und überträgt auf diese Ele- 
mentarkôrper die Resultate der Beobachtung an endlichen homo- 
genen Kôrpern. Dabei wird unter Umständen, wo bei krystalli- 
nischen Kürpern die Verhältnisse auch in dem vorausgesetzten ein- 
fachsten Falle zu complicirt sind, um sich direct aus der Beobachtung 
gewinnen zu lassen, das für isotrope Kürper gefundene Resultat 
ibren Symmetrieverhältnissen entsprechend hypothetisch erweitert, 
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Diese Methode, die leichter an einem Beispiel im Speciellen 


dargelegt, als im Allgemeinen geschildert werden kann, hat Neu- 


mann auf mehrere (rebiete angewandt, wo die ältere Methode zu 
anfechtbaren Resultaten geführt hatte; sie ist ihm aber besonders 
hülfreich geworden bei der Erschliefung eines zuvor noch nicht 
behandelten Theiles der theoretischen Optik. — 

In der Elasticitätstheorie waren die ersten wichtigen Schritte 
von Navier, Poisson, Cauchy auf molekularer Grundlage 
gethan, aber in Folge einer zu engen Fassung der benutzten An- 
nahmen erwiesen sich ihre Resultate als nur theilweise mit der 
Erfahrung vereinbar. Neumann hat auf dem erwähnten neuen 
Wege die allgemeinsten Formeln für elastische Krystalle abge- 
leitet, die dann später Kirchhoff durch Einführung des Prin- 
cips von der Erhaltung der Energie zu vereinfachen vermochte; 
er hat sie auch auf zahlreiche specielle Fälle, so krystallinischer 
als isotroper Kürper angewandt. Besonderes Interesse besitzen 
aber die Bezichungen, in die er die Elasticitätstheorie zur Optik 
zu setzen verstand. 

Die Optik war durch Fresnel in ganz neue Bahnen ge- 
führt; ausgehend von der Annahme, da die Lichterscheinungen 
auf den Vibrationen einer feinen, den ganzen Raum erfüllenden 
Substanz beruhen, hatte er für die Erscheinungen der Beugung, 
der Reflexion und Brechung an der Grenze zweïer durchsichtiger 
isotroper Kôrper, für die Fortpflanzung in Krystallen Grundge- 
setze aufgestellt, die noch heute unerschüttert sind und als Zeug- 
nisse einer ganz einzigartigen Genialität bewundert werden. 

Aber Fresnel hatte mit einer Art von Intuition überall 
direct die definitiven Special-Gesetze, gewissermafen die Integral- 
gleichungen, errathen, ohne nach der gemeinsamen analytischen 
Grundlage oder den Differentialgleichungen zu fragen. So kam 
es, daf seine Resultate seltsam unvermittelt, theilweise auf ein- 
ander widersprechenden Fundamenten neben einander standen; 
manches, wie z. B. die berühmte Behandlung der totalen Reflexion, 
war sogar durchaus unhaltbar. 

Indem Neumann — wie nahezu gleichzeitig, doch minder 
consequent Cauchy — die Optik auf die Basis der Elastici- 
tätstheorie stellte, gewann er nicht nur auf sicherer einheit- 
licher Grundlage die Fresnel’schen Resultate zurück, die er 
dann mannigfaltig anwandte, — so zu der Erklärung der Farbener- 
scheinungen in optisch zweiaxigen Krystallen, — er gewann auch die 
Mittel, um wesentlich über dieselben hinauszugehen. Dies geschah 
in der grofien Abhandlung vom Jahre 1835, welche die Gesetze 
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der Reflexion und der Brechung des Lichtes an der Grenze kr y- 
stallinischer Kürper behandelt und ebenso bewunderungswürdig 
ist wegen des Scharfsinnes, mit welcher die allgemeinen Glei- 
chungen für diese überaus complicirten Vorgänge abgeleitet sind, 
wie durch die Fülle von schünen Anwendungen, die von den er- 
haltenen Resultaten gemacht werden. Durch mehrere ausführliche 
und mit geschickter Umgehung der experimentellen Schwierigkeiten 
angestellte Beobachtungsreihen, die dieser epochemachenden Arbeit 
folgten, wies dann Neumann auch die glänzende Uebereinstim- 
mung seiner Resultate mit der Erfahrung nach. 

Im Jahre 1837 gelang es ihm, auch die Gesetze der totalen 
Reflexion auf der von ihm gelegten Grundlage zum ersten Male 
in zulässiger Weise abzuleiten. 

Nicht ebenso weit vermochte Neumann in Hinsicht auf 
die Erscheinungen der Reflexion an stark absorbirenden Kôürpern 
vorzudringen. Wahrscheinlich hielt ihn der Umstand zurück, da 
die Elasticitätstheorie, auf die er seine Untersuchungen stützte, 
die Môglichkeit von Absorptionserscheinungen nicht zuläft. Erst 
später ist das Analogon zu der Lichtabsorption auf mechanischem 
Gebiete, — die elastische Nachwirkung — entdeckt, und erst in 
neuerer Zeit sind deren Gresetze aufgestellt worden. 

Immerhin sind auch auf diesem Gebiet Neumann wichtige 
Fortschritte geglückt; es gelang ihm, zu zeigen, wie alle die ver- 
wickelten Beobachtungen über Metallreflexion sich auf ein Zu- 
sammenwirken derselben beiden Umstände — Aenderung der 
Amplituden und der Phasen — zurückführen lassen, welche die 
Erscheinungen der gewôhnlichen und der totalen Reflexion bedin- 
gen, und ein Gesetz aufzustellen, welches jene Erscheinungen sehr 
schôn darstellt. Auch in dieser Beschränkung legt diese — übri- 
gens sehr frühe — Arbeit Zeugni8 von der klaren Anschauung 
ab, die Neumann in einem erst seit so kurzer Zeit angebauten 
Grebiete besaf. 

Im Jahre 1841 erschien dann die zweite grofe Arbeit aus 
dem Bereiche der Optik, die Theorie der optischen Erscheinungen, 
welche in deformirten und erwärmten unkrystallinischen Kôrpern 
stattfinden und die hauptsächlich von Brewster beobachtet 
waren. 

Neumann gewinnt hier die theoretische Grundlage in der 
vorhin skizzirten Art und Weïse, indem er annimmt, daf jedes 
Volumenelement durch die geübte thermische und mechanische 
Einwirkung zu einem homogenen Krystall geworden sei, der 
den Fresnel’schen Gesetzen der Doppelbrechung folgt, und dessen 


262 ; W. Voigt, 


Anisotropie von dem Grade und der Vertheilung jener Einwir- 
kungen abhängt. 

Auf dieser einfachen und klaren Hypothese beruhen die Grund- 
formeln, an die sich dann eine Fülle von Anwendungen reiht, die 
ganz unabhängig von dem Interesse, welches die betreffenden Er- 
scheinungen bieten, schon durch die neuen Fragestellungen merk- 
würdig sind, auf die sie führen. 

Da die Kôrper durch die vorausgesetzten mechanischen und 
thermischen Einwirkungen nicht homogen verändert werden, so 
stellen sie sich nach der fundamentalen Hypothese als Anhäufun- 
gen von Krystallen von verschiedenem Character und verschie- 
dener gegenseitiger Lage dar; ein einfallender Strahl wird dem- 
gemäB in dem ersten Elementarkrystall in zweie zerlegt, jeder 
dieser Theile im folgenden abermals u.s.f., und es bietet sich 
in der Untersuchung der Ausbreitung des Lichtes in einem solchen 
Krystallsystem ein Problem gleichzeitig von hohem Interesse und 
von bedeutender Schwierigkeit. 

Die Einwirkung einer ungleichfôrmigen Erwärmung bewirkt 
eine ungleichfürmige Deformation, deren theoretische Bestimmung 
nôthig ist, um das optische Problem anzugreifen; auch hier leitet 
also die gestellte specielle Aufgabe auf eine allgemeine Frage 
von vielseitigem Interesse, nämlich auf die Theorie der ther- 
mischen Deformation hin. Ganz ähnlich verhält es sich mit 
der Untersuchung der dauernden Deformationen der Kôrper 
durch starke Erwärmung und jähe Abkühlung, mit denen z.B. die 
sog. Härtung des Glases zusammenhängt. — 

Kürzer als in Bezug auf die optischen Arbeiten Neumann's 
kônnen wir uns in Bezug auf seine electrischen fassen, da 
einiges von seinen hierher gehôrigen Leistungen bereits oben er- 
wähnt worden ist. JImmerhin handelt es sich hier noch um eine 
seiner glänzendsten Schôpfungen, die erstmalige und zugleich voll- 
ständige Grewinnung eines neuen Gebietes für die Theorie. 

Im Anfang der 30er Jahre hatte Michael Faraday die 
Erscheinungen der electrischen Induction entdeckt, d.h. 
die Erregung von galvanischen Strômen in Leitern durch die Be- 
wegung oder sonstige Veränderung von Magneten oder bereits 
vorhandenen Strômen in ihrer Nähe. Diese überaus merkwürdigen 
und verwickelten Erscheinungen boten der Theorie grofe Schwie- 
rigkeiten. Sie besafien offenbar gewisse Analogien zu den electro- 
magnetischen Wirkungen, für die Laplace, zu den electrodyna- 
mischen, für welche Ampère ein Elementargesetz angegeben hatte, 
aber sie waren complicirter, als sie, da zu den Umständen, von 
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denen jene abhängen, noch zwei neue, die zeitliche und räumliche 
Veränderlichkeit, hinzukommen. 

Durch umsichtige Herausschälung des eigentlich Characteristi- 
schen aus der Fülle der verschiedenartigen Erscheinungen ist es 
Neumann gelungen, die allgemeinen Gesetze für jene Induction 
zu finden und sie in zwei fundamentalen Abhandlungen von 1845 
und 1846, ebenso wie auch das Grund-Gesetz der electrodynami- 
schen Wechselwirkung in eine so glückliche Form zu giefen, daf 
diese Neumann’schen Resultate selbst die Entwicklung der 
letzten Decennien, die so manches früher anerkannte Gesetz zu 
Fall gebracht haben, siegreich überdauern. — 

Anknüpfend an die Lehrthätigkeit Neumann’s haben wir 
in grofen Zügen sein Arbeitsfeld überflogen und sind dabei von 
selbst mit den Decennien vorwärts geschritten von der Zeit, da 
er mit jugendlicher Kraft erstaunlich schnell von dem ganzen 
Gebiete der Physik Besitz ergriff, zu der Periode seiner vollsten 
Schaffenskraft und seines hüchsten Ansehens. Um die Mitte des 
Jahrhunderts war Künigsberg in der That unbestritten die hohe 
Schule der theoretischen Physik in Deutschland, und schon fing 
der Einflu8 der Neumann’schen Richtung an, sich in zweiter 
Generation, nämlich durch die Schüler, welche ihm zum Theil aus 
groBer Ferne zugewandert waren und die jetzt zahlreiche Lehr- 
stühle innehatten, weiter zu verbreiten. Sein ältester Sohn K. 
Neumann und G. Kirchhoff dürfen als die bedeutendsten Re- 
präsentanten der Neumann’schen Schule bezeichnet werden. 

Aus dem jungen Forscher war ein mit den hôchsten Ehrungen 
reich bedachter, weithberühmter Gelehrter geworden, einer von den 
ersten, auf die wir in Deutschland auch der grofien Reiïhe der 
älteren fremden Meister gegenüber mit Stolz hinweisen konnten. 
Auch in den gänzlich veränderten Verhältnissen blieb Neumann 
sich gleich in schlichter Einfachheit und ungekünstelter Beschei- 
denheit. Mit Begeisterung pries er in seinen Vorlesungen seine 
grofen Vorgänger, rühmte insbesondere Faraday und Fresnel 
als Vorbilder, nicht nur wegen ihrer Werke, sondern auch wegen 
ihres reinen, nicht auf Ehre, sondern nur auf ErkenntniB gerich- 
teten Strebens; seiner Leistungen gedachte er niemals, und 
viele, ja vielleicht die meïsten seiner Zuhürer haben nie erfahren, 
wie viel von dem Gebotenen sein geistiges Eigenthum war. 

Obwohl er allmählig zu einem behaglichen Wobhlstand ge- 
kommen war, behielt er doch die frühere einfachste Lebenshaltung beï. 
In einer Vorstadt Kônigsberg’s an einem schônen grofen Garten be- 
sa8 er ein langgestrecktes, einstôckiges, alterthümliches Haus, das 

Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 2. 18 
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nach der StraBe zu keine Wohnräume enthielt und daher von dort 
gesehen einen verschlafenen oder verzauberten Eindruck machte. 
Mebr als die Hälfte desselben war zum Laboratorium eingerichtet; 
der alte Gärtner stellte den Assistenten vor und wufte mit allen 
Instrumenten wohl Bescheid. Der Besucher gelangte durch mehrere 
geräumige, mit Büchern, Instrumenten, Mineralien gefüllte Zimmer 
und über eine steile Treppe schlieflich zu dem Kämmerchen im 
Giebel, das der alternde Mann wegen der darauf ruhenden Abend- 
sonne besonders gerne bewohnte, in allem und jedem das Zeugnif 
der gänzlichen Bedürfniflosigkeit des Besitzers. 

Aber bei der äuBersten Einfachheit des Lebens und Auftre- 
tens war Neumann doch eine imponirende Persôünlichkeit;, — 
eine hohe Gestalt, in schüner Haltung bis in das hôchste Greiïsen- 
alter, ein geistig überaus belebter und heller Blick, ein würde- 
volles und zugleich herzlich mildes Wesen zeichneten ihn aus. 
Dies wirkte in der Vorlesung mit dem vollendeten und von inner- 
lichem Antheil durchglühten Vortrag zusammen, die Schüler mit 
Ebrfurcht zu erfüllen; es war uns immer feierlich zu Muthe, 
wenn dies klare, blaue Auge auf uns gerichtet war, und die freund- 
lich-eindringliche Lehre uns an’s Ohr drang. 

Dabei umgab den alten Freïheitskämpfer immer noch ein weïhe- 
voller Hauch aus jener gro$en Zeit. Das Gedeïhen seines Vater- 
landes war seine Hoffnung, das Studium seiner Greschichte seine 
liebste Erholung; unter den sie behandelnden Werken stellte er 
Carlyle’s ,Leben Friedrichs des Gro$en“ obenan. 

Auch mit der That seine Vaterlandsliebe zu beweïisen, hat 
er noch in reifen Jahren Gelegenheit gehabt. In den Stürmen 
von 1848 trat er aus dem stillen Studirzimmer hinaus in die un- 
ruhige politische Welt, sprach in Arbeiterversammlungen, trat in 
die Bürgerwehr, betheiligte sich an der Verwaltung der Stadt. 
Und sich selbst treu in der grofartigen Gesinnung, die schon den 
armen Studenten beseelte, stellte er in den Kriegsjahren zwischen 
1860 und 1870, wie ich durch Zufall von dem alten Quästor der 
Albertina erfuhr, der Regierung seinen Gehalt zur Verfügung. — 

Allmählig wurde es stiller um ihn, sein Haus verüdete, die 
Schülerzahl nahm ab: — eben seine älteren Schüler, die seine 
Richtung an den verschiedensten Hochschulen vertraten, bewirkten, 
daf die Kônigsberger Universität selber in der Physik von ihrer 
einzigartigen Stellung wieder herabsank. Auch da blieb er 
sich gleich, und ich, einer seiner letzten Schüler, habe von ihm 
nie einen anderen Eïindruck empfangen, als den des sichersten 
inneren Gleichgewichtes und des gleichmäfigsten heitern Friedens. — 
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Das Greisenalter nahte; 1875 muêite Neumann die Vorle- 
sungen abgeben, und sein Leben wurde noch stiller, als zuvor. 
Sein wissenschaftliches Arbeiten dauerte aus bis in die letzten 
Jahre, sein Interesse erhielt sich gleichmäfig lebendig, sein Em- 
pfinden blieb warm auch an der äufersten Grenze des Alters, die 
dem Menschen beschieden ist. HEiner nach dem Andern von seinen 
Mitkämpfern aus der Zeit des ersten Aufschwunges der Physik 
in Deutschland ging dahin: Clausius, Kirchhoff, W. Weber, 
Helmholtz; er allein war übrig geblieben und ragte einsam 
hinein, eine rührende, ehrwürdige und verehrte Gestalt der Vor- 
zeit, in die gährende Gegenwart. 

Nun ist auch er geschieden, und Viele trauern um seinen 
Heimgang. Sorgen wir dafür, sein Bild rein und unvergessen zu 
erhalten. — 


Berichtigung zu dem Aufsatz über Pendelmessungen bei Gôttingen. 


Es hat sich nachträglich herausgestellt, daf bei der Berech- 
nung von y, ein Irrthum begangen ist, der die Resultate ein wenig 
abändert. Die berichtigte Rechnung gestaltet sich folgendermafen 


Güôttingen Grünenplan Sack Teichmühle 
Vo 9.811834 9.812204 9.812247 9.812192 
S 0.5023160 0.5023129 0.5023255 0.5023122 
9 9.811957 9.811464 9.811984 
9—Ÿ 0.00000 — 0.00025 —0.00078 — 0.00021 
A9 + 0.00050 + 0.00061 + 0.00046 + 0.000387 
—A  —0.00017 — 0.00021 — 0.00016 — 0.00011 
Summe + 0.000383 + 0.00015 — 0.00048 + 0.00005 


und wenn man jetzt wieder den Unterschied gegen Gôttingen her- 
stellt, 
— 0.00018 — 0.00081 — 0.00028. 


Dadurch wird die für Sack gefundene Stôrung noch etwas ver- 
grôfert und auch für Teichmühle stellt sich ein grôBerer Werth 
heraus. Ich mu aber ganz ausdrücklich bemerken, daf zu diesen 
Beobachtungen nur ein sehr primitiver Apparat verwandt worden 
ist und die Resultate einer Bestätigung durch einen der neuen 
feineren Apparate bedürfen. Noch auf einen Druckfehler môchte 
ich aufmerksam machen; bei Station Sack mu es nämlich in der 
ersten Reïhe heifien 0.5023268 anstatt 0.5023168. 


W. Schur. 
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Zur Integration der partiellen Differential- 
gleichung Au + ku — 0 auf Riemann’schen Flächen. 


Von 
A. Sommerfeld. 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 15. Juni 1895. 
Mit einer Textfigur. 


In einer früheren Mitteilung') ,Zur mathematischen Theorie 
der Beugungserscheinungen“ habe ich ausgeführt, daf die exakte 
Behandlung der einfachsten (zweidimensionalen) Beugungserschei- 
nungen auf das Problem fübrt, die Differentialgleichung Zu + Eu = 0 
zweier unabhängigen Variabeln für vorgegebene Riemann’sche Flä- 
chen zu integriren. 

Als Modell für die Untersuchung derartiger Differential- 
gleichungen mu stets die Gleichung Au = 0 mit ihren ausgezeich- 
neten einfachen Eigenschaften dienen. Für diese haben wir die 
Lüsung des entsprechenden Problems in den algebraïschen Functionen 
vor uns. Es soll in dieser Mitteilung auseinander gesetzt werden, 
wie man von einer Lüsung der Gleichung 4u = 0 mit 
gewissen Eigenschaften zu einer Lôsung der Glei- 
chung Au+lu = 0 mit entsprechenden Eigenschaften 
gelangt, insbesondere also, wie man aus einer complexen alge- 
braischen Function die Lôüsung eines Beugungsproblemes ableiten 
kann. Wir nehmen dabei einen Umweg über die Theorie der 
Kugelfunctionen. 

Wir gehen aus von irgend einer Function f(Z) der complexen 
Variabeln Z. Die Z-Ebene bilden wir durch stereographische Pro- 
jection auf eine Kugel vom Radius 1 ab, deren Mittelpunkt im 


Nullpunkte der Z-Ebene liegen soll, mittelst der Formel: Z — —— 


1) Vgl. diese Nachr. 1894 math.-phys. Classe No. 4. 
Kgl. Ges. 4. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1895. Heft 8, 19 
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dabei bedeuten «, y, 2 rechtwinklige räumliche Coordinaten, dei 
z-Axe stehe senkrecht auf der Z-Ebene. So entsteht eine Function, 
welche auf der Einheitskugel gleichfalls ein zweidimensionales 
Potential darstellt. Man erhält aus dieser eine Function, welche 
für alle Werte von x, y, 2 definirt ist und welche im ganzen Raume 
der Differentialgleichung des räumlichen Potentials genügt, wenn 
man allen Punkten, welche auf einem durch den Coordinaten- 
anfangspunkt gehenden Halb-Strahle liegen, denselben Wert bei- 
legt, wie er dem Durchstofungspunkte des Halbstrahles mit der 
Einheitskugel zukommt, nämlich 


He = 2 +y +2 


Dieses Potential ist eine homogene Function Ot* Grades der Co- 
ordinaten x, y, z Der Grad dieser Function wird nun successive 
erniedrigt. Man kann ihren Grad zunächst dadurch um eine Ein- 
heit erniedrigen, daB man die Function mittelst reciproker Radien 
an der Einheitskugel transformirt. So entsteht die Function 
1 ,(xæ+iy 
1) ra 2+r ï 

welche gleichfalls der Gleichung des räumlichen Potentials genügt. 
Durch Ausführung beliebiger Differentiationsprocesse wird der 
Grad weiter verkleinert. Man erhält homogene Potentiale vom 
Grade —2, —3,.. allgemein nach #-facher Differentiation ein homo- 
genes Potential vom Grade —#—1. Man bezeichnet solche Po- 
tentiale als ,räumliche Kugelfunctionen“. Betrachtet man die 
Werte des Potentials lediglich in Punkten der Einheitskugel, so 
spricht man von einer , Kugelflächenfunction“. 

Dieser Gedanke rührt in specieller Form von Maxwell her, 
welcher von der Function f = 1 ausgehend die gewühnlichen ratio- 
nalen Kugelfunctionen durch ,Differentiation nach (geeigneten) 
Richtungen“ ableitet. Die erwähnte Verallsemeinerung des Max- 
well’schen Gedankens hat Herr F. Klein in einer Vorlesung über 
Lamé’sche Functionen auseinander gesetzt?). 

Als Differentiationsrichtung wähle ich durchgehends die durch 
ihre Lage zur Z-Ebene ausgezeichnete z-Richtung, betrachte also, 
unter Hinzufügung eines geeigneten numerischen Factors, die 
folgende Kugelfunction —m—1t" Grades : 


1) Maxwell, Lehrbuch der Electricität und des Magnetismus. Bd. I. Cap. IX. 
2) Vel. J. Pockels: Ueber die partielle Differentialgl, Ju + k?u = 0 p. 31. 
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(—D"* PO (=) 
im! Ur OR r) 


Will man diesen fortgesetzten DifferentiationsproceB überschen, so 
muf man ihm eine bequemere Form geben. Das geschieht durch 
den Cauchy’schen Satz, nach welchem der vorstehende Ausdruck 


gleich ist: 
x +1 dé 2 2 2 2 
En lo Sn On mue 


Dabei bedeutet £ eine complexe Variable, welche auf einém ge- 
schlossenen Wege um den Punkt £ — + herumgeführt wird, d.h. 
auf einem solchen, wo die Function unter dem Integralzeichen zu 
ihrem Ausgangswerte zurückkehrt. Wir künnen übrigens nach- 
träglich unter »# auch eine beliebige (nicht notwendig ganze) Zahl 
verstehen, wenn wir nur im Integrationswege die dadurch hervor- 
gerufene Verzweigung berücksichtigen. Es ist nämlich auch dann 
noch der Ausdruck eine räumliche Kugelfunction —m"1—1t* Grades. 

Grehen wir von einer verzweigten Function f von Z aus, so 
werden wir durch den geschilderten Procef im Allgemeinen zu 
einer gleichfalls verzweigten Kugelfunction gelangen. Wir be- 
merken aber, daf wir durch die stereographische Projection eine 
Verzweigung eingeführt haben, welche der ursprünglichen Function 
nicht eigen war. In der £-Ebene haben wir nämlich Verzweigungs- 
punkte für r — 0 oder € = +iVa+y. Wir kônnen diese fort- 
schaffen, indem wir unserm ersten Integrale das folgende hinzu- 


fügen: 
NET) ee 


Nun bilden die Kugelfunctionen für unseren Zweck nur ein Durch- 
gangsstadium. Es giebt aber einen eigentümlichen Grenzüber- 
gang, durch welchen eine Kugelflächenfanction #t" oder (was das- 
selbe bedeutet) —»—1t* Grades in eine Lüsung w von Au + Eu = 0 
übergeht. Man lasse nämlich » ins Unendliche wachsen und gleich- 
zeitig den Punkt x, y, z auf einem Meridian der Einheïtskugel in 
den Nordpol (d.h. den Punkt æ = 0, y = 0, z = 1) hineinrücken; 


oder, genauer gesagt, man setze: & — _ ne . und dement- 
2 2 Je? 
sprechend (wegen &#+yÿ +4 = 1) 4 = 1-— (E ee 6 und 


verstehe unter Ë, y endliche, unter "» eine ins Unendliche wachsende 
19% 
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GrüBe. Dieser Grenzübergang ist in speciellen Fällen bereits mehr- 


fach bemerkt worden !). 

Um den Grenzübergang bei unserem Integrale zu beherrschen, 
mu man auch für 6 eine entsprechende Substitution machen. Es 
empfehlt sich die folgende : 


€ = iVr Fp COS y, 
so daB von jetzt ab cos y oder y die complexe Integrationsvariable 


bedeutet. Führt man noch neben den rechtwinkligen Coordinaten 
£, entsprechende Polarcoordinaten @, ® ein durch die Gleichungen: 


AT E+in 
Qt ns Lies D 
! VE + 
so wird 
È à , É ike cos 
Lim —— — lim—— 2 2 A ; 
ns (g 0e PS . KQ Le k Q S ) 
14 7 COS p On + 
x + É+iy ___ i(S—7/2+9) dé a 
a —. se : —= € 5 —= —1 D. 
en ET ie dr ren: : 


Unser Verfahren verwandelt daher die complexe Function f(Z) in 
die folgende : 


D de ie ee OP Gp. 


Dabei ist die Integration in der 6-Ebene oder, was dasselbe ist, 
in der Ebene der Variabeln cos æ auf irgend einem geschlossenen 
Wege zu erstrecken. Man muf nur, falls er ins Unendliche ver- 
läuft, Sorge tragen, daB unser Integral einen Sinn hat. 

Beispiele: : À Geht man aus von f —= |, bez f— 7" 
erhält man auf dem angegebenen Wege die zonalen bez. tesseralen 
gewühnlichen Kugelfunctionen, und zwar, wenn # eine ganze Zahl ist, 
gerade in der Laplace’schen Integraldarstellung. Der Grenzüber- 
gang liefert die Bessel’schen Functionen J (kg) bez. TT. (ko) und 
zwar im Falle eines ganzzahligen » gleichfalls in wohlbekannten 
Integralformen. Die sog. Kugelfunctionen und Bessel’schen Functio- 
nen zweiter Art erhält man in ähnlicher Weïise aus den complexen 
Functionen f="le Z be f= leZ:7" 

2) Wir gehen ferner aus von der Function f, = lg(Z— À). 
Der Punkt Z = À sei ein Punkt des Einheïtskreises in der Z-Ebene 


1) Vgl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen I, $ 42 und $ 57. 


LE 
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(4] = 1). Durch einmalige Differentiation nach + folgt: 


RER LT +4 

dar Ar Az re 
Dieses ist eine Kugelfanction —1t* (Grades. Vergleichen wir sie 
mit dem Ausdrucke 1), so entspricht dem dortigen f. Tragen 


wir diesen Wert in Gleichung 2) ein, so ergiebt sich: 


1 i(B—p) (PB + y) 
Cine = [| = )  — ) t« dep = 
e EE e De 
ai 1 sin q te cos p Do 


a 4) 

Hier ist der Bequemlichkeit wegen gesetzt worden: À = e’ Cr) 
Die Function unter dem Integralzeichen ist eindeutig in der Va- 
riabeln cosw. Der Integrationsweg, welcher in der Ebene dieser 
Variabeln geschlossen ist, läft sich auf den Punkt cos — 
cos (®—«) zusammenziehen. Nach dem Cauchy’schen Satze er- 
giebt sich 


3) D PRO (De) ch (Ë cos « + nsin«) 
0 Re . 


Die einfache Function, zu welcher wir so gelangen, ist diejenige 
Function, mit welcher die gewôhnliche Optik fast ausschlieflich 
operirt. Sie ist in der schlichten Ebene eindeutig 
und für alle endlichen Werte von £ und 7 endlich 
und stetig. Es war dieses aus dem Charakter der Ausgangs- 
fanction f vorherzusehen. Denn der Unstetigkeitspunkt Z = À 
wird durch die stereographische Projection in einen Punkt des 
Aequators der Eïnheïtskugel verwandelt und rückt, wie jeder 
Punkt, welcher einen endlichen Abstand von dem Nordpole der 
Kugel hat, bei dem Grenzübergange ins Unendliche der Ë, 7-Ebene. 

8) Es soll sich nun darum handeln, eine entsprechende ver- 
zweigte Lüsung unserer Differentialgleichang aufzustellen, welche 
folgende Eigenschaften besitzt: Sie soll auf einer Riemann’schen 
Fläche eimdeutig sein, welche im Endlichen nur an der Stelle &£ = 0, 
7 = 0 einen » —1-fachen Windungspunkt besitzt, und, wie die vor- 
angehende Function, nirgends unendlich werden. 

Wir nehmen zunächst wieder die complexe Function Ig(Z'—4"), 


machen nun aber die Abbildung: Z' — Z"; der Symmetrie wegen 
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môgen wir auch setzen: 4" = A". Die so entstehende Function 
le (z*_ 4") 


hat (abgesehen von der Mehrdeutigkeit des Logarithmus) gerade 
die vorgenannte Verzweigung. Durch Ausführung der stereo- 
graphischen Projection und einmaligen Differentiation nach z ent- 
steht : 


mA 
nr 7" — A" 
Es 
ù : 17 220 : 
Tragen wir hiernach die Function f = — — ———— in Gleichung 2) 
Z'—A" 
ein, so ergiebt sich analog wie sub 2: 
1 sn? - 
A ike cos p 
4 TT Zuin p Da x 


COS — COS — 
Um den Integrationsweg zu bestimmen, bemerken wir, da wir in 
der &-Ebene jetzt einen geschlosse- 
nen Weg nur dann erhalten, wenn 
wir aufer den Punkten r = 0 auch 
den Punkt £ — © und zwar alle 
in gleichem Sinne umlaufen und 
daB unser Integral nur dann einen 
Sinn behält, wenn wir es auf einem 
Wege ins Unendliche führen, auf 
dem der reelle Teil von ig cosy 
negativ ist. Diejenigen Gebiete 
der -Ebene, für welche dieses 
stattfindet, sind durch Schraffiren 
gekennzeichnet. Der Integrationsweg hat daher in einem unend- 
lich fernen Punkte des Streifens I zu beginnen und in einem 
unendlich fernen Punkte des Streifens Il zu endigen. (Vel. 
den in der Figur ausgezogenen Weg.) Die Punkte, für welche 


cos — COS (ae) 
n n 


wird, liegen auferhalb des durch den Inte- 


grationsweg eingeschlossenen Gebietes. 
Unsere Function besitzt die folgenden charakteristischen Eigen- 
schaften : w 
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a) Sie genügt der Differentialgleichung Au +k&u — 0 
(wie jede Function, welche aus der Gleichung 2) durch Eintragen 
einer beliebigen Function f hervorgeht). 

b) Sie ist überall im Endlichen endlich; in der That 
behält unser Integral auf dem festgesetzten Integrationswege einen 
endlichen Sinn für alle reellen Werte von @g und ©. 

ce) Sie ist auf einer n#-blättrigen Riemann'schen 
Fläche eindeutig, welche im Nullpunkte einen n—1- 
fachen Windungspunkt hat. 

Wir erwähnen 

d) eine Eigenschaft, welche sich auf das Verhalten im Unend- 
lichen bezieht. Bezeichnen wir als ,erstes Blatt“ der Riemann’schen 
Fläche die Gesamtheit derjenigen Punkte, für welche |D—«|< x ist, 
als zweites, drittes ... Blatt die übrigen Teile der Fläche, so behaup- 
ten wir: Im Unendlichen des ersten Blattes wird un- 
sere Function gleich der Function , aus Gleichung 


8), im Unendlichen aller übrigen Blätter verschwin- 
det sie. Lassen wir nämlich @ wachsen, so wird e° °°? 


kleiner, wenn wir uns În einem Punkte eines der schraffirten 
Streifen befinden. Unser Integral verschwindet daher in der 
Grenze für pe — ©, wenn wir den Integrationsweg so abändern 
dürfen, daB er ganz in den Streifen I, IT, IT verläuft. Dies ist 
immer dann môüglich, wenn die Unstetigkeitsstellen des Nenners, 
nämlich o = +(D—a«), nicht zwischen 0 und x liegen, d. h. immer 
dann, wenn |[®—«|=—7 ist. Im anderen Falle werden wir den 
Integrationsweg in ähnlicher Weïise deformiren künnen, müssen 
aber dann den Unstetigkeïtspunkt g9 = +(d—«) durch eine Schleife 
einschliefen, wie dieses in der Figur durch die punktirte Linie 
angedeutet ist. Das Integral über die Schleife giebt nach dem 


Cauchy’schen Satze ct ES #,, die übrigen Teile des In- 
tegrales verschwinden. Wir haben also wirklich: 


immer 


lim # — 0, wenn [D—a|=—7, HE u—=u,, wenn |D—a|< 7x. 
0=o =o 
4) Machen wir in unserer Function 1g(Z'—4") die Abbildung 
= 1gZ, 4 — lg À, so erhalten wir in der complexen Ebene 
eine Function, welche im Nullpunkte einen Windungspunkt unend- 
lich hoher Ordnung hat. Die entsprechende Lüsung unserer Diffe- 
rentialgleichung ist aus 2) leicht abzulesen. Sie lautet : 


ere cos p 
= nr CE Ep à 
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Als Integrationsweg kann der in der Figur gezeichnete dienen. 
Man weist an dieser Function die Eigenschaften a), b), d) ebenso. 
wie oben nach. An Stelle der Eigenschaft c) aber tritt die 
folgende : | 

c') Die Function ist in der Variabeln ® gänzlich 
unperiodisch; sie ist eindeutig erst auf einer Windungsfläche 
von unendlicher Blätterzahl. — 

Wie erwähnt, rücken alle Punkte, welche sich in endlicher 
Entfernung von dem Nordpole der Einheitskugel befinden, bei un- 
serm Grenzübergange ins Unendliche, insbesondere also auch die 
Unstetigkeitspunkte und Verzweigungsstellen, welche wir in der 
Ausgangsfunction f einführen mügen. Wir erhalten daher auf diesem 
Wege zunächst nur im Endlichen endliche Functionen und nur Ver- 
zweigungen im Nullpunkte. Um die allgemeineren Functionen zu 
bekommen, mu man auch die Unendlichkeitsstellen und Verzwei- 
gungspunkte von f in den Nordpol hineinrücken lassen, in demselben 
MaaBe, wie man »# wachsen läft und mu den Grad der Kugel- 
function auch in Bezug auf die Coordinaten dieser Stellen durch 
successive Differentiation vermindern. Man erhält dann ein mebhr- 
faches complexes Integral statt des früheren einfachen. 

Durch die Function , aus Gleichung 3) beschreibt man in der 
Optik die ungestürte Ausbreitung des sog. parallelen Lichtes in 
der schlichten Ebene. Durch unsere Function w aus Gleichung 4) 
beherrschen wir diejenige Stôrung, welche in der Ausbreitung des 
sog. parallelen Lichtes durch das Vorhandensein eines n—1-fachen 
Windungspunktes hervorgerufen wird. Wesentlich von dieser Art 
ist die allgemein als ,Beugung“ bezeichnete Stôrung, welche ein 
keïlf‘rmiger undurchsichtiger Küôrper erzeugt. Hier schliefen die 
Erläuterungen meiner vorigen Note unmittelbar an. 


Die hypsographische Kurve der Erdkruste und 
die Romieux’schen Relationen. 


Von 
Hermann Wagner. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 15. Juni 1895. 
Mit einer Textfigur. 


Eine eingehende Prüfung der Arealverhältnisse von Land und 
Wasser auf der Gesammterdoberfläche von 510 Mill. qkm, 
also einschlieflich der uns noch unerschlossenem Gebiete von ca. 
21 Mill. qkm, hatte mich das Verhältnis wie 


144,5 : 365,5 Mill. qkm oder 
289: 114 1:2,b4 


finden lassen (Nachr. der math. phys. Klasse. 1895: I S. 105). 
Der weitere Verfolæ der neuern Versuche die mittleren Er- 

hebungsverhältnisse zu bestimmen, an denen sich besonders Mur- 
ray tPenck, Supan,-wv.114ilo,; Heiderich, Krümmel, 
Karstens beteiligt haben, führt mich, wie an anderer Stelle 
ausführlich erläutert werden wird’), zu der Ueberzeugung, da die 
Unsicherheit unserer Kenntnisse auch heute noch nicht gestattet, 
von abgerundeten Mittelzahlen abzugehen und daf zur Zeit die 
Annahme 

Mittlere Hôhe der Landflächen = + 700mæ+ 35m 

Mittlere Tiefe des Weltmeeres — —3500 m + 150 m 


den Vorzug vor allen anderen Eïnzelschätzungen verdient, wo- 
gegen z. B. A. Penck in seinem Handbuch der Morphologie der 
Erdoberfläche I 1894, welches die Karstens’sche Berechnung der 
mittleren Meerestiefe noch nicht benutzen konnte, für die Land- 
hôhen 735 m, für das Meer 8650 m Mitteltiefe annimmt, Werte, 
die nach meïner Auffassung als extreme Maxima gelten müssen. 


1) Beiträge zur Geophysik. Herausgeg. v. G. Gerland. Bd. Il. 1895. 


276 Hermann Wagner, 


Aus obigen Angaben resultirt das Volumen 


der Landhôhen = 101 (= 144,5 >=<0,7) Mill. Kubikkilometer 
des Landblocks = 607 (= 144,5 >< 4,2) Mill. Kubikkilometer 
des Wasserblocks = 1279 (— 865,5 < 8,5) Mill. Kubikkilometer 


wobei ich unter Landblock den Cylinder (bezw. das Stück einer 
Kugelschale), von 144,5 Mill. qkm Grundfläche und der Mittelhôhe 
von 4200 m verstehe, (Fig. I AEHL), also das, was man als Masse 
des Festlandes über dem mittlern Niveau des Meeresbodens be- 
zeichnet hat. 

Das mittlere Niveau der starren Erdkruste kann 
hiernach durch Ausglättung des Landblocks über die Gesammterd- 
oberfläche zu rund (3500 —1200 m) 

— 2300 m 
(genauer 607 : 510 — 1190 m) angenommen werden, so dafñ der 
mittlere Radius der starren Erdkugel nicht 6370,3 km, sondern 
6368 km (— 6370,3—2,3 km) 
betragen würde. 

Das Weltmeer über dieser festen Erdkugel ausgebreitet, er- 
hebt sich zur Hôhe der physischen Erdoberfläche oder dem 
Mittelniveau, der Litho- und Hydrosphäre auf 

+ 200 m 
über dem jetzigen Meeresspiegel, da es eine Mitteltiefe von 
2500 m 


(genauer 1279 : 365,5 — 2508) haben würde. Man sieht, daf hier 
absichtlich die genauern rechnerischen Resultate (2310 m u. 2508 m) 
abgerundet sind. 

Es ist wiederum nur ein zufälliges Zusammentreffen in den Endziffern, wenn 
ich fast die gleichen Werte wie Heiderich 1891 erhielt: — 2285 m als Mittel- 
niveau der Erdkruste, 205 m mittlere Erhebung des Meeresspiegels etc. Unsere 
Zahlen beziehen sich auf verschiedene Objekte. Indessen nehme ich an dieser 
Stelle nur soweit auf die Ergebnisse anderweitiger Berechnungen Rücksicht, als 
es für den Gedankengang erforderlich ist und verweise auf die ausfübrliche Ab- 
handlung. 

Den Namen ,Kontinentalblock“, der meines Wissens von Penck 
herrührt, beschränke ich auf die Massenerhebung der starren Erd- 
rinde oberhalb ihres mittleren Niveaus, (Fig. I BEHGK, portion 
remblayée de la surface d’équiformation, Romieux). Die Grund- 
fläche des Kontinentalblocks, welche R. H. Mill in erster roher 
Schätzung zu 50 °/ der Erdoberfläche annahm, finde ich zu etwa 


221 Mill. qkm — 43,3 ) der Gresammterdoberfläche 
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womit Penck (210) nahe übereinstimmt, da er bei seinen Berech- 
nungen von der ,bekannten“ Erde (489 Mill. qgkm) ausgeht. Ich 
rechne dabeï 


1. Auf die Landfläche 144,5 Mill. qkm 
2. Sämmtliche Mittelmeere einschliefilich des nôrdlichen Po- 

larmeeres 910 cr 
3. Sämmtliche Randmeere CPATRE 
4. Die Korallensee im O. v. Australien (bis — 2300 m) LR » 


5. Die Randgewässer an den Aufenküsten des Landblocks und 


sonstigen Untiefen bis 2300 m 20" 
6. Der antarktische Teil des Kontinentalblocks und die hypoth. 
Landflächen der Arktis 21 


Summe 221 Mi. qu. 

Das Volumen des Kontinentalblocks ist natürlich kleiner 
als das des Landblocks. Es ergiebt sich aber, ohne da wir über 
seine Gestaltung irgend etwas Näheres zu bestimmen brauchen, 
durch Rechnung aus der einfachen Ueberlegung, da8 derselbe Effekt 
erzielt werden muf durch Abtragung der Landhühen bis zum Mee- 
resspiegel, als durch Ausglättung des Kontinentalblocks über sei- 
ner Grundfläche. In beiden Fällen bildet das mittlere Niveau der 
physischen Erdoberfläche die Grenzfläche der Erdkugel. 
Nur wird sie im ersten Fall ganz vom Spiegel des Meeres ge- 
bildet, das + 200 m über seinen jetzigen sich erheben wird, wäh- 
rend im zweiten an der Erdoberfläche 221 Mill. qkm Flächen von 
der festen Erdrinde, 289 Mill. qkm von dem Meere eingenommen 
werden, aber wohl verstanden im gleichen Niveau von + 200 m. 
Das Volumen des Kontinentalblocks (Fig. I BCJK) berechnet sich, 
da seine Mitteldicke 2500 m betragen wird, zu rund 553 Mill. Ku- 
bikkm (221 >< 2,5). 

2. Hinsichtlich des Verlaufs der hypsographischen 
Kurve der Erde, welche bekanntlich aus den als Abszissen auf 
getragenen Flächen der Hôhenstufen und der als Ordinaten einge- 
tragenen Grenzhühen resultiert, sind wir leider noch immer auf 
die Berechnungen angewiesen, die sich auf Bartholomew’s Karte 
von 1886 stützen. A. Penck hat jüngst die Prozentanteile der 
einzelnen Hôhenstufen, wie sie aus Murray's Berechnungen her- 
vorgehen, von neuem, wie schon 1889 zur Konstruktion der frag- 
lichen Kurve verwendet, in der allerdings irrtümlichen Ansicht, 
daB die von ihm selbst in Murray’s Zahlen aufgedeckten Fehler 
der Flichenberechnung auf die Relativzahlen keinen Einfluf hätten. 
Ich habe dagegen die v. Tillo’sche Flächenberechnung auf Grund 
jener Karte (Pet. Mitteil. 1889, p. 49) benutzt, von der anzunehmen, 
daB sie die evidenten Fehler Murray’s vermieden hat. Da die 
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letztere die antarktischen Landflächen unberücksichtigt lieB, muf- 
ten für dieselben gewisse Annahmen gemacht werden, die am an- 
geführten Orte näher beschrieben sind. 

Die Konstruktion der Kurve erfolgte unter Annahme von 
5 mm für je 1% der Fläche (= 5,1 Mill. qkm) und je 1 mm für 
200 engl. Fuf. Die Verwandlung der gebrochenen Linie, welche 
die Ordinaten verbindet, in die eigentliche hypsographische Kurve, 
fübrt ein willkührliches Element in die Konstruktion, ganz ebenso 
wie sie in der Berechnung figuriert durch die willkührliche An- 
nahme über die mittlere Hôhe, welche man den einzelnen Stufen 
giebt. Diese Willkührlichkeït läBt sich aber bei der hypsographi- 
schen Kurve durch Befolg einiger, so viel ich sehe bisher nicht 
überall beachteter, jedenfalls nicht näher besprochener Bedingun- 
gen einschränken; die Kurve muf diese auf Grund gewisser, be- 
reits erôrterter Kontrollrechnungen erfüllen. Dazu gehüren!): 

1. Die Kurve muf das richtige Verhältnis von Lanp 
zu Wasser beibehalten, sie muB also durch den Punkt hin- 
durchgehen, welcher das Meeresniveau im angenommenen Flächen- 
verhältnis (Fig. I H) teilt: (zu 28,3 : 71,7 nach unserer Berechnung). 

2. Die Profilfläche des über dem Meeresspiegel 
gelegenen Teils des Kontinentalblocks muf dem 
Rauminhalt entsprechen, welcher für das Volumen 
der Landhôühen gefunden ist, (also nach unserer Berech- 
nung 101,2 Mill. Kubikkil.). 

8. Die Profilfläche des gesammten Kontinental- 
blocks (oberhalb des mittlern Krustenniveaus) mu gleich sein 
der Profilfläche der Tiefenregion des Meeres (unter- 
halb dieses Niveaus) Fig. I. BEHGK — KPQSRM). 

Es zeigt sich nun schon bei näherer Betrachtung der auf einem 
Millimeterpapier eingezeichneten Murray - Tillo’schen Kurve, daf 
sie die beiden letzten Bedingungen nicht erfüllt. Einerseits über- 
trifft die Profilfläche der Landhôühen das ihr zukommende Ma, an- 
dererseits nimmt die Tiefenregion im Profil der hypsographischen 
Kurve einen beträchtlich zu grof$en Raum im Gegensatz zu dem Kon- 
tinentalblock ein, der ihn der Theorie nach vollkommen ausfüllen 
müfte. Es müssen daher weitere Modifikationen an dem ersten 
Entwurf der Kurve gemacht werden. Die Kurve der Kontinen- 
taltafel muB stärker ausgehôhlt werden, um den berechneten Raum 


1) Von diesen Bedingungen erfüllt die Penck’sche Kurve von 1889 vor allem 
nicht die erste, diejenige von 1893 (Morph. I) widerspricht aber auch den beiden 
andern Bedingungen, wie in den Beiträgen zur Geophysik IT, 724 näher nachge- 
wiesen ist. 
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nicht zu überschreiten, was ohne Verschiebung der 1000 m-Ordi- 
nate und anderer nicht müglich ist. Andererseits ist die Kurve 
unterhalb der Tiefsee beträchtlich zu heben. Die Bartholomew’- 
sche Karte überschätzt offenbar den Klächenraum der Tiefsee- 
becken von mehr als 6000 m beträchtlich. Dies findet Bestätigung 
in den neuen Tiefseekarten der Erde, welche die Räume von mehr 
als 6000 m bedeutend gegen früher einschränken. Ebenso aber 
zeigt sich von neuem, daf auch Murray und v. Tillo die mittlere 
Tiefe der Becken zwischen 12000—18000 feet mit 16000 f. stark 
überschätzen. Will man also den Anforderungen genügen und die 
positiven und negativen Profilflächen der hypsographischen Kurven 
gleichmachen, so muss man, um den glatten Verlauf der hypso- 
graphischen Kurve nicht zu beeinträchtigen die Tiefenordinate 
von 4000 m um ein weniges, diejenige von 5000 m aber um wenig- 
stens 15 °/ der Fläche weiter hinausschieben, wodurch sich z. B. die 
Stufe zwischen 5000—6000 m von 76 Mill. gkm (nach Bartholomew) 
auf 11 Mill. zusammenzieht. Das Nähere wird die bezügliche Ab- 
handlung enthalten. 
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In der bisherigen Unterscheidung der Hauptstufen der Erd- 
rinde hat man wesentlich auf die beiden sehr ausgedehnten Ge- 
biete Rücksicht genommen, welche im Verhältnis zu den übrigen 
flach verlaufen. Es scheint mir kein Grund bei diesen und dem 
Kontinentalabhang zwischen den Hauptstufen stehen zu bleiben. 
Von diesem Standpunkte gliedert sich die Oberfläche der Erdrinde 
in fünf Stufen, die ich als Kulminationsgebiet, Konti- 
nentaltafel, Kontinentalabhang, Tiefseetafel und 
Depressionsgebiet unterscheiden will. Als Grenze zwischen 
den beiden erstern scheint mir 1000 m eine geeignete Zahl, für die 
Kontinentaltafel ist die 200 m Isobathe bereits als deutlich ausge- 
prägte untere Grenze angenommen. Den Namen Kontinentaltafel 
fasse ich also in engerm Begriff als Penck, der ihr das ganze 
Kulminationsgebiet einverleibt. Die Tiefseetafel zwischen —2300 m 
und —5000 m einschliefend finde ich folgende Flächen- und Volu- 
men- (mittlere Hôhen-) Verteilung 


Fläche Mittl. Hôhe 

Je Mill. qkm Meter 
Kulminationsgebiet der Erdrinde 6 80 +2200m 
Kontinentaltafel (+1000 m bis —200 m) 28.3 145 + 250m 
Kontinentalabhang (—200 m bis —2300m) 9 46 —1300m 
Tiefseetafel (2300 m bis — 5000 m) 53.7 274 —4100m 
Depressionsgebiet (unter — 5000 m) 3 15 [—6000m] 


Summa 100 510 —2300m 


3. Im Jahre 1890 hatte A. Romieux der franzüsischen Aka- 
demie durch Herrn Daubrée einige , Relations entre la déformation 
actuelle de la croûte terrestre et les densités moyennes des terres et des 
mers“ vorgelegt; (CR. 22. Déz. 1890. T. CXI. Nro. 25 p. 494— 97). 
Sie sind ausschlieflich auf den Modifikationen aufgebaut, welche 
A. Penck und A. Supan an den Murray’schen Berechnungen 
der mittlern Hôhe des Landes und der mittlern Tiefe des Meeres 
angebracht hatten (Pet. Mitt. 1889, 18). Hierbei spielt nun frei- 
lich das irrtümliche Verhältnis, welches, wie oben angeführt, 
À. Penck damals von seiner hypsographischen Kurve abgelesen 
hatte, bezw. der Irrtum, der bei der Konstruktion der Kurve be- 
gangen war, eine bedeutende Rolle, nämlich (s. 0.) 


Land : Wasser — 30,1 : 69,9 = 1 : 2,322 
ein Verhältnis, das sonst von keinem einzigen der neuern Berech- 
ner angenommen ist und nur dann etwa Geltung hätte, wenn man 


die gesammte antarktische Kalotte dem Lande zurechnen wollte, 
was nicht den Anschauungen Pencks entspricht. 
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Hieraus folgt a priori, da8 die Romieux’schen Relationen im 
Grunde nicht richtig sein künnen, soweit sie sich auf dieses Ver- 
hältnis 80,1 : 69,9 stützen. Dennoch verlohnt es sich zu unter- 
suchen in wie weit seine Beziehungen auch bei Zugrundelegung 
der oben von uns gewonnenen Resultate bestehen bleiben. 

IL Nach Romieux sollen die Land- und Wasserflächen 
auf der Erdoberfläche sich wie die Quadratwurzeln aus den mitt- 
lern Hühen verhalten. Diese Relation findet jedoch thatsächlich 
nicht statt, wie bereits Heiderich (Mittl. Erhebungsverhältn, d, 
Erdoberfl. 1890, 94) hervorgehoben hat, ohne jedoch auf die Ur- 
sache des Fehlschlusses hinzuweisen. Denn 


Land : Wasser — 1 : 2,54 

V700 : V3500 — 1 : 2,236 
Romieux war zu seiner Relation I gekommen, durch die Proportion 

80.1 : 69,99 = 1/680 : Vx 
indem er Supan's Annahme der Mittelhôhe des Landes einsetzte. 
Er fand æ — 3667 m, also sehr nahe die Penck-Supan’sche Zahl 
von 3650 m für die Mitteltiefe der Ozeane. Es würde indessen die 
(unbewiesene) Proportion 

28,8 : 71,7 — 1700 : Vz 
diese Mitteltiefe der Ozeane x — 4493 m ergeben, also 1000 m 
mebr als die von uns angenommene. 

IT. Die Land- und Wasserflächen der Erdoberfläche sollen 
sich verhalten, wie die Fläche des Kontinentalblocks (portion de 
la surface d’équiformation couverte par le remblai solide) zur 
Gesammtoberfläche. Auch diese Relation findet nicht statt, denn 

Land : Wasser — 1445 : 365,5 — 1 : 2,54 
Kontinentalblock : Erdoberfläche — 221 : b10 — 1 : 2,308. 
Dagegen nähert sich 1 : 2,808 dem irrtümlichen Verhältnis 1 : 2,322. 

III. Die Land- und Wasserflächen sollen sich verhalten 
wie das Volumen des Kontinentalblocks zu dem Volumen des 
Wasserblocks. Diese Relation findet nicht statt, denn 

Land : Wasser — 1 : 2,b4 
Kontinentalblock : Wasserblock — 553 : 1279 = 1 : 2,318. 
Dagegen nähert sich 1 : 2,313 dem irrtümlichen Verhältnis 1 : 2,322. 

IV. Die Land- und Wasserflächen sollen sich umgekehrt 
wie die Dichte des Landes und des Wassers verhalten. Diese 
Relation kann aufrecht erhalten werden. Und zwar übertrifft das 
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wahrscheinlichere Verhältnis 

150964410028 aval era 0 
wenn wir die mittlere Dichte des Ozeanwassers zu 1,028 anneh- 
men, um ebenso viel die bekannte Mittelzahl der Gesteinsdichte 
2,5 als das irrtümliche Verhältnis 1:2,822 unter ihr bleibt, da 
man mittelst desselben nur zu einer Dichte von 2,387 gelangt. 

Logisch hat diese Beziehung zwischen der Ausdehnung der 
Oberflächen zu der Dichte jedoch keine Berechtigung mehr, 
seit man in der Lage ist das Volumen der Land- und Wasser- 
kôrper zu bestimmen. In dieser Hinsicht ist das von Krümmel 
1879 aufgestellte Gleichgewicht von Landblock und Wasserblock 
(Morpk. d. Meeresräume 107), deren Gewichte er damals in Tril- 
lionen Kilogramm wie 1321,4 : 1322,4 berechnete, gleichfalls nicht 
mehr aufrecht zu erhalten, da 607.25 — 15175 Trill. kg; 
1279 .- 1,028 — 13148 Trill. kg ist. 

Ein Gleichgewicht zwischen diesen Massen kônnte mit andern 
Worten nur dann stattfinden, wenn die mittlere Dichte des Fest- 
landes erheblich unter 2,5 wäre, nämlich nach unsern Prämissen 
(bis 1279 - 1,028 : 607) ca. 2,17. A. Penck (Morph. F, 171) hält 
die Relation Krümmels jedoch noch aufrecht, indem er bei An- 
nahme der Hôhen von Land- und Wasserblock wie 6 : 5 und der 
Flächen wie 1 : 2,6, die Landdichte zu 

5.2,6 — 2,33 
berechnet, ,welcher Wert immer noch in die Grenzen der Dichte 
der auf dem Lande vorkommenden Gesteinsschichten falle“. Hier- 
bei ist die mittlere Dichte des Meeres mit 1,028 bereits mit berechnet. 

V. Romieux hat bereits 1890 versucht an Stelle jenes Gleich- 
gewichts zwischen Land- und Wasserblock die Relation aufzustel- 
len: Die Volumina des Kontinentalblocks und des Weltmeers ver- 
halten sich umgekehrt wie ihre Dichte, oder m. a. W. der Konti- 
nentalblock steht mit dem Weltmeer imGleichgewicht. 
Diese Gleichung D3 - x — 1279 - 1,028 
würde zu der mittlern Dichte des Kontinentalblocks 

x — 2,359 

führen, sodaf die Relation wiederum nur aufrecht erhalten werden 
kann, wenn man eine geringere mittlere Dichte des Kontinental- 
blocks als 2,5 annimmt. Jedoch ist der Unterschied zwischen der 
gefolgerten und der für gewühnlich angenommenen Dichte geringer 
als im vorigen Fall Man sicht also, daf die Anerkennung der 
letztgenannten Relationen wesentlich von der Stellung abhängt, die 
man zur Frage der mittlern Dichte der die Erdoberfläche zusam- 
mensetzenden Cresteine einnimmt. 


Ueber die Entwicklung von Dadocrinus gracilis 
v. Buch und Holocrinus Wagneri Ben. und ihre 
Verwandtschaft mit anderen Crinoiden. 


Mit 5 Textfiguren. 
Von 
A. von Koenen. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 25. Mai 1895. 


In einem Aufsatze ,Beitrag zur KenntniB der Crinoiden des 
Muschelkalks (Abhandl. der Kgl. Gesellschaft d. Wiss. zu Güttin- 
gen, Band 34. 1887) hatte ich den Bau von Encrinus (Dadocrinus) 
gracilis v.B. erôrtert und namentlich interradial-liegende unterste 
Perisom-Täfelchen bei den Vorkommnissen von Gogolin beschrie- 
ben. Etwa gleichzeitig hatte Gürich (Jahresber. d. Schles. Ges. 
f. vaterländ. Kultur, Sitzungsber. d. naturwiss. Sektion pro 1886. 5) 
dasselbe Vorkommen besprochen, und gleich darauf gab Eck (Zeïtschr. 
d. Deutsch. geol. Ces. 1887 $. 445 #.) eine Uebersicht über die An- 
gaben der verschiedenen Autoren über die Crinoïden des Muschel- 
kalks, in welcher er namentlich bei einigen ungenügend erhaltenen 
Vorkommnissen zu anderen Ansichten gelangte, als ich, oder seine 
Ansicht reservirte, und Gürich besprach (dieselbe Zeïtschr. 1887 
S. 498) auf Grund des in der Breslauer Sammlung befindlichen Materials 
das von mir erwähnte Vorkommen von interradial-liesenden Perisom- 
Täfelchen. Schon vor ihm hatte aber Benecke (Neues Jahrb. f. 
Mineralogie 1887 I S.376) die von Wagner als E. gracilis be- 
schriebene Form aus dem unteren Muschelkalk von Jena in einem 
Referat als E. Wagneri unterschieden; weitere Bemerkungen gab 
über diese Art Wagner 1891 (Zeïtschr. d. deutsch. geol. Ges. 43 
S. 879 #. Taf. XIX Fig. 1—4), und 0. Jaekel zog sie (Sitzungs- 
ber. d. Ges. naturforsch. Freunde 1893 No. 8 $. 201) zu der 
 Gattung Holocrinus, welche Wachsmuth und Springer (Re- 
vision of the Palaeocrinoidea IIT. 2. 1886 $. 139) für den Encrinus 
Beyrichi Picard aufgestellt hatten, nachdem es ihm gelungen war, 
den Kelch von E. Beyrichi frei zu legen und die Uebereinstimmung 
des Baues desselben mit dem von E Wagneri nachzuweisen. 

Kgl. Goes. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1895. Hoft 8. 20 
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Ich habe nun in den letzten Jahren eine ganze Anzahl von 
Kelchen von E. gracilis von Gogolin und anderen Fundorten er- 
halten, und zwar solche von sehr verschiedener GrôBe, so daB ich 
die Entwicklung in verschiedenen Altersstufen verfolgen und einige 
Eïnzelheiten des Baues näher untersuchen konnte; auch übersen- 
dete Herr Grundey mir gütigst «seine sämmtlichen Stücke von 
Grogolin. AuBerdem hbatte Herr R. Wagner die Güte, mir sein 
ganzes Material an Holocrinus Wagneri zur Untersuchung zu 
übersenden, einzelne gute Stücke auch dem hiesigen Museum zu 
überlassen, so daf ich in der Lage bin, mir aus eigener Anschau- 
ung ein Urtheiïl über diese Art und ïihre Verwandtschaft mit an- 
deren Crinoiden zu bilden, nachdem 0. Jaekel, anscheinend nur 
auf Grund der freilich recht guten Abbildungen und Beschreibun- 
gen Wagners, der Gattung Holocrinus einen ,ancestralen Cha- 
rakter“ beimaf und sie mit paläozoïischen Gattungen wie Cyatho- 
crinus und Poteriocrinus verglich. 


Dadocrinus gracilis v. Buch. 


Bezüglich der Litteratur kann ich auf das ausführliche Ver- 
zeichni8 von Eck à. a. O. verweisen, 
doch kommt dazu noch: Gürich, Ueber 
Encrinus gracilis von Gogolin, Zeitschr. 
d. deutsch. geol. Ges.XXXIX1887$. 498. 

Zahlreiche Wurzeln von Gogolin, theïls 
einzelne, theils zu zweien oder mehr 
verbunden, zeigen oben eine konische 
Vertiefung ganz, ähnlich der von En- 
SAS crinus Carnalli (v. Koenen, Crinoïden 
So des Muschelkalks Fig. 15), welche frei- 
© lich nicht selten durch aufsitzende Sten- 
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aber auch, daf die Wurzel in der ko- 
nischen Vertiefung die konische Unter- 
seite des untersten Stengelgliedes auf- 
nimmt, und da von dem unteren Ende 
der Vertiefung eine Fortsetzung des 
sogenannten Nahrungskanals bis zur 
Basis der Wurzel verläuft. 

Die grôften Stengelglieder haben gegen 3,7 mm Durchmesser 
und stammen augenscheinlich von dem unteren Theile des Sten- 
gels her. 
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An dem grôüfiten, vorstehend abgebildeten Kelch befindet 
sich noch ein Stück des Stengels von ca. 3 mm Durchmesser und 
fast 35 mm Länge; auch der unterste Theïil desselben ist noch 
abgerundet-fünfseitig und besteht aus mehreren Serien dickerer 
und dünnerer Glieder. ÆEtwa 10 mm unterhalb des Kelches bildet 
sich eine Einsenkung auf jeder der 5 Seiten des Stengels aus und 
geht nach oben, in der Nähe des Kelches, in eine Längsfurche 
über; besonders hier werden auch die sogenannten Gelenkstrahlen 
sehr deutlich von aussen sichtbar, deren 25 bis 30 auf den Aufen- 
rändern eines jeden Stengelgliedes vorhanden zu sein scheinen. 

Der grôfite Kelch selbst hat ein Becken von 9 mm Durch- 
messer und ca. 3,5 mm Hühe, wovon reichlich die Hälfte auf die Ba- 
salia kommt. Diese haben die Gestalt von ziemlich regelmässigen 
Fünfecken von ca. 2 mm Seitenlänge, beziehentlich von ca. 2,5 mm 
Breite und Hühe, und sind fest mit den ersten Radialgliedern 
verwachsen, welche mit fast 60 Grad gegen die Axe des Kelches 
geneigt und unten reichlich 3 mm, oben 6 mm breit sind. Die Ecken 
des Beckens, welches in seiner Grestalt weit mehr dem von Encri- 
nus Brahli, E. Carnalli etc. gleicht, als dem kleinerer Exemplare 
von E. gracilis, sind in einer Breite von etwa 1 mm abgestutzt, 
wenn auch oft ungleichmäfig, und tragen dort kleine, platte, an- 
scheinend ziemlich dünne Tafeln, welche wohl fünfeckig waren, 
aber nebst den darüber folgenden etwas einwärts gedrückt und 
beschädigt sind. 

Die zweiten und dritten Radialglieder sind durch Nähte ver- 
bunden, wenig über 5 mm breit bei 2 mm resp. 2,5 mm Hôhe, und 
stehen wesentlich steiler, als die ersten, mit welchen sie artiku- 
liren. In Folge einer geringen Verdrückung erscheint die Nei- 
gung freilich etwas stärker, als sie ursprünglich war. 

Die interradiale Lücke wird vom Becken bis zum oberen 
Rande der dritten Radialglieder bis zu 2 mm breit, von hier nach 
oben aber schnell wieder schmaler und schliefit sich ganz nahe 
über dem unteren Rande der zweiten Armglieder, welche über 
dieser Lücke, etwa auf dem vierten Theile ihrer oberen Fläche, 
die untersten Pinnulae tragen. Neben diesen haben die Arme noch 
eine Breite von mindestens 2,5 mm. Die nächsten Pinnulae finden 
sich auf der Innenseite der zu ein und demselben Radius gehôri- 
gen Arme erst auf dem zweitnächsten Gliede, während die dann 
folgenden Armglieder ganz regelmäfig je eine Pinnula tragen, 
alternirend auf den beiden Seiten der Arme. Diese erhalten zu- 
gleich auf ihrer Aufenfläche eine stumpfe, abgerundete Kante, 
während die ersten Armglieder, ebenso wie die Radialia, aufen 
20 * 
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nur mäfig gewülbt sind, wenn auch in der Mitte ein wenig stär- 
ker, als an den Seiten. 

Bei mittelgrofen Kelchen von Gogolin, bei welchen das Becken 
etwa 5,5 mm Durchmesser und 8 mm Hühe hat, sind die ersten 
Radialglieder oben gegen 3 mm breit und sind nur mit ca. 30 Grad 
gegen die Axe des Kelches geneigt. Die Basalglieder haben die 
Grestalt symmetrischer Fünfecke und sind meistens merklich hôher, 
als breit. Die interradiale Lücke über den Ecken des Beckens 
ist hôüchstens 0,2 mm breit und erweitert sich bis zum Anfange 
der Arme hôüchstens bis auf 0,7 mm, fehlt aber auch mitunter ganz. 

Bei kleinen. Kelchen von Gogolin, deren Stengel in seinem 
oberen Theile nur etwa 1,5 mm dick ist, hat das Becken nur etwa 
4,5 mm Durchmesser bei reichlich 2,7 mm Hôhe; die ersten Radial- 
glieder sind oben etwas über 2,5 mm breit und sind augenschein- 
lich noch weniger gegen die Kelchaxe geneigt gewesen, als die 
der mittelgrossen Stücke. Das zweite Radialglied ist mit dem 
dritten noch nicht fest verwachsen und häufig durch Verdrückung 
von demselben getrennt; von einer interradialen Lücke über den 
Ecken des Beckens ist nirgends auch nur eine Spur zu sehen. 
Die Basalglieder sind bis zu 1,7 mm hoch und bis zu 1,5 mm breit. 

Bei dem kleinsten Kelch, welcher mir von Gogolin vorliegt, 
haben die obersten Stengelglieder nur eine Dicke von 0,8 mm, und 
das Becken hat bei 2,2 mm Hôhe einen Durchmesser von ca. 2,6 mm 
gehabt; die Basis hat oben einen Durchmesser von ca. 1,6 mm und 
unten von 1,1 mm. Die Basalglieder sind nicht ganz gleich hoch, 
aber durchschnittlich 1,2 mm, und fast um die Hälfte hüher, als 
breit. 

Das Verhältni8f der Hôhe zum Durchmesser des Beckens ist 
also bei den erwähnten 4 Alters-Stufen: 1) 1:2,57; 2) 1 : 1,83; 
3) 1:1,64; 4) 1:1,17; es ergiebt sich hieraus, daf die Basis in 
der Jugend verhältnifmäBig am schlanksten ist und im Alter weit 
gedrungener wird, hauptsächlich, weil die ersten Radialglieder sich 
mehr nach aussen neigen. Bei grôsseren Stücken erst, deren Platten 
beiläufig 1 mm Dicke haben, bildet sich eine interradiale Lücke 
über den Ecken des Beckens aus, und die Beckenplatten 
JA verwachsen fest unter einander, ebenso das zweite Radial- 
KF\ glied mit dem dritten. 

Der hierneben vergrôBert abgebildete, etwas vedrückte 
Kelch, dessen Becken etwas über 2,6 mm Durchmesser ge- 

j  habt hat, zeigt jedoch nur eine einzige, verhältniBmäfig 
Fig. 2. breite Lücke in einer Interradialzone unmittelbar auf dem 
Becken. Aehnliches hat ja auch Wachsmuth beobachtet, wie 


über d. Entwicklg. v. Dadocrinus gracilis v. B. u. Gelocrinus Wagneri Ben. etc. 287 


ich schon früher erwähnt habe (Crinoïden des Muschelkalks S. 9); 
ich müchte solche Ausnahmen von der Regel, daf in allen Inter- 
radialzonen Lücken mit kleinen Täfelchen auftreten künnen, aber 
eher für eine Unregelmäfigkeit halten, als annehmen, daB es sich 
hierbei um eine Analzone handelt. 


An einem Exemplare, dessen Becken 6,5 mm Durchmesser hat, 
und bei welchem die interradialen Lücken je etwa 1 mm breit sind, 
haben die zum Theïil vollständig erhaltenen Arme eine Länge von 
55 mm. Aufer den, wie schon früher und auch vorstehend erwähnt, 
an verschiedenen Kelchen zwischen den zweiten und dritten Ra- 
dialgliedern sichtbaren Bauchdeckentäfelchen habe ich solche noch 
an zwei mittelgrofen Exemplaren frei legen künnen, welche in 
der Richtung von oben nach unten verdrückt sind, so daf die 
Bauchdecke zwar auch stark verdrückt ist, aber doch nur theil- 
weise von Theïlen der Arme und Pinnulae, die sich nicht entfer- 
nen lassen, verdeckt wird. 


Die Bauchdecke ist hiernach ganz verkalkt, aber doch bieg- 
sam gewesen und besteht nur aus unregelmäfigen Täfelchen, 
welche in der Mitte bis zu 1 mm Durchmesser erreichen und, min- 
destens theilweise, schuppenfürmig über einander liegen, am 
Rande aber oft nur 0,2 mm bis 0,3 mm breit sind. 

Bei dem nebenstehend in dop- 
pelter Grüke abgebildeten Exem- 
plar liegt nun die plattwedrückte 
), Bauchdecke, deren unterster Theïl 
5) in den interradialen Lücken auf 
7 beiden Seiten eines freien zwei- 
ten und dritten Radialgliedes resp. der untersten Armglieder von 
aufien oder unten sichtbar ist, von innen ziemlich frei und endigt 
in der Hôhe des zweiten Armgliedes mit einer stumpfen Spitze 
von 100 Grad, in welcher sich eine kleine Oeffnung befindet. Von 
dieser Oeffnung laufen die Tafeln, in schrägen Reïhen angeordnet, 
nach unten, indem sie ziemlich schnell an Breite zunehmen und 
so in die groBen, mehr centralen Tafeln übergehen. Die Oeffnung 
scheint nicht central gelegen zu haben und ist daher wohl als 
Anal-Oeffnung anzusehen. Von einer Mundôffnung und von Am- 
bulakral-Furchen habe ich keine Spur beobachten künnen. 


Wenn übrigens die Oeffnung jetzt auf einem Arm, also radial 
liegt, so ist dies wohl durch die augenscheinlich etwas ungleich- 
seitige Verdrückung zu erklären. Es sei hier nur erwäbnt, daf 
Jaekel und Bather angeben, da8 durch Contraction des Perisom’s 
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jede Spur der Ambulakralfurchen auf demselben bei recenten Cri- 
noïden und somit auch bei fossilen verschwinden kann. 

Die äuBeren Bauchdecken-Täfelchen sind anscheinend nicht 
mit den Radialgliedern verwachsen gewesen, sondern schoben sich 
bei jüngeren Exemplaren, bei welchen interradiale Lücken noch 
nicht ausgebildet waren, unter die scharf vorspringenden Seiten- 
kanten der zweiten und dritten Radialglieder, sobald die benach- 
barten Radialia sich dicht neben einander legten. Bei kleinen 
Kelchen habe ich übrigens Spuren einer kalkigen Bauchdecke über- 
haupt nicht beobachtet, und es muf zweifelhaft bleiben, in wie 
frühem Alter die Verkalkung derselben eintrat. An dem von 
Gürich a. a. O. beschriebenen Exemplare ist, wie er mir mittheilt, 
die Bauchdecke leider beim Präpariren verletzt, so daf ich es 
nicht vergleichen konnte. 

Die Vorkommnisse von Chorzow und, nach Kunisch’ Abbil- 
dung zu urtheilen (Zeitschr. d. deutsch. geol. Ges. 1883 Taf. VIII 
Fig. 1), auch die von Krappitz in Oberschlesien zeichnen sich in 
etwas dadurch aus, daf der Stengel nahe dem Kelch wesentlich 
an Dicke zunimmt, und letzterer verhältnifimäfig wenig, so da8 er 
wenig scharf abgesetzt erscheint. Bei dem grüfiten mir vorlie- 
genden Exemplare von Chorzow, welches hier in doppelter Grôfe 
abgebildet ist, hat der Stengel oben 1,7 mm Durchmesser, die 
Basis oben 2 mm und das ganze, fest verwachsene Becken 2,8 mm 
bei einer Hôhe von 2,5 mm. . ersten Radialia sind is kaum 


18 DE 
Die Insertion der Pinnulae ist ganz, wie bei den Exem- 
> plaren von Gogolin, doch ist das Exemplar, welches in der 
Gestatt der Abbildung H. v. Meyer'’s (Palaeontographica FTaf. 
XXXII Fig. 5,6) gleicht, monstrôs gebaut, indem nur in einem 
Radius das dritte Radialglied ein Axillare ist und die Arme trägt; 
in den übrigen Radien beginnen die Arme über dem ersten Ra- 
diale, beziehungsweise dem Becken, und tragen auf ihrem zweiten 
Gliede die unterste Pinnula. 

Vom Monte Rovigliano bei Recoaro habe ich jetzt 5 
Exemplare, an welchen allerdings meist nur das Becken besser 
erbalten ist, die zweiten und dritten Radialglieder und besonders 
auch die Arme verdrückt und beschädigt sind. Die zweiten Ra- 
dialglieder erscheinen meist eingezogen oder nach innen geneigt, 
aber wohl nur in Folge von Verdrückung. Von einer interradia- 
len Lücke über den Ecken des Beckens ist nichts zu sehen. Fast 
an allen ist der oberste Theil des 5seitigen Stengels erhalten, 
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welcher auf der Mitte der Seiten meist deutlich eine Längsfurche 
erkennen läfit und bei den grüBeren Stücken ca. 1 mm dick ist. 
Die Basalglieder sind theïils ebenso hoch, wie die ersten Radialia, 
theils ein wenig hôüher, bei einem Exemplare aber sogar ziemlich 
um die Hälfte hôüher, und haben die Gestalt von symmetrischen 
Fünfecken. Die Becken-Tafeln sind bei allen Exemplaren, aufer 
dem kleinsten, fest mit einander verwachsen. Die Dimensionen 
des Beckens sind bei 3 Stücken: 
Durchmesser ca. 2 mm 2,8 mm 3 mm 
Hôhe 2 mm 2mm 2,5 mm. 

Das erste ist etwas verdrückt, aber jedenfalls sehr schlank; bei 
dem zweïiten sind die ersten Radialglieder mit ca. 30 Grad gegen 
die Kelch-Axe geneigt, bei dem dritten nur mit ca. 20 Grad, merk- 
lich weniger, als die Basalglieder, und sind bei diesem zugleich in 
der Richtung von unten nach oben etwas eingesenkt, so daf die 
Grestalt des Beckens umgekehrt glockenfôrmig ist. Auch diese 
Kelche nehmen also im Alter besonders an Durchmesser zu Da 
eine Anzahl von Stengel -Bruchstücken von demselben Fundorte 
bis zu 2,5 mm Durchmesser besitzen, erreicht unsere Art dort 
sicher eine noch weit bedeutendere Grüfie, fast dieselbe, wie die 
Vorkommnisse von Gogolin. Von diesen müchte ich die von Re- 
coaro aber nicht trennen. 

Da nun unsere Art von den übrigen Encrinus-Arten des 
Muschelkalks, soweit sie genügend bekannt sind, namentlich von 
E. liliiformis und E. Schlotheimi, E. Brahli und E. 
Carnalli, nicht unerheblich abweïcht durch Ausbildung der in- 
terradialen Lücke und der verkalkten Bauchdecke, sowie die In- 
sertion der untersten Pinnulae und den Bau der Arme, so halte 
ich es nach wie vor für richtiger, die Gattung oder Untergattung 
Dadocrinus für D. gracilis v. B. sp. beizubehalten, wie dies übri- 
gens auch Jaekel gethan hat. 

Während nun Wachsmuth und Springer (Revision of 
the Palaeocrinoidea III $S. 192, 230, 257—59) die Encrinidae zu 
den Palaeocrinidae stellten und mit den Gattungen Erisocrinus 
und Stemmatocrinus zunächst verglichen, hatte Carpenter alle 
diese zu den ,Neocrinidae“ gerechnet ; andere Autoren, wie Zit- 
tel noch in seinen soeben erchienenen Grundzügen der Paläon- 
tologie (S. 139) stellten die Encrinidae an die Spitze der Articulata 
(Neocrinoidea Carp.) und trennten sie weiter von den ,Fistulata“, 
zu welchen Eriscorinus und Stemmatocrinus gerechnet werden. 
Daf hier Holocrinus als Synonym zu Dadocrinus und mit zu den 
Encrinidae gezogen wird, kann ich nach dem Folgenden nicht für 
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richtig halten, ebenso wie mir diese ganze Eintheïlung unhaltbar 
erscheint. Durch die Entwicklung der untersten interradialen 
Perisom-Tafeln, welche im Alter, von aufen sichtbar, auf den Ecken 
des Beckens sitzen, schlieBt sich Dadocrinus jedenfalls noch näher 
an die älteren Articulata oder Articulosa an, als die Gattung En- 
erinus selbst. à 

Unmittelbar vor der Drucklegung dieses Aufsatzes erhielt ich 
von Herrn O0. Jaekel einige Mittheilungen, welche er in den 
Sitzungsberichten der (Gesellschaft naturforschender Freunde in 
Berlin verôüffentlicht hat, von welchen besonders eine ,Ueber En- 
crinus Carnalli Beyr“ (Jahrg. 1894 No. 6 $. 155) hier von grofiem 
Interesse ist, indem dort die verkalkte Bauchdecke und die Anal- 
Oeffnung dieser Art beschrieben und abgebildet werden. Erstere 
ist in ,ungefähr 8 fingerfürmigen Falten zusammengelegt, welche 
die After-Oeffnung umschliefen“ und ohne scharfe Grenze in die 
Kelchdecke fortsetzen, soda sie jedenfalls aus einzelnen Täfelchen 
bestanden, obwohl sie als ,einheitliche Skeletstücke“ erscheinen. 
Es entspricht dies jedenfalls den schrägen Tafelreihen, welche 
wir oben bei Dadocrinus gracilis kennen gelernt haben. 


Gattung Holocrinus Wachsmuth und Springer (Revi- 
sion of the Palaeocrinoïidea IT 2 p. 215). 
Holocrinus Wagneri Benecke sp. 


Durch O0. Jaekel wurde, wie im Eingange erwähnt, festge- 
stellt, daf Encrinus Wagneri Wachsm. Spr. (= E. gracilis Wag- 
ner non v. Buch.) zu der Gattung Holocrinus gehôrt, ohne daf 
ihm anscheinend Exemplare dieser Art vorlagen. 

Die Untersuchung der von Wagner gesammelten und I. c. 
so sorgfältis beschriebenen Stücke ergab auch mir, daf dieselben in 
ihren Verhältnissen nicht unerheblich schwanken; der Durchmesser 
des Beckens beträgt meist etwas weniger, als seine Hôhe ohne die 
Infrabasalia, doch haben zwei grofe Exemplare 3,8 mm resp. 3,6 mm 
Dicke bei 5 mm resp. nur 3,3mm Hôhe, ebenfalls ohne die Infra- 
basalia, und ein drittes ist 3,3 mm dick und 4,2 mm hoch und ist 
fast walzenfôrmig, oben und unten verhältnifimäfig wenig verjüngt. 
Freilich sind diese Differenzen vielleicht zum Theïl auf den Um- 
stand zurückzuführen, daf die Oberfläche aller oder doch fast aller 
Exemplare anscheinend etwas angeätzt -ist, soda$ die ursprüngliche 
Gestalt nicht immer ganz genau erhalten ist. Besonders stark 
ist die Anätzung bei der kleinen, von Wagner Tafel IT Fig. 1 
abgebildeten Krone. Die Anätzung dürfte aber mit dem Auftreten 
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von Gyps in dem Grestein in Zusammenhang zu bringen sein, wel- 
cher in dichtem oder auch pulverigem Zustande inmitten des recht 
festen Kaïlkes liest und wobhl allein das Freilegen der Oberfläche 
der Crinoiden-Theile ermüglicht hat; sei es nun, daf Gyps-haltiges 
Wasser eindrang, Kalk auflüste und dafür Gyps absetzte, sei es daB 
Schwefelsäure-haltiges Wasser den Kalk erst in G-yps umwandelte. 
Auf eine weitgehende Zersetzung und Umwandlung des Gesteins 
deutet auch das Auftreten kleiner, eingesprengter Knoten eines 
wasserhellen bis bläulichen Minerals hin, welches seiner Spaltbar- 
keit nach wohl Coelestin sein dürfte und auch von Wagner schon 
als solcher bezeichnet wurde. 

Die Basalia sind an den meisten Kelchen etwa um die Hälfte 
hôher, als die ersten Radialia, mitunter aber auch ziemlich noch 
einmal so hoch. Aufer der von Wagner erwähnten Abnormität, 
in Folge deren in einem Radius ein überschüssiges Radiale (Bra- 
chiale) auftritt, hat ein anderes Exemplar in einem Radius ein 
Radiale zu wenig, so daf über dem ersten Radialglied direkt das 
Axillare folgt. 

Der schon von Wagner genau beschriebene und abgebildete 
Kelch mit ,regenerirten Armen“ hat 3 mm Durchmesser und knapp 
3 mm Hühe des Becken’s und ist oben weniger stark verjüngt (auf 
2,4 mm), unten etwas stärker, als auf den Abbildungen angegeben. 
Der obere Rand der ersten Radialia ist aufen keineswegs scharf, 
sondern etwas abgerundet und senkt sich stets etwas nach den 
Nähten zu, während die Fläche, welche die zweiten ,entfernt 
stehenden“ Radialia trägt, etwas eingesenkt ist. (Gerade hier- 
durch wird die Analogie mit paläozoischen Crinoïden wie Platy- 
crinus etc. etwas grüBer. Die zweïiten und dritten Radialia sind 
zusammen gegen 0,5 mm lang. Die Arme selbst sind gegen 2 mm 
lang, sind aber oben eingerollt und erscheinen dadurch kürzer, 
wie ja auch Wagner nur 1,5 mm Länge der Arme angab. Um 
diese kleinen, zuerst erwähnten Differenzen anschaulich zu 
machen, lasse ich das Exemplar vergrôBert hier nochmals 
abbilden. Herr Wagner hat dasselbe nebst einigen an- 
deren, worunter auch die mit erhaltener Bauchdecke, 
freundlichst dem Güttinger Museum überlassen. 

Fig. 5. Um nun die Bauchdecke des vollständigen, von Wagner 
beschriebenen und abgebildeten Kelches unter einer ganz scharfen 
Loupe bei genügender Beleuchtung untersuchen zu künnen, habe 
ich einen Theil des umgebenden Gesteins entfernt und finde nun 
in der tiefen Einsenkung, welche zwischen den beiden abgebroche- 
nen Armen und der hohen Auftreibung der Bauchdecke, des Ven- 
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tral-Sackes, liegt (vergl. Zeïtschr. der deutsch. geol. Gres. 1887 
S. 828 Fig. 1 und 1891 Taf. XLIX Fig. 2a), nahe an dieser eine 
Oeffnung von ca. 0,5 mm Länge und 0,2mm Breite; von dieser 
Oeffnung laufen enge Furchen aus, welche durch erhabene, kleine 
Täfelchen begrenzt werden und.wohl als Ambulakralfurchen zu 
deuten sind, ebenso wie die Oeffnung als Mundôffnung. Mit ge- 
nügender Sicherheit sind allerdings nur 2 Furchen zu erkennen, 
von welchen die eine nach dem Radius verläuft, zu welchem der 
linke abgebrochene Arm auf Wagner’s Abbildung gehôrt, wäh- 
rend die andere längs der Auftreibung sich nach dem nach links 
folgenden Radius hinzieht und sich dann in 2 Aeste für die bei- 
den Arme zu spalten scheint. Von den übrigen Ambulakralfur- 
chen, welche doch vorhanden sein müfiten, ist nichts zu sehen, 
theils weil Reste von Pinnulen oder ein wenig Gestein sie ver- 
decken mügen, theils auch, weil sie in Folge der Verdrückung der 
Bauchdecke unkenntlich geworden sein môgen. Ich kann nicht 
wohl annehmen, daB die sichtbaren, nach der Basis zweier Radien 
verlaufenden Furchen nur durch zufällige Verletzungen oder der- 
gleichen entstanden sein môüchten. Die Mundôffnung liegt jeden- 
falls auffallend stark excentrisch, zumal bei einem sonst ganz re- 
gulär gebauten Kelch. 

Auf der der Mundôffnung gegenüber liegenden Seite der Auf- 
treibung und von dieser fast ganz verdeckt liegt eine zweite 
Oeffnung, welche vielleicht als Afterôffnung anzusehen ist. 

Das zweite, von Wagner besprochene und abgebildete Exem- 
plar (Zeitschr. d. deutsch. geol. Ges. 1891 $. 881 Taf. XLIX Fig. 1) 
zeigt ebenfalls eine Oeffnung, die ich als Anal-Oeffnung ansehen 
môüchte, etwa 0,5 mm links (auf seiner Abbildung) von der ,rechts 
auf der Kelchdecke aufliegenden, grôBeren, runden Platte, welche 
nicht zu jener gehürt*. Diese Oeffnung bildet annähernd ein recht- 
winkliges, gleichschenkliges Dreieck von 0,2 mm Grôke, mit abge- 
rundeten Ecken, und liegt in einer gleichmäfigen, auf Wagner’s 
Abbildung dunkel gezeichneten Eïinsenkung. Auch diese Oeffnung 
ist schwerlich durch eine Verletzung entstanden. 

Während nun Dadocrinus gracilis noch näher mit älteren For- 
men, wie Erisocrinus verwandt zu sein schien, als die Gattung 
Encrinus, môchte ich im Gegentheil Holocrinus mit jüngeren For- 
men vergleichen, wie solche unter den Apiocriniden auftre- 
ten. Bei diesen ist das Becken ganz gewüôhnlich Ei-fôrmig bis 
Tonnen-fôrmig, oben verjüngt und besteht aus sehr dicken Glie- 
dern, so da8 es nur eine ganz enge Aushôhlung besitzt, wenn 
auch Apiocrinus selbst und die meisten anderen zu den Apiocri- 
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niden gerechneten Gattungen sich dadurch von Holocrinus unter- 
scheiden, daf Infrabasalia fehlen, und daB die obersten Stengel- 
glieder wesentlich nach oben an Durchmesser zunehmen und in 
diesem dem eigentlichen Becken mehr oder weniger vollständig 
gleich sind. In dem letzteren Punkte schliefen sich aber Milleri- 
crinus-Arten wie M. Goldfussi d'Orb. ganz an Holocrinus an, in 
gewissem Grade auch Apiocrinus Murchisonae d’Orb., und was den 
ersteren Punkt betrifft, so hat einerseits d’Orbigny (Hist. nat. des 
Crinoïdes vivants et fossiles Taf. VI) auch bei Apiocrinus Murchiso- 
nae kleine Infrabasalia abgebildet, und andrerseits haben Wachs- 
muth und Springer mit Recht hervorgehoben, daf sehr nahe 
verwandte Grattungen sich oft nur dadurch unterscheiden, daB die 
eine Infrabasalia besitzt, die andere nicht. 

Endlich müchte ich nicht unerwähnt lassen, daB auch das 
Perisom von Apiocrinus Roiïissyanus d’Orb., welches de Loriol 
(Ann. Soc. d’hist. nat. de la Rochelle 1887 vol. XXIIT $. 11 Taf. IIT 
Fig. 1) beschrieb und abbildete, und welches ja auch Wagner 
schon zum Vergleich heranzog, ebenfalls einen hohen Ventral- 
Sack zu besitzen scheint. 


Ueber Gesetzmäfigkeiten in den Spectren fester 
Kôrper und über eine neue Bestimmung der 
Sonnentemperatur. 


Von 


F. Paschen. 
Mit 2 Tafeln. 


Vorgelegt von Eduard Riecke in der Sitzung vom 6. Juli 1895. 


Die KenntniB der Emissionsfunction in dem Kirchhoffschen 
Gesetze über die Beziehung zwischen der Emission und Absorp- 
tion ist seit lange das Ziel mancher experimentellen und mancher 
theoretischen Arbeit gewesen. Aber es ist nicht gelungen, diese 
Function näher zu bestimmen. Es handelt sich um die Frage, wie 
die Intensität eines ,absolut schwarzen Kôrpers“ von ihren zwei 
Variabelen, der Temperatur und der Wellenlänge abhängt, wenn 
die Voraussetzungen des Kirchhoff’schen Satzes zutreffen, d.h. 
wenn Strahlungen vorliegen, welche allein durch die Wärme- 
bewegung der kleinsten Theiïle eines Kôrpers verursacht sind. 
Die Kenntni8 dieser Function würde nicht nur von Wichtigkeit 
sein für die sogenannten regulären Emissionsvorgänge, sondern sie 
würde es auch ermôüglichen, diejenigen Leuchtvorgänge näher zu 
präcisiren und besser zu verstehen, welche nicht allein oder über- 
haupt nicht durch die Temperatur des Kôrpers verursacht werden, 
also die gesammten EÆErscheinungen der Luminiscenz, auf deren 
grofe Verbreitung Herr E. Wiedemann in verschiedenen Ab- 
handlungen die Aufmerksamkeit gelenkt hat. 

Fast Alles, was wir über die Emissionsfunction wissen, ver- 
danken wir den Arbeïten Drapers und besonders Langley's. 
Die Spectra des Kupferoxydes resp. Rufñes, welche Langley mit 
seinem Bolometer durchmessen hat, sind specielle Fälle der frag- 
lichen Funktion, die nur geeignet berechnet zu werden brauchen, 
um uns manche Eigenschaften dieser Funktion zu zeigen. Diese 
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Spectren sind denn auch von verschiedener Seite in dieser Richtung 
diskutirt worden. Herr M. W. Michelson!‘) hat unter gewissen 
Voraussetzungen über die Art der Molekularschwingungen eine 
Spectralgleichung aufgestellt, welche sich Langle y's Beobachtungen 
anzuschliefen scheint. Ihm sind gefolgt H. F. Weber”) mit einer 
rein empirischen Formel, R. v. Küveslighety*) mit einer Theo- 
rie, und manche Andere mit ähnlichen Erwägungen. Die Endre- 
sultate dieser Forscher weichen nicht unerheblich von einander ab, 
trotzdem sie alle mit Langley’'s Beobachtungen übereinstim- 
men sollen. Eine experimentell leichter zugängliche Frage ist z.B. 
die nach dem Zusammenhang zwischen der Wellenlänge des Maxi- 
mums der Langley'schen Energiecurven und der Temperatur. 
Michelson findet, daB diese Wellenlänge umgekehrt propor- 
tional mit der Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur sich 
verändere. Weber und Küveslighety behaupten die umge- 
kehrte Proportionalität mit der absoluten Temperatur selber. In 
neuester Zeit stellt Herr H. Rubens‘) wieder das Michelson-- 
sche CGresetz auf. 

Ein solches Gresetz, welches nur eine Eigenschaft der Emis- 
sionsfunction vorstellt, wäre schon in mehrfacher Beziehung von 
Werth. Es würde Handhaben bieten zu einer mechanischen Vor- 
stellung von der Art des Schwingens derjenigen Kürpertheïlchen, 
welche die Lichthewegung verursachen. Es würde weiter zu einer 
neuen Definition der Temperaturscala führen kônnen. Eine prac- 
tische Anwendung einer solchen Beziehung wäre ferner die Er- 
mittelung der Sonnentemperatur, da Langley uns die Wellenlänge 
der maximalen Sonnenenergie kennen gelehrt hat. Die letzte An- 
wendung haben denn auch einige der genannten Forscher von 
ihrer errechneten Formel gemacht. So gelangt Michelson 
zu einer Sonnentemperatur, und in genau derselben Weise Herr 
H. Ebert*) auf Grund der Rubens’ schen Tabelle. 

Fast alle genannten Forscher, welche Langley’s Beobach- 
tungen verwerthen wollten, erklären das bisher vorliegende Beob- 
achtungsmaterial für nicht genügend. Wenn man dem auch aus 
mehreren Gründen zustimmen mu, so ist doch zu sagen, daf die 


1) M. W. Michelson, Journ. de Phys. IL 6. 1887 p. 467. 
.- 2) H. F. Weber, Berl. Sitzungsber. 1888 II p. 938. 
8) R. v. Kôüveslighety, Grundzüge einer theor. Spectralanalyse. Halle 1890, 
4) H. Rubens, Wied. Ann. 53 1894 p. 284. 
*. 5) H. Ebert, The Astrophys. Journ. June 1895. p. 55. Die ältere Arbeit 
von Michelson scheint Ebert, wie Rubens entgangen zu sein. 
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rechnerische Verwerthung der Beobachtungen Langley's zweck-. 
mäfiger vorgenommen werden kann, als es von den (renannten 
geschehen ist. Es sind vor Allem die prismatischen Energie- 
curven Langley’s weder von Michelson, noch von Kôves- 
lighety, noch von Rubens in normale Energiecurven umge-; 
rechnet. Es ist nämlich nicht allein nôthig, die den Prismen- 
einstellungen entsprechenden Wellenlängen einzuführen, sondern 
es muf auch die Ordinate (der Strahlungsausschlag) so reducirt. 
werden, dafi in jedem Spectralbezirke das gleiche Wellenlängen- 
intervall auf den Bolometerstreifen fällt. Diese Umrechnung de- 
placirt in Folge der eigenthümlichen Dispersion des Prisma das 
Maximum der Energiecurve für die in Betracht kommenden längeren 
Wellen bedeutend nach langen Wellen. Nach dieser Umrechnung 
der Langley’schen Curven, welche ja von Langley selbst theil- 
weise ausgeführt ist, und welche nach der von Langley be- 
stimmten Dispersion des Steinsalzes mit einiger Annäherung für 
das Gebiet bis b,3w schon lange müglich war, würde z. B. die 
Beziehung mx >< Vabs. Temp. — const. von Michelson nicht 
angenähert mehr gültig sein. Noch andere Vernachlässigungen, 
welche aber minder verhängniBvoll sind, finden sich in den Be- 
rechnungen der genannten Herren. 

Indem ich glaube, dal es vor Allem wichtig sei, ausfürlichere 
und genauere Messungen über die Spectra der festen Kürper an- 
zustellen, um eine sichere experimentelle Basis für theoretische 
Betrachtungen zu gewinnen, bin ich seit über zwei Jahren mit 
einer solchen Untersuchung beschäftigt. 

Zunächst kommt es wohl darauf an, einen Kôürper zu finden, 
der môglichst wenig, oder môglichst gleichmäfig das Laicht aller 
Wellenlängen reflectirt und dem ,absolut schwarzen Kürper“ im 
Sinne des Kirchhoff schen Gresetzes müglichst nahe kommt, da 
für einen solchen die (resetzmäfigkeiten keine Complication erlei- 
den. Da hierüber bisher so gut, wie nichts bekannt war, habe ich 
verschiedene Kôrperflächen untersucht: ähnlich, wie W. Jacques!) 
vor 16 Jahren, aber mit bedeutend besseren Hülfsmitteln zur Tem- 
peraturbestimmung und zur Erforschung des Spectrum. Meine 
diesbezüglichen Mittel, das geaichte Thermoelement von Le Cha- 
telier, bestehend aus Platin und Platin- Rhodium, das Spectro- 
bolometer Langley’s, welches von mir efheblich verfeinert ist, 


1) W. Jacques, Vertheilung der Wärme in den Spectren verschiedener 
Wärmequellen. Dissertation, John Hopkins Univ. Baltimore 1879. 
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dürften die vorzüglichsten Apparate sein, welche man heute für 
eine solche Untersuchung anwenden kann. 

Die ausführliche Mittheilung meiner Untersuchungen wird sich 
noch läinger hinziehen müssen, da die Berechnung der Hunderte 
von Curven ausserordentlich zeitraubend ist. Ich müchte aber an 
dieser Stelle ein Resultat verüffentlichen, welches ich vor beinahe 
Jahresfrist fand, und welches mir nun soweit sicher zu stehen 
scheint, daB es bekannt werden darf. Es bezieht sich auf die im 
Eingang erwähnten Gresetze von Michelson ete. Ich glaube, aus 
meinen Curven das richtige Gesetz gefunden zu haben. 

Bezüglich der Apparate, der Versuchsanordnung ete. muf ich 
auf meine in Wied. Ann. verüttentlichten Aufsätze über bolome- 
trische Messungen verweisen. Man findet dort die wesentlichsten 
Apparate, das Thermoelement nebst seiner Aichung, das Spectro- 
bolometer nebst dem (Gralvanometer beschrieben, welche für die 
vorliegende Arbeit benutzt sind. Diese früheren Arbeiten, beson- 
ders diejenige über die Absorption der Gase und über die Disper- 
sion des FluBspathprismas kônnen auch in anderer Beziehung als 
nothwendige Vorarbeiten für die vorliegende betrachtet werden. 

Die untersuchten Kürperoberflächen, blankes Platin, in Benzin 
präparirte und daher weifñilich glänzende Kohle einer Glühlampe 
(mit einem Flufspathfenster), schwarzes Kupferoxyd, Eisenoxyd 
und beruftes Platin geben bei gleicher Temperatur sehr verschie- 
dene Spectren. Bei jedem Kürper aber wandert mit steigender 
Temperatur die Wellenlänge des Maximum der Energie nach Kklei- 
neren Zahlen, wie Langley bereits für beruftes oder oxydirtes 
Kupfer gefunden hat. Bei verschiedenen Kürpern findet diese 
Wanderung in verschiedener Weise Statt, wofür ebenfalls von 
Herrn W. H. Julius!) bereits Andeutungen gefunden zu sein 
scheinen. Ueberall die hüchste Energie bei gleicher Temperatur 
hat das Spectrum des beruften Platins. Dies ist bis zu einer 
Temperatur von 450° C. untersucht. Es folgt das Eisenoxyd, 
welches im Ultraroth ein wenig niedrigere Ordinaten ergiebt, und 
zwar um so kleinere, je länger die Wellenlänge ist. Es ist bis 
ca. 1100 ° C. untersucht. Dann kommt das bis 900! C. unter- 
suchte Kupferoxyd, schliefilich die Kohle der Glühlampe und zu- 
letzt das blanke Platin, welches bis 1500 ° C. untersucht ist, und 
im Ultraroth bei Weitem die kleinsten Ordinaten liefert. Es 


1) W. H. Julius, Licht- und Wärmestrahlung verbrannter Gase.  Preis- 
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strahlt bei gleicher Temperatur etwa 10mal weniger Intensität 
von der Wellenlänge ca. 5 w aus, als das Eisenoxyd. 

Diese Verschiedenheiten werden wahrscheïnlich bedingt sein 
durch eine verschiedene selective Reflexionsfähigkeit der Stoife. 
Es würden sich dann Kupferoxyd, Eisenoxyd und besonders be- 
ruBtes Platin am meisten dem reflexionsfreien ,absolut schwarzen 
Kôürper“ nähern. 

Für Eisenoxyd nun habe ich eine Reiïhe von Curven umge- 
rechnet in normale Energiecurven: in ähnlicher Weïise, wie es von 
Langley ausführlich angegeben ist. Ferner sind noch einige 
weitere Correctionen für die verschiedene Neigung des Prisma 
gegen den ein- und austretenden Strahl in den verschiedenen Spec- 
tralregionen und die daraus entspringende Veränderung der durch 
Reflexion verlorenen Strahlung nach Fresnel’s Gesetzen, sowie für 
die selective Reflexion zweïer von mir zur Abbildung des Spec- 
trum benutzter silberner Concavspiegel nach den Beobachtungen 
von Langley und Rubens angebracht. Diese beiden Correc- 
tionen ändern das Hauptresultat sehr wenig. Dagegend sind an 
wesentlichen Correctionen noch hervorzuheben die Ausfüllung der 
Lücken in den Energiecurven, welche herrühren von den Absorp- 
tionsbändern der Kohlensäure und des Wasserdampfes der Zim- 
merluft, und welche sehr gefährlich werden, wenn das Maximum 
der Curve einem solchen Streïifen nahe kommt. Ich habe theils 
durch Zeïchnung, theïls nach einem zu diesem Zwecke ausgebil- 
deten Verfahren, welches objectiver ist, als die freihändige Zeich- 
nung, diese Ergänzung der Maxima vorgenommen. Schliefilich 
habe ich eine Gesetzmäfigkeit an den Curven gefunden, welche 
die Ausfüllung selbst in dem Falle unnôthig macht, daB das Mini- 
mum sogar auf das Maximum der Energiecurve füllt. Sie wird 
unten erwähnt werden. Jenseits 6uw ist die Ergänzung der Ener- 
giecurven wegen der dortigen sehr breiten Absorptionen des Was- 
serdampfes nicht mehr mit der erforderlichen Genauigkeit môglich. 
Ich konnte daher die bei grôBeren Wellenlängen, als 5w gelegenen 
Maxima der normalen Curven nicht mehr bestimmen, obwohl die 
Energiecurven des Prisma bis herunter zu 70° C. aufgenommen 
sind. In Langley’s Curven fehlen bekanntlich noch die meisten 
und verhängnifivollsten dieser Absorptionen: Ein Umstand, der 
mich vor der Berechnung von Langley’s Curven zurückschrecken 
lief und sehr für die Nothwendigkeit neuer Beobachtungen spricht. 
— SchlieBlich kommt bei 7uw noch die Absorption meines Fluf- 
spathprisma hinzu, sodaB auch aus diesem Grunde die Berechnung 
sogar des ungefähren Verlaufes in diesem Gebiete sehr unsicher, 
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wenn nicht unmôüglich wird. Der interessanteste Theil der Curven 
verläuft glücklicherweise diesseit 5 w. 

Nach diesen Correctionen ergaben sich Curven, welche man- 
cherlei Gesetzmäfigkeiten zeigten. Die wichtigsten unter ihnen 
sind die folgenden : 

1) In der Nähe des Maximum der Energie der nor- 
malen Curven gilt die Beziehung: 

AA, x 
À, und 4, bedeuten zwei Wellenlängen gleicher Intensität rechts 
und links vom Maximum, 4% die Wellenlänge des Maximum. Diese 
Beziehung, welche nur in der Nähe des Maximum innerhalb mei- 
ner Genauigkeitsgrenzen gültig ist, ist besonders wertvoll zur ge- 
nauen Bestimmung von Am durch 4, und 4. Sie machte ferner 
die oben erwähnte Ausfüllung der Absorptionslücken in den Cur- 
ven gerade für den schlimmsten Fall unnôthig, daf das Curven- 
Maximum in die Nähe oder auf den Ort selbst der maximalen 
Absorption fiel. Zum Beweise dieser Bezichung mügen einige Be- 
stimmungen von Amax dienen, wie sie auf Grund dieser Relation 
vorgenommen worden sind. Man suchte in verschicdener Entfer- 
nung vom Maximum immer 2 Punkte 4, und 4, auf und bildete aus 


jedem Paare den Ausdruck V4,-4,. Z.B.: 
Fempe— 29650, Temp. = 41° C. 
Temp. des Schirm.: 16,2° C. Temp. d. Schirm.: 15,2° C. 
2 AANPANL EL 1, 12 A 
4,280 4,800 4,532 3,908 3,785 3,644 
4,000 5,080 4,508 RE 3,882 13,938 13,600 | Lx 
3,895 5,185 4,49 4503 3,290 4058 3,654 [3,652 
8,543 5,640 4471 8,220 4163 3,662 
8,175 6,410 4,512 3,162 4,258 3,669 
2,590 8,060 4,569 3,035 4605 3,697 
2,295 8,950 4,32 2,972 4658 3,722 
2,913 4,800 8,739 
2,868 4,935 8,763 
Temp. — 888 ° C. Temp. — 937° C, 
Temp. d. Schirm.: 15,6° C. Temp. d. Schirm.: 15,2 ° C 
À, 2, V4,-2, À À, Va À, 
2193 2,375 2,282 2,155 2,255 2,205 
2160 2,420 2,287 2,110 2,280 2,194 
2090 2505 2,288 LAmx 2,085 2,301 2,191 (Amar = 
2037 2570 2988 [2287 2045 2,353 2,194 |2,195 
1,992 2,630 2,290 1,945 2,458 2,189 
1,812 2,977 2,323 
Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1895. Hoft 3. 
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2) Die Wellenlänge Amar ist mit gro$er Annäherung 
umgekehrt proportional der absoluten Temperatur 
gefunden. Diese Beziehung will ich durch die folgende kleïne 
Tabelle beweisen. Die erste Spalte führt die Temperatur 7 der 
Curve in Celsiusgraden, die zweite in Graden der absoluten Tem- 
peratur, die dritte Amx, die vierte das Product von Am in die 
absolute Temperatur. 

T9C. Tabs. Temp. Amixt Amax >< T abs. 


228 b01 5,03 2520 
262 b3d 4,83 2584 
295 568 4503 2558 
299 b72 4,46 2551 
310 b83 4,396 2564 
388 661 3,908 2567 
437 710 3,078 2542 
441 714 3,62 2607 
b28 801 3,250 2603 
698 971 2,670 2593 
703 976 2,658 2594 
824 1097 2,389 2621 
841 1114 2,375 2643 
388 1161 2,287 2655 
937 1210 2,195 2656 
973 1246 2,166 2699 
1009 1282 2,125 2727 


Diese Tabelle repräsentirt etwa die Hälfte meiner besten 
Messungsreihen über Eisenoxyd. Sie beweist das Gesagte. Daf 
das Product Amax >< T'abs. für niedere Temperaturen zu klein er- 
halten wird, dafür weiB ich mehrere mügliche Gründe: 

Erstens: Es verhält sich Eisenoxyd bei längeren Wellen nicht 

ganz als ,absolut schwarzer Kôrper“. Die Ordinate einer länge- 
ren Welle wächst bei gleicher Temperatur noch etwas, wenn man 
das Eïsenoxyd noch oberflächlich beruBt, und zwar um so mehr, 
je länger die Wellenlänge ist. Sie ist folglich zu klein, und zwar 
um so mehr, je grôfier die Wellenlänge ist. Das Maximum der 
Eisenoxydeurve ist daher im Vergleich zu dem ,absolut schwar- 
zen Kôürper“ nach zu kurzen Wellen gerückt. In der That erhielt 
ich für oberflächlich noch beruftes : 
Eisenoxyd bei 872 ° C. Aux — 4,025 und Amax >< Labs. — 2616 
Kuapféroxyd. , 848°.C. …, — 49214, : —2617 
Das Product für unberuBtes Eisenoxyd muB bei 360 0 C. zu etwa 
2560 interpolirt werden. 
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Diese Erklärung gewinnt noch dadurch an Wabrscheinlichkeit, 
da die Maxima der mit stärkerer selectiver Reflexion im Ultra- 
roth behafteten Kürper bei gleicher Temperatur immer bei erheb- 


Lich kleineren Wellen liegen, als die von Eisenoxyd und Ruf. 


Es ordnen sich nämlich die Wellenlängen der Maxima der ver- 
schiedenen Kürper bei beliebiger, aber gleicher Temperatur immer 
in die Reïhe: 

Blankes Platin, weifiliche Kohle (Graphit), Kupferoxyd, Eisen- 
oxyd, berufites Platin oder berufites Oxyd, soda das Maximum 
des blanken Platins stets die kleinste Wellenlänge hat. 

Zweitens: Nach einer von mir neu ausgeführten Untersuchung 
über die Dispersion meines Spectrum werden die kleineren Wel- 
lenlängen etwas kleiner anzusetzen sein, als von mir in der Ta- 
belle auf Grund meiner früheren Dispersionshestimmung geschehen 
ist. Obwohl dieser Betrag nur äuferst klein (ca. -H der Bo- 
lometerstreifenbreite bei Zu) ist, würden dadurch doch die Wel- 
lenlängen Amax und das Product Anax >< Labs. der Curven hôüherer 
Temperatur ein wenig kleiner, so daf die Beziehung noch eine 
geringe Verbesserung erführe. Ich habe diese Correction noch 
nicht angebracht, weil meine neuen Dispersionsbestimmungen noch 
nicht vüllig abgeschlossen sind. Der Eïinflu$ dieser Correction 
würde gegen denjenigen der oben angeführten selectiven Reflexion 
wohl kaum in Betracht kommen. 

Drittens wäre zu erwähnen die selective Absorption des be- 
ruften Bolometerstreifen, welche nach Allem, was wir aus Herrn 
Angstrôms Untersuchungen darüber wissen, in demselben Sinne, 
wie die erst angeführte Ursache wirkt: nämlich das Product 
Amax >< T'abs. für niedere Temperaturen und längere Wellen zu 
klein erscheinen läfit. — Schlieflich ist der Nullpunkt meiner Gal- 
vanometerausschläge nicht die absolute Temperatur Null, sondern 
ca. 290 ©, gleich der Temperatur eines Schirms vor dem Spalte, 
dessen Spectrum gerade bei langen Wellen liegt. Vorzugsweise 
die langen Wellen meiner Curven würden mithin grüBere Ordina- 
ten erhalten, wenn ich den Nullpunkt der Curven auf den Null- 
punkt der absoluten Temperatur verlegte. Da die Strahlungs- 
intensität für diese langen Wellen langsamer mit der Temperatur 
wächst, als die der kurzen, langsamer sogar, als nach dem Ste- 
fan’ schen Gesetz!), so würde diese Correction nicht ganz ohne 
Einflu8 bleiben. 

Die besprochenen Gründe, von denen wohl der erste und dritte 


1) Dies kann ich erst in der späteren ausführlichen Mittheilung begründen. 
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die schwer wiegendsten sind, würden hauptsächlich dafür sprechen, 
daB das Product Amax >< T'abs. für lange Wellen und niedere Tem- 


peraturen zu klein erhalten ist. Läft man sie als genügende 
gelten, so würde man mit einiger Wahrscheïnlichkeït sagen dürfen:. 


Der ,absolut schwarze Kôürper“ giebt ein Energie- 


spectrum, dessen Intensitätsmaximum bei einer mit 


der absoluten Temperatur umgekehrt proportionalen 
Wellenlänge liegt. Oder: Die Schwingungszahl der 
von seinen Kôürpermolekeln hauptsächlich ausge- 
führten Wärmeschwingungen ist proportional der 
absoluten Temperatur. 


Der Satz mu zunächst für jeden reflexionslosen Kürper: 
Gas, Flüssigkeit oder festen Kürper gelten, solange es sich um 
Wärmebewegungen der Moleküle handelt, für welche das Kirch- 
hoff’sche Gresetz abgeleitet ist. Es stellt ja z. B. ein Gas, wel- 
ches von allen Wellenlängen etwas absorbirt, in unendlich dicker 
Schicht einen ,absolut schwarzen Kürper“ vor. Wollten wir die 
absolute Temperaturscala als noch nicht bekannt voraussetzen, so 
würden wir sie durch den gewonnenen Satz definiren kônnen. Ihr 
Nullpunkt würde z. B. definirt als diejenige Temperatur, bei wel- 
cher die Schwingungszahl der Molekeln Null ist. Es ergiebt sich 
dann aus den obigen Betrachtungen') nahezu dieselbe Temperatur 
des absoluten Nullpunktes, wie aus den Gresetzen der Gase und 
der mechanischen Theorie der Wärme. Wären die quantitativen 
Resultate der Beziehung genügend sicher, so würden wir unsere 
bisherige Temperaturdefinition ersetzen künnen durch eine andere, 
welche sich auf die Schwingungszahlen der Kürpermoleküle oder 
auf die Lichtwellenlängen gründet und daher ihre Fixpunkte ent- 
nimmt. 

Auf weitere Schlüsse, welche sich aus der letzten Fassung 
des abgeleiteten Gesetzes für physikalische Fragen ziehen lassen, 
will ich hier nicht näher eingehen. Dagegen scheint es mir der 
Erwähnung werth, daB die beiden Gresetze, welche ich hier aus mei- 
nen Beobachtungen gefolgert habe, zugleich auch Folgerungen der 
von R. v. Küveslighety ausgearbeiteten Theorie sind. 

Setzt man als vorläufiges quantitatives Ergebni8 der Unter- 
suchung an: 


Amax >< Temp. = 2700 


1) Die für diesen Fall durch eine lineare Gleichung zwischen + und der 
; à max 
Celsius-Temperatur zu formuliren wären. 
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so würde mit Berücksichtigung der Wellenlänge 0,5w des Maxi- 
mum der Langley’schen normalen Sonnenenergiecurve für die 
Temperatur der Sonne folgen: 


2700 ? 
0, 


Das heïfit: Die Sonne giebt ein Energiespectrum, wie ein ,absolut 
schwarzer Kürper“ von 5400 © abs. Zählung oder 5180 ° C. Eben- 
dies wäre auch ihre Temperatur, wenn sie aus Temperaturgrün- 
den leuchtet und keine selective Reflexion besitzt. Wenn die Sonne 
gasfürmig ist, würde das Letzte wohl zutreffen. 

Das ungenaueste, weil schwierigste Bestimmungsstück dieses 
Resultates scheint mir die Wellenlänge des Maximum der von al- 
len Absorptionen befreiten und auf die normale Scale bezogenen 
Energiecurve der Sonne zu sein. 

Die Methode Rosettis, welche mit der meinen nichts Ge- 
meinsames hat, führte die Herren W. E. Wilson u. P. L. Gray 
kürzlich zu dem Werthe 6200 ® C. der Sonnentemperatur. Dieser 
und der meinige stellen die neuesten und auch wohl die auf der 
besten experimentellen Grundlage beruhenden Werthe für die 
Sonnentemperatur vor. 


Sonnentemp. — abs. Temp. — 5400 ° abs. — 5180° C. 


Hannover, Juni 1895. 


Erklärung der Figuren. 


Fig. Ia. 

; dÀ 
Die Curve TS 
spath-Prisma stellt die Curve dar, welche aus der von mir beob- 
achteten und nach Ketteler’s b-constantigen Dispersionsgleichung 
berechneten Dispersionscurve folgt. Man bildete nach der Gleich- 

da dà dn : 
Mit den 


uns _ ferner _. und berechnete TS je 5 


als Function der Minimalablenkung 0 des Fluf- 


Zahlen 2 sind die Galvanometerausschläge zu dividiren, um auf 


constante Dispersion zu reduciren. 

Die Curve 408° resp. 416 ° stellt eine mit allen Absorptionen 
der Zimmerluft in 2 Etappen beobachtete Energiecurve des Eisen- 
oxydes dar. Man kann nun leicht sehen, daf das Maximum der 


1) W. E. Wilson u. P. L. Gray, Phil. Trans. Lond. Soc. 1894 p. 861. 
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prismatischen Energiecurve nicht zugleich das Maximum der nor- 
: RE 2 À 

malen Curve sein kann. Dazu ist ein Stück der Curve _. (deren 


Ordinaten aus der unteren durch Multiplication mit einem con- 
stanten Factor entstehen) unmittelbar über der Energiecurve noch 
einmal aufgetragen. Das Maximum der normalen Curve würde da 
liegen, wo sich die Kreuze >< >< befinden. Man müfte nämlich 
und die Ener- 
giecurve in 2 Punkten schneidet, in welchen 2 Tangenten die 
2 Curven berühren, welche sich von einem und demselben Punkte 
der Abscissenaxe aus an diese 2 Curven ziehen lassen. (Vel. 
F. Paschen, Wied. Ann. b2. 1894. p. 7 u. 8). Diese Construc- 
tion habe ich indessen nie zur Bestimmung der Maxima benutzt, 
sondern immer die wirkliche Umrechnung vorgenommen, welche 
zwar in sorgfältiger Ausführung auBerordentlich mübselig, dafür 
aber auBerordentlich viel genauer ist. 

Fig. Ib stellt die Energiecurven der Fig. Ta nach ihrer Um- 
rechnung auf die normale Scala und nach der Correction wegen 
variabler Prismen - Neigung und Reflexionsverlust an den Spiegeln 
dar. Die Correction wegen der Absorption des Prismas, welche von 
7 u an die Ordinaten in wachsendem Mafe vergrôBern würde, habe 
ich noch nicht angebracht. 

Fig. IT enthält einige normale Energiecurven des Eisenoxydes 
von verschiedenen Temperaturen, welche angeschrieben sind. Die 
Hôühen der Curven stehen nicht in dem richtigen Verhältnisse. 
Vielmehr bedeutet die Zahl ,E“ die ,theoretische“ Bolometerem- 
pfindlichkeit in willkürlichem Mafe, mit welcher die Curve er- 


diejenige Ordinate aufsuchen, welche die Curve se 


halten ist. Die Ordinaten der Curven wären mithin durch ,E“ zu . 


dividiren, um sie in die richtigen GrüBenverhältnisse zu einander 
zu setzen. Doch würde man dabei nur eine Genauigkeit von eini- 
gen Procenten erreichen, da die durch einen NebenschluB vor 
einem Bolometerzweige bestimmten Zahlen für ,€“ nur bis auf 
einige Procente genau die wirklichen relativen Empfindlichkeiten 
angeben. Wie man die Curven genauer in die richtigen GrüBen- 
verhältnisse zu einander setzen kann, werde ich in einer späteren 
Mittheilung zeigen. 

Sämmtliche Punkte in den Curven sind Beobach- 
tungspunkte, 
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Untersuchungen aus dem 
Universitätslaboratorium zu Güttingen (IL. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20.Juli 1895. 


Im Anschlu8 an meine letzte Mittheilung (Heft 2) môchte ich 
über weitere Arbeiten berichten, welche von mir, beziehungsweise 
unter meiner Leitung, im hiesigen chemischen Institut ausgeführt 
worden sind: 


L Ueber neue Isomeriefälle und anormale Molecu- 
larrefraction bei einigen cyclischen Ketonen. 


Man hat bekanntlich gesetzmäfige Beziechungen zwischen der 
chemischen Structur einer Verbindung und ihrem Brechungsver- 
môügen gefunden. Insbesondere ist namentlich von Brühl der 
Nachweiïis geführt worden, daB bei dem KEintreten einer doppelten 
Bindung zwischen zwei Kohlenstoffatomen, die Substanzen eine 
Erhühung ihres molecularen Brechungsvermôügens erfahren, die für 
die D-Linie 1,707 Eïnheiten beträgt. Man hat diese Erfahrungen 
neuerdings auch schon mehrfach benutzt, um die Frage zur Ent- 
scheidung zu bringen, ob man in chemischen Verbindungen von 
noch nicht ganz aufgeklärter Constitution Doppelbindungen zwischen 
Kohlenstoffatomen anzunehmen hat, oder nicht. Bisher haben sich 
derartige Ermittelungen auch meist als zuverlässig erwiesen und 
directe Widersprüche zwischen dem chemischen Verhalten einer 
chemischen Verbindung und ihren physikalischen Eigenschaften in 
gedachter Richtung sind bisher kaum hervorgetreten. 

Grelegentlich einer Untersuchung über die Isomerieverhältnisse 
bei den isomeren Kamphern habe ich aber neuerdings einige Beob- 
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achtungen gemacht, welche sich nicht ganz ungezwungen mit den 
bisherigen Annahmen in Uebereinstimmung bringen lassen. 

Das Bihydrocarvon, CioHi6O, geht bei der Behandlung mit 
verdünnter Schwefelsäure in das isomere Carvenon über, unter ent- 
sprechenden Bedingungen liefert Thujon das isomere Isothujon. 

Nun zeigt Bihydrocarvon eine Molecularrefraction, welche dem 
eines ungesättigten Ketons CioHi6OF entspricht. Für Carvenon 
ist aber eine Molecularrefraction ermittelt, welche die Verbindung 
als einen Alkohol mit zwei Aethylenbindungen erscheinen läft. 
Dem entspricht nun aber nicht das chemische Verhalten der Sub- 
stanz, welche alle Reactionen eines Ketons liefert, auch ist es 
von chemischen Gesichtspunkten aus nur sehr unwahrscheinlich, da8 
ein Keton bei der Behandlung mit verdünnter Schwefelsäure in 
einen Alkohol übergehen sollte. Eine derartige Reaction ist noch 
nie beobachtet worden. Vielmehr müfite man nach den vorliegen- 
den Erfahrungen eher den umgekehrten Reactionsverlauf als wahr- 
scheinlich annehmen: daB ungesättigte Alkohole sich in Ketone 
verwandeln, ist oft beobachtet. 

Der vorliegende Widerspruch gewinnt noch dadurch an Be- 
deutung, da8 die physikalischen Constanten des Isothujon voll- 
kommen zusammenfallen mit denen des Carvenon, daB ferner das 
Gleiche für das Pulegon gilt, welches man bisher auch immer als 
Keton mit einer Aethylenbindung ansah und da8 die Molecular- 
refraction des Thujon keine ganz normalen Werthe aufweist. Am 
besten geht das bei einem Blick auf die folgende Zusammenstellung 
hervor : 


CioHi6O Siedepunkt  d No M 
Bihydrocarvon 221—222° 0.927 1.4717 45.84 
Carvenon 232—2330 (0.927 1.4822 46.76 
Thujon 200—201° 0.917 14511 44.61 
Isothujon 281—232° 0.927 14822 46.76 
Pulegon 221—222 0.936 1.4846 46.51. 

Für M berechnen sich folgende Werthe: 
Keton Alkohol Keton Alkohol Keton 
CioHi6O CioHi5(OH)F CioHi6OF CioHi5(OH)F? CioH16O F2 
44.11 45.05 45.82 46.76 47.58. 


Während nun Carvenon und Isothujon in ihren Eigenschaften voll- 
kommen übereinstimmen, gehen sie bei der Reduction in Verbin- 
dungen von ganz abweichendem Verhalten über. Es entstehen 
dabei isomere Menthole, CioH2:00, das Tetrahydrocarveol und das 
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Thujamenthol, deren Eigenschaften aus folgender Zusammenstellung 
ersichtlich sind : 


Siedepunkt d N M 


Tetrahydrocarveol 220° 0.90 1.4625 47.70 
Thujamenthol 211—213° 0.90 1.4634 47.80. 


Der Siedepunkt des Thujamenthols liegt also erheblich niedriger 
als der der isomeren Verbindung.' Analoge Unterschiede bleiben 
bestehen, wenn man aus den Alkoholen die vollkommen hydrirten 
Ketone, CioHisO, bereitet. Ein Vergleich mit den Eigenschaften 
des gewühnlichen Menthons lehrt, daf das Thujamenthon diesem 
in den physikalischen Eïigenschaften näher steht als das Bihydro- 
carvenon. Die Molecularrefraction entspricht hier in allen Fällen 
der für gesättigte Ketone CioHisO berechneten: 


Siedepunkt d LES M 


Bihydrocarvenon 220—2219 0.904 1.454 46.21 
Thujamenthon 208—2092 0.891 14471 46.19 
Menthon 208—2092 0.894 14496 46.25. 


IL Ueber Pulegon. 


Schon vor längerer Zeit habe ich nachgewiesen, da das Pu- 
legon, CioHi6O, sich unter dem Einfluf von Ammoniumformiat 
unter Verlust von drei Kohlenstoffatomen spaltet und daf gleich- 
zeitig eine Base mit 7 und eine mit 14 Kohlenstoffatomen gebildet 
wird. Für die erstere wurde früher schon ermittelt, daB ihr die 
Formel C7H13NH2 zukommt und nach ihrem gesammten Verhalten 
mufñte sie als ein cyclisches Heptylenamin ausgesprochen 
werden. Nach diesen Ergebnissen lag es nah, Versuche anzu- 
bahnen, das Pulegon unter Anwendung stickstofffreier Reagentien 
so zu spalten, daB eine Verbindung mit 3 und eine mit 7 Kohlen- 
stoffatomen resultirte und dabei doch tiefere (z. B. oxydirende) 
Eingriffe in das Pulegon-Molekül vermieden würden. 

Gelegentlich einer mit Hrn. Stôckhardt ausgeführten Unter- 
suchung ist es uns nun gelungen, das Pulegon in elegantester 
Weise in der gewünschten Richtung zu zerlegen. Wir haben das 
ungesättigte Keton CioH100O ganz glatt unter Wasseraddition in 
Aceton C:H650O und das Keton CrHi:O aufspalten kônnen. 

Die Verbindung CrH::0 ist von besonderem Interesse, weil sie 
als cyclisches Methylhexenon anzusprechen ist. Sie siedet 
constant bei 169°, ferner wurde gefunden 4 — 0.915, n, — 1.4456 

bei 21° M — 32.59 (ber. für ein gesättigtes Keton M — 32.41). 
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Beim Schütteln mit Semicarbazidlôsung verbindet sich das 
Keton sofort zu einem bei 178—179° schmelzenden Semicarbazon. 
Das sebr leicht lôsliche Oxim schmilzt bei 43—44°. 

Aus diesem Oxim entsteht bei der Reduction eine Base CH:3NH, 
welche sich als identisch mit der ersterwähnten, früher direct aus 
Pulegon erhaltenen erwiesen hat. Das Carbamid CH:3NH . CONH: 
dieser Base schmilzt bei 1782. 

Andererseits ist auch die aus Pulegon und Ammoniumformiat 
gewonnene Base in den Alkohol C:H130H und dieser in das Keton 
CrH::0 verwandelt worden und es hat sich dabei die Identität 
des letzteren Ketons mit dem durch Spaltung aus Pulegon gewon- 
nenen Methylhexenon ergeben, so da8 jetzt vollkommene Klarheiït 
über die Beziehungen und die Bildungsweïise dieser Substanzen 
besteht. 

Das neue Methylhexenon oder Ketomethylhexen ist isomer mit 
Subreron, für welches Markownikoff!) den Siedepunkt 178,5° 
angiebt und d — 9.9685. Das Semicarbazon des Suberons schmilzt 
bei 163—164. Wabhrscheinlich darf das neue Keton als hôheres Ho- 
mologes des von Wislicenus und Mager?) erhaltenen Ketons 
CéHi0O aus Pimelinsäure angesehen werden, dessen Siedepunkt 
bei 152—155° angegeben wird, während Semmlerÿ) für ein aus 
Methyladipinsäure erhaltenes Keton C6H:0O den Siedepunkt zu 
141—143° bestimmte, d — 0.9042 und », — 1.4330. 

Die von uns beobachtete Spaltung des Pulegons stimmt nun 
recht gut zu der Annahme, da8 dem Pulegon die ihm zuerst von 
Semmler zugeschriebene Constitution zukommt. Man hätte: 


CH: CH: 
| | 
CH CH 
à 
HC CO H 
| | + HO — | | + CO(CH:e. 
HC CH: 2 2 
- na 
C CH: 
] 
C(CH3 }2 


In eigenthümlichem Gegensatz zu dieser Auffassung scheint auf 

den ersten Blick eine andere gleichzeitig von mir beobachtete 
1) Ber. chem. Ges. 26, R. 813. 
2) Annal. d. Chem. 275, 861. 
3) Ber. chem. Ges. 25, 8518. 
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Reaction zu stehen, die Herr Wegener etwas eingehender ver- 
folet hat. 

Addirt man an das Pulegon Brom und behandelt das entstan- 
dene Pulegonbibromid, CioHi16Br:0, dann mit alkoholischem Alkali, 
so entsteht neben einem isomeren, indifferenten Product in guter Aus- 
beute eine Säure, CioH16O2, die ich Pulegensäure nennen will 

Diese Säure siedet im Vacuum zwischen 150-—1550, bei ge- 
wühnlichem Druck unter Zersetzung um 250°, 

Das specifische Gewicht fand ich bei 19° — 1,007, n, = 1.48071, 
M = 47.45 (ber. für CioHicOsr — 47.84). Die Säure giebt ein 
schwer lüsliches Silbersalz der Formel CioH150:Ag. Das Ammoniak- 
salz ist luftheständig und wird durch Einleiten von gasfürmigem 
Ammoniak in eine ätherische Lüsung der Säure leicht rein erhalten. 

Aus dem Ammoniaksalz entsteht durch Wasserabspaltung 
leicht das Pulegensäureamid CoHisCONH2 Es bildet, aus 
verdünntem Alkohol krystallisirt, wollige Nadeln, die bei 121—1229 
schmelzen. 

Durch Wasserabspaltung wurde aus dem Amid das Nitril 
CoH:5CN dargestellt. Es ist das eine bei 218—220° siedende 
Flüssigkeit d — 0.8935, n, — 1.47047 bei 22 Durch Reduction 
des Nitrils entsteht eine menthylaminartig riechende Base, die ein 
lufthbeständiges Chlorhydrat und ein in viel heifem Wasser lüs- 
liches bei 97—99° schmelzendes Carbamid liefert, 

Beim Destilliren unter gewühnlichem Druck spaltet die Pulegen- 
säure lebhaft Kohlensäure ab und es entsteht der Kohlenwasser- 
stoff CoHie. 

Dieser siedet zwischen 188—140°, d = 0.79, n, — 1.44 bei 
20°, M — 41.37 (ber. für CoHicr — 41.03). 

Der Kohlenwasserstoff verhält sich wie ein niederes Homologes 
des Menthen. Er addirt leicht Nitrosylchlorid und liefert ein bei 
74—759 schmelzendes, sehr lôüsliches Nitrosochlorid. 

Abgesehen von ihrer Fähigkeit so leicht Kohlensäure abzu- 
spalten, zeigt die Pulegensäure die grôfite Aehnlichkeït mit 
der Fencholensäure und Campholensäure, welche auch 
denselben Sättigungsgrad besitzen. Es ist ermittelt für 


Siedepunkt d . hr 
Campholensäure 258—261° 0.992 1.47125 
Fencholensäure 260—261° 1.004 1.4768 
Pulegensäure über 250° 1.007 1.4707 
Campholen-Nitril 226—227° 0.91 1.46644 
Fencholen-Nitril 217—218° 0.398 1.46108 


Pulegen-Nitril 213—220° 0.8935 1.47047. 
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Da die Verbindungen Beziehungen zu einander haben, ist wohl 
unzweifelhaft. Wie soll man aber die Entstehung der Pulegen- 
säure erklären? Aus einem Pulegon der oben angenommenen 
Formel sollte man bei den geschilderten Vorgängen viel eher das 
Auftreten einer Ketonsäure oder eines Lactons, statt das einer 
ungesättigten Monocarbonsäure erwarten. Eine Deutung für den 
Verlauf des Processes läBt sich allerdings doch geben, und zwar 
eine solche, welche auch geeignet ist, die Analogie in der Con- 
figuration der Fencholensäure und Pulegensäure in etwas hervor- 
treten zu lassen. Man kôünnte annehmen, da8 das Pulegonbibromid 
unter Wasseraufnahme am Ketonsauerstoffatom Ringsprengung 
erleidet, und daf die entstehende zweifach gebromte Säure ein 
Bromatom mit einem benachbarten Wasserstoffatom als BrH ab- 
giebt, das andere Bromatom aber sich ein H-Atom aus der y- oder 
0 -Stellung nimmt und dadurch zu einer neuen RingschlieBung 
Veranlassung giebt. Man hätte dann etwa: 


CH CH: 
| 
CH CH 
TK JON 
HC CH CH: CH 
| + +H0= "| 
HC CO CH: COOH 
De X 
CBr CBrH 
| | 
CBr(CH)2 CBr (CH3)2 
Pulegonbromid 
a CH 
| 
C—CH:CO2H C—CH: 
DA EN 
CH C(CHs}2 CH C(CHs 
CH=CH CH-CH 
Pulegensäure 
CioHi6O2 CoHic. 


Um die Zulässigkeit dieser Annahmen zu prüfen, ist die Pulegen- 
säure der Oxydation unterworfen worden. Es entsteht bei An- 
wendung von Kaliumpermanganat als Oxydationsmittel eine in- 
differente Substanz der Zusammensetzung CioHi60O3, vermuthlich 
ein Oxylacton, oder Ketolacton. Die in Alkohol und Wasser leicht 
lôsliche, bei 129—130° schmelzende Substanz wird am bequemsten 
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durch Lôüsen in Chloroform und Ausfällen mit Ligroïn aus dieser 
Lôüsung gereinigt. Eine sehr interessante Spaltung zeigt sie beim 
Erwärmen mit mäfig concentrirter Schwefelsäure. Es bildet sich 
dabei unter Kohlensäureabspaltung ein Keton, das bei 182—183° 
siedet und nach Campher riecht. Eine vorläufige Bestimmung der 
physikalischen Constanten ergab d — 0.891, », — 1.446 bei 24°, 
Das Keton liefert leicht ein Semicarbazon, das bei 162—163° 
schmilzt und ein Oxim vom Schmelzpunkt 94—95, 


Bericht über die aus dem pathologischen Institut 
der Universität Gôttingen im Etatsjahr 1894/95 
verôffentlichten wissenschaftlichen Arbeiten. 


Von 
J. Orth. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Juli 1895. 


Wie schon seit mehreren Jahren so hat auch in dem Berichts- 
jahre eine relativ groBe Zahl von Studenten sich mit besonderen 
Untersuchungen beschäftigt, deren Resultate in 10 Dissertationen 
niedergelegt sind. Wenn auch die wissenschaftliche Ausbeute die- 
ser Arbeïiten naturgemäf eine wechselnde und nicht immer grofe 
war, so enthalten dieselben doch ein nicht uninteressantes Beob- 
achtungsmaterial, über das kurz zu berichten nicht unangebracht 
sein dürfte. 

Von dem Personal des Institutes hat der Assistent und jetzige 
Privatdocent Dr. Aschoff 2 Publikationen erscheinen lassen, wäh- 
rend ich selbst aufer einigen kleinen Mittheilungen, welche sich 
meist auf Schülerarbeiten bezogen und welche im Anschluf an den 
Bericht über diese erwähnt werden sollen, mein Compendium der 
pathologisch -anatomischen Diagnostik etc. in 5. Auflage ganz neu 
bearbeitet und mit 410 Abbildungen versehen unter dem Titel, 
J. Orth, Pathologisch-anatomische Diagnostik ete. 
herausgegeben habe. — 

Die 1. Publication des H. Dr. Aschoff, Zur Frage der 
atypischen Epithelwucherung und der Entstehung 
pathologischer Drüsenbildungen ist in den Güttinger 
Nachrichten, M. 1894 Nr. 3 erschienen. Es wird darin u.a. 
über drüsenartige Neubildungen seitens des Epithels der Gehirn- 
hôhlen bei Ependymitis granulosa und tuberculôüser Meningitis be- 
richtet und bemerkt, daB die Versuche, in anderen Fällen von 
chronischer Ependymitis ähnliche Veränderungen zu finden, ver- 
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gebliche gewesen seien. ÆEs kann hier nachträglich mitgetheilt 
werden, daB mittlerweile eine neue gleiche Beobachtung gemacht 
wurde. Bei einem mit chronischem Hydrocephalus bei Spina bifida 
behafteten Kinde von wenigen Wochen zeigte sich an dem sonst 
vollständig glatten Ependym des linken Ventrikels im Hinterhorn 
eme 5 Pfennigstück grofie, flache, einige mm dicke Tumorbildung, 
In der Umgebung dieser Stelle fanden sich wie in dem ersten 
Falle drüsenartige Bildungen. 

Im Uebrigen bietet die Mittheilung eine kurze Wiedergabe 
der Hauptresultate seiner Untersuchungen, welche ausführlich in 
der 2. Publication: L. Aschoff, Ein Beitrag zur normalen 
und pathologischen Anatomie der Schleimhaut der 
Harnwege und ihrer drüsigen Anhänge, Virchow’s 
Arch. 138 $S. 119 u. 195, 1894 zur Darstellung gelangt sind. — 

E. Meyer, Ueber Ausscheidungstuberculose der 
Niere, 1894 Bei der acuten Miliartuberculose der Nieren kom- 
men auch Tuberkel, und zwar häufger als man noch vielfach an- 
zunehmen scheint, in dem Mark der Nieren vor, wo sie nicht sel- 
ten ähnlich den pyämischen metastatischen Markherdchen eine 
mehr lingliche Gestalt besitzen und mit der Längsachse den Harn- 
kanälchen parallel gerichtet sind. Dieser makroskopischen Achn- 
lichkeit entspricht auch eine mikroskopische insofern als, wie bei 
vielen pyämischen Markherdchen im Centrum Kokkenhaufen im 
Lumen von Harnkanälchen liegen, so auch in den (2) von M. un- 
tersuchten Nieren, welche prägnante Resultate gaben, Tuberkel- 
bacillen im Innern von Harnkanälchen gefuanden wurden. Die 
Bacillen lagen meist einzeln oder in kleinen Bündeln, nur 1 mal 
bildeten sie einen spindelfürmigen, dichten Haufen. An der Grüke 
der Kanälchen, an dem Gehalt ihrer Zellen an Pigment, welches 
in allen Schleifen in reicher Menge vorhanden war, lief sich er- 
kennen, daf die Bacillen wesentlich in Schleifenschenkeln lagen. 
Es mufte angenommen werden, daB sie hierhin mit dem Harn von 
der Rinde her gelangt sind (Ausscheidung!), dafi sie also für den 
einzelnen Tuberkel primär in den Harnkanälchen lagen, weil 1. in 
GefäfBen des Marks weder Bacillenembolien noch Bacillen über- 
haupt gefunden werden konnten, 2. die Bacillen in der Umgebung 
der Kanälchen spärlicher an Zahl waren als innerhalb derselben, 
8, die Veränderungen des interstitiellen Gewebes nicht entfernt 
denen der Kanälchen entsprachen, insbesondere die Verkäsung in 
den bacillenhaltigen Kanälchen am stärksten oder auch allein vor- 
handen war. Auf die intensivere Wirkung der Bacillen in den 


Kanälchen wird auch die Beobachtung zurückgeführt, dafi in kei- 
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nem der zahlreichen durchgesehenen Präparate eine Riesenzellen- 
bildung aus dem Harnkanälchenepithel im Innern der Tuberkel 
beobachtet werden konnte. M. ist der Meinung, daB diese Aus- 
scheidungstuberkel hauptsächlich dann vorkommen künnen, wenn 
bereits eine abnorm gro$e Durchgängigkeit des Nierenfilters vor- 
handen ist, so dafi die Ausscheidüng an den Glomerulis erfolgen 
kann, bevor die Circulation in denselben gestôürt ist. Das reich- 
liche Vorhandensein von Pigment, welches wenigstens bei dem 
1. Falle festgestellt wurde, deutet dem Verf. darauf hin, daB das 
Nierenfilter jedenfalls mehr als gewühnlich in Anspruch genommen 
und so vielleicht dauernd durchlässiger geworden war. 

Durch diese Untersuchungen war auch für die Miliartuberku- 
lose des Nierenmarks bestätigt was ich für einen grofien Theil der 
pyämisch-metastatischen Abscesse des Marks bereits seit lange 
und wiederholt behauptet und nachgewiesen hatte, daf es sich um 
»Ausscheidungsherde“ handele. Gegenüber anderweitigen Angaben 
habe ich unter Bezugnahme auch auf diese neuen Befunde meiïne 
Anschauungen von neuem dargelegt und durch Beobachtungen ge- 
stützt in der in den Gôüttinger Nachrichten M. 1895 Hft.1 
erschienenen Abhandlung: J. Orth, Ueber bakterielle Aus- 
scheidungserkrankungen des Nierenmarks.. 

Vorher schon hatte ich in einem Vortrage auf dem interna- 
tionalen medicinischen CongreB in Rom (Atti dell’ XI. Congr. 
med. intern. Vol. II p. 135, 1894) darauf hingewiesen, daf 
mir einzelne Beobachtungen von chronischen Eïterungen wie von 
chronischer Tuberkulose der Nieren den Gredanken nahe gebracht 
haben, ob es sich hier nicht um Veränderungen handelte, welche 
aus solchen Ausscheidungsherden hervorgingen, und hatte darauf- 
hin an die Collegen die Aufforderung gerichtet, auf solche Fälle 
zu achten bezw. dieselben mitzutheiïlen. — 

À. Dreyer, Ueber das Magensarcom, 1894, hat im 
Anschluf an die klinische Betrachtung eines seltenen Falles von 
Magenstenose die anatomische Untersuchung der Organe vorge- 
nommen, welche leider kein ganz vollständiges Resultat gegeben, 
aber doch die klinisch gestellte Diagnose: Pylorusstenose durch 
Fibrosarcom und multiple secundäre Fibrosarcome der Haut im 
wesentlichen bestätigt hat. — 

W. Buss, Ein Fall von Diabetes mellitus mit Le- 
bercirrhose, Pankreasatrophie und allgemeiner 
Haemochromatose, 1894 Der beobachtete Fall, bei welchem 
auBer den in der Ueberschrift genannten Veränderungen noch Fett- 
nekrosen mit Verkalkung im Pankreas, tuberkulôse hämorrhagische 
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Peritonitis und Pleuritis, kleine phthisische Herde in der linken 
Lunge, Tuberkel der Leber und des Pankreas, frische Pneumonie 
im rechten Oberlappen, Pachymeningitis interna haemorrhagica be- 
sonders rechts, oberflächliche braune (nicht Hämochromatose !) 
Erweichungsherde des Gehirns rechts und 2 kleine Erweichungs- 
herde im Innern der Markmasse der rechten Hemisphäre, Erwei- 
terung der Herzhôühlen, frische Mitralendocarditis, Prostataconcre- 
mentchen, schwarze Gallensteinchen, Meckel'sches Darmdivertikel, 
Balanitis und spitze Condylome am Penis gefunden wurden, gab 
besonders Veranlassung die Vertheïlung und die mikrochemische 
Reaction des Pigments (ob eisenfrei oder eisenhaltig) in den ver- 
schiedenen Organen genauer zu verfolgen. 

Die Pigmentablagerung war über alle Organe verbreitet, in 
erster Linie aber waren betheiïligt Leber, Pankreas, Milz, Lymph- 
und Speicheldrüsen. Das eïisenfreie Pigment stand in Bezug auf 
die Quantität dem eïisenhaltigen bedeutend nach. Es fand sich 
eisenfreies Pigment in der glatten Muskulatur der Gefäfe, des 
Darms und der Prostata mit der Einschränkung, daf vereinzelt 
nicht nur Uebergangsformen, sondern auch einzelne rein eisen- 
haltige Pigmentkôrner in den Muskelzellen der Gefäfe besonders 
im Pankreas nachgewiesen werden Kkonnten; ferner war das Pig- 
ment eisenfrei in den Halbmonden der Zungenschleimdrüsen, da- 
gegen lag ausschliefilich eisenhaltiges Pigment in den Epithelien 
der Zungenschleimdrüsen und der Thyreoidea ; sowohl eisenhaltiges 
wie eisenfreies in den Epithelien der übrigen drüsigen Organe, 
Speicheldrüsen, Schleimdrüsen der Trachea, Prostata, Glomeruli, 
Harnkanälchen und im Bindegewebe, (wo das eisenhaltige über- 
wiegend in grofien klumpigen Massen vorkam). Da mit Sicherheïit 
nicht nur Uebergänge sondern auch einzelne eisenhaltige Pigment- 
kôürner in der glatten Muskulatur gefunden wurden, mithin der von 
v. Recklinghausen für die scharfe Trennung beider Farbstoffe 
angeführte Grund wegfällt, so gelangte Verf. zu folgender Auf- 
fassung der Farbstoffbildung. Der im Blute gelôüste Farbstoff 
macht nach seiner Ausscheidung in die Kürperzellen die bekannten 
von Schmidt beschriebenen Veränderungen durch wie man aus 
dem Nebeneinander in den drüsigen Organen schliefen darf; da- 
gegen haben gewisse Zellarten, z.B. die glatten Muskeln die Fä- 
higkeit, die Umwandlung des in eisenfreier Form niedergeschlage- 
genen Pigmentes in eine eisenhaltige Modification zu hemmen. 
Andere Zellen wiederum, wie die der Schleimdrüsen der Zunge, 
haben die Fähigkeit das ihnen zugeführte Pigment sofort in eme 
eisenhaltige Verbindung überzuführen. 

Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 8. 22 
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Es würde sich also nicht um eine Verschiedenartigkeit in der 
Farbstoffbildung handeln, sondern die Differenz der Pigmentver- 
bindungen würde in der hemmenden oder stôrenden Einflufinahme 
der aktiven Zellenthätigkeit auf den als normal anerkannten Um- 
bildungsprozef des Blutfarbstoffes ihre Erklärung finden. 

In technischer Beziehung hebt B. die Bedeutung einer Reac- 
tion des eisenfreien Pigmentes mit Methylenblau hervor: die ent- 
stehende grünblaue Verfärbung des vorher gelbbraunen Pigmentes 
sichert mühelos die Diagnose eisenfreies Pigment. 

Bezüglich des Verhältnisses der Haemochromatose zum Dia- 
betes kommt B. zu dem Schluf, daf die erste primär gewesen sei 
und ein prädisponirendes Moment für den Diabetes mellitus abge- 
geben habe. — 

Mehrere rasch nach einander zur Beobachtung gelangte Fälle 
von infectiôsen Pharyngo - Laryngitiden gaben mir Veranlassung, 
Herrn Waldvogel mit der anatomischen und bakteriologischen 
Untersuchung derselben zu beauftragen, welche derselbe auch mit 
besonderer Unterstützung seitens des Assistenten Herrn Dr. 
Aschoff durchgeführt hat. Die Veränderungen bestanden in 1 
Falle in einer phlegmonüsen, in 2 Fällen in einer pseudomembra- 
nôsen Entzündung und 1mal war eine ausgedehnte Necrose vor- 
handen. In allen Fällen konnten Streptokokken nachgewiesen 
werden, welche in den 8 ersten Fällen rein gezüchtet wurden und 
sich nur durch ihr Wachsthum in Bouillon unterschieden. 

Auf die Verschiedenheit des Wachsthums in Bouillon hin war 
in jüngster Zeit versucht worden eine Trennung der Strepto- 
kokken vorzunehmen, indem man einen die Bouillon klar lassenden, 
einen flockigen oder schleimigen Bodensatz bildenden, sehr lange 
Ketten erzeugenden Streptokokkus longus von einem die Bouillon 
diffus trübenden, nur aus ganz kurzen Ketten bestehenden Str. 
brevis unterschied. Schon von verschiedenen Untersuchern waren 
Beobachtungen gemacht worden, welche die Berechtigung zur schar- 
fen Trennung dieser beiden Formen zweïfelhaft erscheinen liefen 
und Herrn Waldvogel gelang es nun, an dem einen der von ihm 
gezüchteten Streptokokken (2. Fall) zu zeigen, daf derselbe Strep- 
tokokkus bald die eine bald die andere Wuchsform darbieten 
kann. Er hatte einen typischen Streptokokkus longus gefunden, 
welcher die Bouillon vollkommen klar lief und auch bei längerem 
Wachsthum nur einen geringen krümeligen Bodensatz erzeugte. 
Diese Eigenschaften behielt der Kokkus auch bei mehrfachen Um- 
züchtungen auf Agar constant bei, desgleichen in dem bei einer 
Maus an der Impfstelle entstandenen Abscef. Dagegen ergab das 
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Herzblut dieser Maus Reinkulturen eines die Bouillon ganz diffus 
trübenden, keine Kürnung aufweisenden, kurze Ketten von 4—6 
Gliedern bildenden Streptokokkus brevis in der gleichen schwach 
alkalischen Bouillon, in welcher auch der Longus gezüchtet wor- 
den war. Beide Streptokokkenformen lieBen bei mehrfachen Um- 
züchtungen auf Glycerinagar und Rückimpfung in Bouillon stets 
dieselben scharfen Unterschiede erkennen. Dasselbe Resultat er- 
gab sich noch bei 2 weiteren Mäuseexperimenten. 

Die schon von anderer Seite festgestellte Bedeutung des Al- 
kalescenzgrades der Bouillon für das Wachsthum der Streptokok- 
ken mit oder ohne Trübung konnte auch bei den beiden Varie- 
täten dieses Streptokokkus festgestellt werden, denn der urspriüng- 
liche Str. longus begann in stark alkalischer Bouillon, in welcher 
die kurze Varietät eine milchige dichte Trübung hervorrief, die 
oberen Schichten zu trüben, wenn auch die Trübung keine diffuse, 
sondern eine durch eine feine Kôürnung hervorgerufene war, wäh- 
rend der kurze Str. in ganz schwach alkalischer, fast neutraler 
Bouillon nicht nur fast gar keine Trübung mehr erzeugte, sondern 
auch in den sich bildenden feinen Flocken eine solche Verlängerung 
der Ketten erfuhr, da er sich wieder dem Str. longus der Aus- 
gangscultur näherte. Die biologischen bezw. pathogenen Eigen- 
schaften des Streptokokkus wurden durch die morphologischen 
Veränderungen nicht berührt. 

Es kann also das verschiedene Wachsthum in Bouillon nicht 
zu einer Unterscheidung verschiedener Arten benutzt werden. 
Damit steht in Einklang, daB, wie W. bei diesen sowie anderen 
Streptokokken fand, im Bodensatz neben langen auch allerhand 
kürzere Ketten vorkommen. 

Eine kurze Mittheilung über seine Resultate hat Herr Wald- 
vogel in dem Centralbl. für Bakteriol. u Paras. XV, 
Nr. 22 S. 837, 1894 (Ueber das Wachsthum des Strepto- 
kokkus longus in Bouillon) gemacht, die ausführlicheren 
Angaben enthält seine Dissertation: Bakteriologische und 
pathologisch-anatomische Untersuchungen von in- 
fectiôsen Pharyngolaryngitiden, 1894 — 

H. Deichert behandelt in seiner Dissertation: Ein Fall 
von Darminvaginationen im G&œefolge von malignen 
Lymphomen mit geheiltem Rif an dem Intussus- 
ceptum der ältesten [Invagination, 1895, unter Berück- 
sichtigung der klinischen Seite den bei einem 46 Jahre alten 
Manne erhobenen Sektionsbefund, welcher in verschiedener Bezie- 
hung bemerkenswerth erschien. ee 
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Zunächst sind hervorzuheben multiple meist in Ulceration 
befindliche Geschwülste im Magen und Darm von dem Bau der 
Lymphome, welche nach Lage der Verhältnisse als Metastasen — 
und zwar als einzige — eines apfelgroBen Lymphoms der rechts- 
seitigen Inguinaldrüsen betrachtet werden muften. 

Demnächst sind beachtenswerth mehrere Invaginationen am 
Dünndarm von verschiedenem Alter, darunter eine doppelte und 
eine Einstülpung des untersten Theïiles des Ileum durch die Ileo- 
côcalklappe in das Côcum und Colon ascendens. Diese an und für 
sich schon seltene Invaginatio ileocolica, welche offenbar die äl- 
teste war und welche schon seit längerer Zeit auch klinische Er- 
scheinungen gemacht hatte, bot einen Befund, dem Aehnliches in 
der Litteratur nicht aufzufinden war. Es war nämlich an dem 
rückläufigen (äuBern) Schenkel des Intussusceptum ein Längsrik 
durch die ganze Wand entstanden, dessen Ränder sich weit zu- 
rückgezogen hatten und theils noch etwas überstanden, theils durch 
ein sehr gefäfreiches, unmittelbar mit der Serosa des inneren 
Rohres zusammenhängendes Granulationsgewebe, welches den De- 
fect ausgefüllt hatte, mit einander verbunden wurden. Am Halse 
der Invagination war ein offenbar frischerer RiB vorhanden, wel- 
-cher durch beide Schenkel des Intussusceptum hindurchging und 
somit das Ileum unter Umgehung des eingestülpten Theïiles mit 
dem Colon in direkte Verbindung setzte. 

Was die Beziehungen zwischen den Geschwülsten und den Ein- 
stülpungen betrifft, so war bei zweien das typische Bild der Ge- 
schwulstinvagination vorhanden d.h. an der Spitze des Intussus- 
ceptum sa eine Geschwulst, bei der untersten, der ileocücalen 
war das nicht der Fall, wohl aber fanden sich mehrere Knoten 
im Verlauf des eingestülpten Theiïles, so da$ doch wohl an eine 
indirekte Betheiligung derselben gedacht werden kann. Die eine 
der beiden Geschwulstinvaginationen war noch einmal in toto in- 
vaginirt, doch war diese Eïinstülpung offenbar eine rein agonale 
und hatte mit den Geschwülsten nichts zu thun. — 

Ein charakteristischer Fall jener merkwürdigen Geschwülste, 
welche wegen ihrer grünen Farbe als Chlorome bezeichnet werden, 
liegt der Dissertation des Herrn 0. Schmidt, Ueber einen 
Fall von Chlorom, 1895, zu Grunde. 

Bei dem 20jährigen Dienstmädchen begann die Erkrankung 
mit Schmerzen in der linken Schulter, wo bald als objektiver Be- 
fund ein harter Tumor in der Achselhôhle bemerkt wurde. Nach 
der Exstirpation traten bald neue Knoten in der Nachbarschaft 
auf, die wieder exstirpirt und im pathologischen Institut als ma- 
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ligne Lymphome erkannt wurden. Schon damals waren auch die 
Drüsen in der rechten Achselhühle vergrüfiert und nach mehreren 
Monaten, wenig über 1/2 Jahr nach Beginn der Erkrankung, waren 
bereïts so zahlreiche Knoten in beiden Achselhôhlen, am Halse, am 
linken Oberarm vorhanden, daB an Exstirpation nicht mehr zu 
denken war. Die Geschwülste nahmen immer mehr zu, es trat 
hämorrhagische Diathese auf und wenig über 4 Jahr nach dem 
Beginn wurde die Kranke von ihrem hüchst schmerzhaften Leiden 
durch den Tod erlüst. 

Während nun an den exstirpirten Greschwulstmassen eine be- 
sondere Färbung nicht aufgefallen war, zeigten bei der Sektion 
sämmtliche Geschwülste eine geradezu grasgrüne Färbung. Die 
Hauptmasse der Neubildungen gruppirte sich um die linke Achsel- 
hôhle herum, in der auch die Nerven durchwachsen und die Ve- 
nen so umwachsen waren, daf ein starkes Oedem am Arm ent- 
standen war. Das Periost des linken Humerus war ebenso wie 
das Mark desselben in grofer Ausdehnung zu Geschwulstmasse 
umgewandelt, auferdem fanden sich metastatische Knoten im Her- 
zen sowie zahlreiche chloromatüse Lymphdrüsen und in den unter- 
suchten Knochen mehr oder weniger starke chloromatôüse Verän- 
derungen des Marks und endlich chloromatôüs-hämorrhagische Ver- 
änderungen an den oberen ableitenden Harnwegen beider Nieren, 
von welchen die linke eine Doppelniere war. Blutungen in den 
verschiedensten Organen und Kôrpertheilen, keine leukämische 
Blutbeschaffenheit, aber Milzschwellung, ferner fettige Degenera- 
tion des Herzens und der Nieren, Lungenôdem, ältere tuber= 
culôse Veränderungen in einigen Lymphknoten, welche nicht grün 
waren. 

Die mikroskopische Untersuchung ergab wieder den Befund 
der malignen Lymphome, nur fiel es dem Verf. auf, daf die Zellen 
so häufig grôüfer waren und unregelmäfige, gelappte Kerne be- 
saBen. Da derselbe weder Pigment- noch Fettkürnchen als Ursache 
der grünen Farbe nachweisen konnte, so gibt er dem Gedanken 
Ausdruck, ob nicht die Farbe überhaupt und ihre mehr oder we- 
niger grofe Intensität von dem mehr oder weniger gro$en Gebhalt 
der Neubildungen an solchen Zellen abhängig sei. 

Jedenfalls läft der Befund keinen Zweifel, daf es sich um 
eine von den Lymphknoten der linken Achselhôhle, nicht, wie in 
anderen Fällen angenommen worden ist, von Periost ausgehende 
und sich hauptsächlich über den lymphatischen Apparat und das 
Knochenmark erstreckende maligne lymphomatôüse Neubildung han- 
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exstirpirte Geschwulst nichts von Chloromfarbe zeigte, wodurch 
der Zusammenhang der Chlorome mit den gewühnlichen malignen 
Lymphomen auf’s schônste klargelegt wird. — 

Die von Herrn K. Krause, dessen Dissertation: Ueber 
einen Fall von Bradycardie, 1895, wesentlich Klinisches 
enthält, im Institut ausgefihrte mikroskopische Untersuchung des 
Herzens hat in Rücksicht auf die automatischen Ganglien ein ne- 
gatives Resultat gehabt. Hie und da etwas auffallender Kern- 
reichthum der Schwann'schen Scheide von Nervenfasern, geringe 
sclerotische Veränderungen an den Arterien, braune Atrophie und 
Beginn einer fettigen Degeneration der Muskeln war der ganze 
Befund. — 

Auf die Differenzialdiagnose zwischen primärem und secundä- 
rem (metastatischem) Darmmilzbrand einzugehen, bot ein von Herrn 
E. Schütte, Ueber Anthrax intestinalis beim Men- 
schen, 1895, bearbeiteter Fall von Milzhbrand bei einem Acker- 
knecht, welcher bei dem Schlachten einer milzbrandigen Kuh ge- 
holfen hatte. Schon nach 5 Tagen trat eine Karbunkelbildung am 
rechten oberen Augenlid ein, erst nach 14 Tagen sind in der Kran- 
kengeschichte Klagen über Leibschmerzen bemerkt, sowie, daB seit 
einigen Tagen kein Stuhlgang vorhanden gewesen sel. Tod am 
16. Tage nach der Infection. 

AufBer der schon rückgängigen Pustula maligna am rechten 
Auge, starkem Oedem der Gesichts- und Halsgegend sowie der 
Schleimhaut am Kehlkopfeingang fand sich eine ausgedehnte ty- 
pische milzbrandische Mycosis intestinalis mit haemorrhagischer 
Lymphadenitis dér mesenterialen und retroperitonealen Lymph- 
knoten. Obgleich die Milz nicht unerheblich vergrôBert war, konn- 
ten doch weder in ihr noch in der üdematôsen Halshaut oder der 
Epiglottisschleimhaut Milzbrandbacillen nachgewiesen werden, sei 
es durch die mikroskopische Untersuchung oder durch Züchtung, 
was durchaus harmonirte mit den negativen Resultaten der im 
Leben mit dem Blut und der Oedemflüssigkeit der Haut angestell- 
ten Zuchtversuchen. Auch von der aus einem 4 Stunden p. m. ge- 
machten Eïinschnitt in der Umgebung der Pustel geflossenen bluti- 
gen Flüssigkeit konnten nur Streptokokken und Staphylokokken 
gezüchtet werden, während aus einer mesenterialen Lymphdrüse 
neben Streptokokken und Colibacillen Milzbrandbacillen gewon- 
nen wurden, deren grofie Virulenz durch Versuche an Mäusen mit 
Reïinkulturen nachgewiesen wurde. In grofer Menge fanden sich 
dieselben an den veränderten Stellen des Magens und Darms, wo 
sie besonders an der inneren Grenze der necrotischen Partien safen, 
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aber in abnehmender Menge auch in den tieferen Schichten sich 
zeigten. Nirgends wurden sie in Blutgefäïfen gefanden, welche 
dagegen in zahlreichen Organen Mikrokokkenhaufen (Streptokokken) 
enthielten, die besonders reichlich auch in der Milz vorhanden wa- 
ren, deren Schwellung offenbar wesentlich von ïhnen abhing. 

Es lag also eine primäre Milzhrandpustel der Haut vor und 
eine primäre Intestinalaffection, von der aus die Bacillen sich zwar 
auf dem Lymphwege zu den Lymphdrüsen, nicht aber auf dem 
Blutwege verbreitet hatten, während eine wesentlich auf dem Blut- 
wege verbreitete Streptokokkeninfection nebenher ging. 

Woher die Intestinalaffection? Die Infection kann nicht gleich- 
zeïtig mit derjenigen der Haut entstanden sein, da die Annahme 
einer Incubation von fast 14 Tagen nicht zulässig erscheint, es 
kann sich daher nur darum gehandelt haben, daB entweder erst 
im Verlaufe der Erkrankung der Patient selbst nach Kratzen an 
der sehr juckenden Pustel, in welcher während des Lebens Bacillen 
nachweïisbar waren, Bacillen in seinen Verdauungskanal befôrderte 
oder daf aus ursprünglich angespritztem und eingetrocknetem Milz- 
brandblut Bacillen bezw. mittlerweile gebildete Sporen derselben 
nachträglich auf irgend eine Weïse in die Verdauungswege ge- 
langten. — 

Ueber die im Institute angestellten Untersuchungen über 
Schleimgewebe und die daraus hervorgegangene Dissertation von 
C. Arndt, Ueber normales und pathologisches Schleim- 
gewebe mit besonderer Berücksichtigung der Bla- 
senmole, 1895, habe ich schon früher in den Güttinger Nach- 
richten, M. 1895, Hft. 2 berichtet. — 

Die letzte Arbeit aus dem Berichtsjahr, L. Pannenborg, 
Ueber das Carcinom des Ductus thoracicus, 1895, gibt 
eine Besprechung der wenigen bis jetzt bekannten Fälle von Krebs 
des Brustganges im Anschluf an eine neue, ganz ungewühnliche 
Beobachtung. Ein grofer Krebsknoten der Magencardia hatte zu 
ausgebreiteter krebsiger Umwandlung der abdominalen Lymph- 
knoten geführt mit mächtiger Chylusstauung im Mesenterium und 
Dünndarm. Der Ductus thoracicus tritt etwas unterhalb des Hia- 
tus aorticus des Zwerchfells zur rechten Seite der Aorta als freier 
Strang, an Dicke im Durchmesser etwa 7 mm betragend, heraus 
aus dem Convolut der retroperitonealen Lymphknoten. Von hier 
bis zur Einmündung in die Vene verläuft er etwas geschlängelt 
in einer Länge von ca. 24.5 em. Von unten herauf frei zu legen 
ist er zunächst in einer Länge von 7 em, dann verläuft er auf 
einer gleich langen Strecke Weges an stark vergrüfierten carcino- 
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matôsen Lymphknoten des hinteren Mediastinums entlang, sich 
ihnen eng anschmiegend und theïlweise untrennbar mit ihnen ver- 
bunden bezw. durch ein Packet derselben hindurch, ohne daf es 
gelingt ibn frei zu legen. Aus diesen Lymphknoten tritt er her- 
aus mit einem Durchmesser von 6 mm; neben ihm läuft, aus den- 
selben Lymphknoten sich entwickelnd, ein anderes ebenfalls mit 
festen Massen gefülltes Lymphgefäf von 2—3 mm Dicke, welches 
sich nach Verlauf von 2,5 em mit dem Hauptstamm des Ductus 
vereinigt. Von hier an bis zum Ende ist der Ductus vollständig 
frei zu legen; zunächst ist er noch einfach in einer Länge von 
5 em, dann doppelt auf einer Strecke von 2,5 cm, um die letzte 
Strecke von 4 em bis zur Einmündung in die Vene wieder einfach 
zu verlaufen, an Dicke etwas abnehmend. In seinem ganzen Ver- 
lauf ist der Gang mit gelben, brôcklig zerfallenden Massen gefüllt ; 
an seiner Mündung ragt ein gelbgrauer hirsekorngro$er Carcinom- 
pfropf frei in das Lumen der Vene hinein. 

Mikroskopisch ist nicht ein krebsiger Thrombus vorhanden, 
sondern von der Wand, die selbst frei von Krebs ist, spannen sich 
bindegewebige, unter einander zusammenhängende Septa von ver- 
schiedener Dicke durch die Lichtung, einzelne Fächer, gewisser- 
mafen gro$e Krebsalveolen bildend, in welchen krebsige Zellen- 
massen liegen, die zwar meist necrotisch und im Zerfall sind, aber 
stellenweise doch noch sehr deutlich sich als zu adenomatôüsen Bil- 
dungen zusammengelagerte Cylinderzellen erwiesen, somit ein Bild 
gebend wie der Primärtumor, welcher als Adenocarcinoma cylindro- 
cellulare bestimmt wurde. 

Im Anschlufi an diesen Fall berichtet P. einiges Grenauere 
über einen früher beobachteten Krebs des Ductus thoracicus, des- 
sen ich in meinen Lehrbüchern Erwähnung gethan habe, und 
welcher sich sehr wesentlich von dem neu beobachteten dadurch 


unterscheidet, daB der Krebs in der Wand und zwar zum Theil 


in zottenartigen Wucherungen der Intima sa8. 

Endlich wird auch noch ein 8. Fall mitgetheiïlt, bei dem leider 
der Ductus thoracicus nicht untersucht werden konnte, der aber 
infolge krebsiger Entartung der abdominalen Lymphdrüsen bei 
Magencarcinom eine noch viel stärkere Stauung in den Chylus- 
gefäBen des Mesenteriums und Darms darbot, als der erste. Es 
war 83 Wochen vor dem Tode eine Laparotomie versucht, aber 
wegen Unausführbarkeit der Exstirpation des Tumors der Bauch 
alsbald wieder zugenäht worden. Bei der Sektion fand sich der 
Bauch stark aufgetrieben, an der Laparotomiewunde 2 eiterige 
Stellen. Aus der Bauchhôhle entleerten sich mehrere Liter einer 
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gelblichen, mit mäfig reichlichen Flocken untermischten klaren 
Flüssigkeit, am Peritoneum zeigten sich aber keine ausgesprochenen 
Zeïichen von Entzündung. An einer Anzahl Dünndarmschlingen 
ist ein ausgedehntes Netz gelber fadendicker Stränge, den Chy- 
lusgefäfen entsprechend, zu sehen; die Darmwand ist hier ganz 
bedeutend verdickt, von trüber Flüssigkeit durchtränkt, gelb ge- 
fleckt durch Durchschnitte von ChylusgefäBen, die mit retinirtem 
Chylus gefüllt sind. Mikroskopisch sah man eine Infiltration durch 
gelapptkernige Zellen und ein Fibrinfädennetzwerk in der Submu- 
cosa, sowie zahlreiche Kokkenhaufen: Phlegmone in einem durch 
Chylusstauung veränderten Darm. — 


Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 


Von 
À. Hurwitz in Zürich. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 19. Oktober 1895.) 


In der vorliegenden Arbeit gebe ich eine neue Begründung 
der Idealtheorie, deren wesentliche Momente die folgenden sind. 
Zunächst wird der Nachweiïs geführt, daf sich die Ideale eines 
Kôrpers auf eine endliche Zahl von Classen vertheïilen, wenn man 
aequivalente Ideale in dieselbe Classe, inaequivalente in verschie- 
dene Classen rechnet. Dieser Nachweïis gelingt leicht auf Grund 
eines Hülfstheoremes (No. I), das sich durch eine Verallsemeinerung 
des Ansatzes ergiebt, auf welchem das bekannte Euclidische Di- 
visionsverfahren zur Bestimmung des grôBten gemeinsamen Theiïlers 
zweler rationalen ganzen Zahlen beruht. Nachdem die Endlichkeït 
der Zahl der Idealclassen festgestellt ist, ist es dann nicht schwer, 
zu zeigen, daB eine geeignete Potenz jedes Ideales ein Hauptideal 
ist, und hieraus ergeben sich weiter durch einfache Schlüsse die 
fundamentalen Sätze der Theorie. Man erkennt, daf diese Be- 
gründung der Idealtheorie, insofern bei ihr das erwähnte Hülfs- 
theorem einen wesentlichen Hebel der Untersuchung bildet, sich 
darstellt als Verallsemeinerung der elementaren, auf dem Euclidi- 
schen Divisionsverfahren beruhenden Begründung der Theïlbarkeïts- 
gesetze im Gebiete der rationalen ganzen Zahlen. 

Wegen der grundlegenden Begriffe verweise ich auf Artikel IT 
meiner Note ,Ueber die Theorie der Ideale“ (diese Nachrichten, 
1894, No. 4), wo man dieselben in der Form zusammengestellt 
findet, in welcher ich sie den folgenden Betrachtungen zu Grunde 
Jege. 

1e 
Es sei Æ ein algebraischer Zahlenkôrper nt Grades; ferner 


(1: MAR PRO 
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eine Basis der ganzen Zahlen dieses Kürpers. Jede Zahl x des 
Kôrpers ist dann darstellbar in der Form 
LE GO ++": 0,0, 

WO €,,C,...€, rationale Zahlen bezeichnen, welche die ,Coordi- 
naten“ von æ heifen mügen !). 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Bezeichnet x eine beliebige Zahl des Kôrpers X, 
so lassen sich die ganzen Zahlen 4,,4,,24,,...4, des- 


selben Kürpers so bestimmen, da von den Normen 
der Zahlen 


2—2,, 22—2,, 8%—2,,... mt —A, 


mindestens eine absolut genommen kleiner als 1 ist. 
Dabei bedeutet m eine positive ganze Zahl, die aus- 
schlieflich von dem Kürper Æ abhängt. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf bekannten Dirichlet- 
schen Pincipien ?). 

Man verstehe unter # eine beliebige positive ganze Zahl und 
bestimme für 

tes CEE 2 ak" 
die ganzen Zahlen uw, des Kôürpers Æ so, dal die Coordinaten jeder 
einzelnen der Zahlen 
ra, 


zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen, die untere Grenze 0 ein- 
geschlossen, die obere 1 ausgeschlossen. Das Intervall O0 ...1 zer- 
lege man nun in die £ Theïlintervalle 


MR RME ET LM 
k' k KR’ 


wobei zu dem einzelnen Theïlintervall die untere, aber nicht die 
obere Grenze zu rechnen ist. Die »# Coordinaten jeder Zahl 
rx—w, vertheilen sich in bestimmter Weise auf die # Theilinter- 
valle, und zwar sind für diese Vertheilung 4" Môglichkeiten vor- 
handen. Die Anzahl der Zahlen r4—w, beträgt aber 4"+1. Daher 
muB mindestens zweien dieser Zahlen ein und dieselbe Ver- 


0. 


1) Wegen der Terminologie vgl. Dedekind, Supplement XI zu Dirich- 
let’s Vorlesungen über Zahlentheorie (Braunschweig 1894). 

2) Lejeune Dirichlet, Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre 
von den Kettenbrüchen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zahlen, 
Werke, Bd. I, S. 635 oder Berichte der Kgl. preufischen Akademie der Wissen- 
schaîften, Jahrgang 1842. 
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theilung der Coordinaten auf die Theïlintervalle entsprechen. 
Bildet man die Differenz dieser beiden Zahlen, so erkennt man: 

Die Zahl r aus der Reïhe 1, 2,...#%* und die ganze Zahl 4, 
des Kürpers X lassen sich so bestimmen, daf die Coordinaten der 
Zahl rx—2, absolut genommen kleiner als - sind. Die Norm 
dieser Zahl rx—wu, ist dann absolut genommen offenbar kleiner als 
D 0 C eine nur von der Basis ©,, w,, ... w, abhängende positive 
Zahl bezeichnet. 


Wählt man nun 4 VC und nimmt dann »m — #", so erkennt 
man die Richtigkeit des oben aufgestellten Satzes. 


TE 


Es sei a ein Ideal im Kôrper K. Ferner sei « eine in «a ent- 
haltene, nicht verschwindende Zahl von môüglichst kleiner Norm, 
d. h. die Zahl « soll so beschaffen sein, daf es keine nicht ver- 
schwindende Zahl im Idéal a giebt, deren Norm absolut genommen 
kleiner wäre, als der absolute Betrag von N (œ). Wendet man 


: a ; 
nun den Satz von No. I auf die Zahl æ — —— an, wo «' eine be- 
e 


liebige Zahl des Ideals à bezeichnet, so ergiebt sich, daf bei ge- 
eigneter Bestimmung der ganzen Zahlen 4,,4,,...4, von den 
Normen der Zahlen 


a'—Aa, 2x'—},a, 3x —À,a, ... me —A,0 


mindestens eine, etwa N(ra'—1,a), absolut genommen kleiner ist, 
als | N(a)|. Da aber r«!—2.« eine Zahl des Ideales a ist, so muf 
ra'—A,x — 0 sein. Es ist folglich ra’ und umsomehr pa, wo 


p.28..." 


ist, durch & theïlbar. Bildet man daher das Ideal p.a, welches 
aus allen mit p multiplicirten Zahlen des Ideales a besteht, so ist 
jede Zahl dieses Ideales durch « theïlbar. Man hat also 


p.a — a ,.C, 


wo € ein Ideal bedeutet, welches die Zahl p enthält, weil in p.a 
auch die Zahl pa vorkommt. Zwei Ideale a und a’ môügen nun, 
wie üblich, einander aequivalent heïfen, wenn die ganzen, nicht 
verschwindenden Zahlen w, w' des Kürpers XÀ so bestimmt werden 
kônnen, daf 
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ist. Dann läft sich das ErgebniB der vorstehenden Betrachtung 
so aussprechen: 

Jedes Ideal a ist aequivalent einem Ideale, zu dessen Zahlen 
auch die Zahl p gehôürt. 

Da nun die Anzahl derjenigen Ideale, denen die Zahl p an- 
gehürt, endlich ist!) so folgt hieraus weiter: 

»Jedes Ideal a ist einem von einer endlichenAn- 
zahl von Idealen 

CC sente 
aequivalent“. 

Die Ideale c,, c,, ...c, dürfen offenbar unter einander inaequi- 
valent vorausgesetzt werden. ÆEs bezeichnet dann k die Anzahl 
der Classen, in welche die Ideale zerfallen, wenn man aequivalente 
Ideale in dieselbe Classe, inaequivalente in verschiedene Classen 
rechnet. 


ILE 
Ist à ein beliebiges Ideal, so kommen in der Reïhe 
TT he 


zwei aequivalente Ideale vor, da es nur } inaequivalente Ideale 
giebt. Es ist also für geeignete Werthe der positiven ganzen 
rationalen Zahlen 7 und s 


(1) mare oo te 
wo &',@” ganze nicht verschwindende Zahlen des Kürpers X be- 
deuten. Aus der Gleichung (1) folgt, da 8 =. 


Zahl und daf «° gleich dem Hauptideal (w) ist. 
Um dies einzusehen, setze man 


= o eine ganze 


a” TS (C2 CL St a), 
d = (Ba Be. Bi). 
Der Gleichung (1) zufolge lassen sich nun die Produkte 


(2) OÙ, OU, 00 UE; 


4 


linear und homogen mit ganzzahlig algebraischen Coefficienten 
durch die Zahlen «,, «,,...«, darstellen. ŒÆEliminirt man die letz- 
teren Zahlen, so erhält man eine Gleichung für w, welche & als 
ganze Zahl erkennen läft. Weiter ergiebt sich nun leicht, daf 


1) Vgl. meine oben erwähnte Note ,Ueber die Theorie der Ideale“, No. IT 
am Schluf,. 
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jede der Zahlen 8, B,, ... B, durch © theïlbar ist, daf also 


Be. D = @(Y5 Ym eV) 
ist, WO Yi Vorcre Pr ganze Zahlen bedeuten. In der That, wenn 
irgend eine der Zahlen 8, B,, ... B, bezeichnet, so lassen sich nach 
Gleichnng (1) die Produkte i 
Ba, Ba,, ... Ba, 


linear und homogen mit ganzzahlig algebraischen Coefficienten 
durch die Produkte (2) darstellen. 
b 


Die Elimination von «,, «,,...æ, läBt wiederum ee als ganze 
Zahl erkennen. 

Endlich folgt nun aus der Gleichung 

(4) ù — a" (ps LÉTERE Vi) 

die sich durch Combination von (1) und (3) ergiebt, daf die Zahlen 
œ,, @,, ... «, linear und homogen darstellbar sind durch eben die- 
selben Zahlen mit Coefficienten, die dem Ideale (y,, y,,...7,) ange- 
hôren. Die Elimination von «,, «,,... a, lehrt, daB die Zahl 1 in 


letzterem Ideale enthalten und dieses Ideal also mit dem Haupt- 
ideal (1) identisch ist. Nach Gleichung (3) ist daher 

a = (o), 
und damit die oben aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Grestützt auf die Thatsache, daB jedes Ideal à durch Multipli- 
cation mit einem geeigneten Ideale (a) in ein Hauptideal ver- 
wandelt werden kann, beweist man nun ohne Schwierigkeit die 
beiden Sätze, welche die Theïilbarkeïtsgesetze im Grebiete der Ideale 
resümiren, nämlich: 

1) Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, daf 
zu den gegebenen Idealen a, b ein Ideal c gefunden werden kann, 
welches die Gleichung a = bc befriedigt, ist die, daB jede Zahl 
des Ideales a auch dem Ideale b angehôrt. 

2) Jedes von dem Hauptideal (1) verschiedene Ideal ist auf 
eine einzige Weise in der Form p,.p,...p, darstellbar, wo bp, 
p,, ... pb, Primideale bezeichnen. 

Es môüge noch erwähnt werden, daf — wie man durch be- 
kannte Schlüsse zeigt — der kleinste Exponent s, für welchen a’ 
ein Hauptideal wird, ein Divisor der Classenzahl X ist. 


IV, 
Bei dem eigenthümlichen Gange der soeben skizzirten Be- 
gründung der Idealtheorie ist es an sehr früher Stelle (insbesondere 
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vor Einführung des Begriffs eines Primideales) müglich, den Satz 
von der ÆExistenz eines grüften gemeinsamen Theilers ganzer 
algebraischer Zahlen !) nachzuweisen. Da dieser Satz in der unten 
folgenden Abhandlung eine wichtige Rolle spielt, so müge er hier 
in Kürze abgeleitet werden. 

Es seien «@,,«,,...æ, nicht sämmtlich verschwindende ganze 
algebraische Zahlen, Æ ein algebraischer Kürper, in welchem 
diese Zahlen enthalten sind (z. B. der Kôürper, der von allen ratio- 
nalen Functionen von «,, «,, ...a, gebildet wird.) Man betrachte 
im Kürper X das Ideal 


He (ss LÉTEEE a,) 
und bilde eine Potenz von a, welche eine Hauptideal wird: 
tt (0). 


Die Ai" Potenzen von «,, «,,...«æ, sind dann durch æ, die Zahlen 
selber also durch 


Vo — Ô 
theilbar. Ferner ist 
DE (EACR ETES a); 


wo die rechte Seite eine ganze homogene Function ht* Grades 
von «,, &,, .. &, ist, deren Coefficienten ganze Zahlen des Kürpers 
K sind. Aus dieser Gleichung geht hervor, da x in © — 6”, 
also x in Ô aufgeht, wenn x einen gemeinsamen Theiler von 
&,, &,, ... &, bezeichnet. Die gemeinsamen Theiler von «,, «,,... 4, 
stimmen daher vüllig überein mit den Theïilern der Zahl à. Da 
endlich die Gleichung © — G,(«,, «,,...a,) in die Gestalt 


à — pi +ab; + ie +a,b, 


gesetzt werden kann, wo B,, B,, .. B, homogene Functionen (k—1)*" 


Grades von «,, &,, ... «, bezeichnen, deren Coefficienten ganze Zahlen 
des Kürpers X sind, so kann man folgenden Satz aussprechen: 
Sind &,«,,...aæ, nicht sämmtlich verschwindende 


ganze algebraische Zahlen, so giebt es eine ganze 
algebraische Zahl d, deren Theiler genau überein- 
stimmen mit den gemeinsamen Theilern von «,,&,,...a,. 
Bezeichnet K einen die Zahlen «,,«,...a, enthalten- 
den Kürper, k einen geeigneten Exponenten (2. B. die 
Classenzahl des Kôürpers Æ), so kann man die Zahl 


o, welche offenbar nur bis auf Einheitsfactoren be- 


1) Dedekind, 1, c. p. 577. 
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stimmtist, so annehmen, da 
d — Cu a 2 2m 1 dr A 


ist, unter B,,B,,...B, ganze durch 0" theilbare Zahlen 
des Kôrpers X verstanden. 


= 


Ve 


Es môge schlieBlich hier noch der Beweis eines Satzes mit- 
getheilt werden, der in der unten folgenden Abhandlung An- 
wendung findet. Der Satz lautet wie folgt: 

Sind «, B,y drei ganze Zahlen des Kôrpers K, von 
welchen die erste &« nicht verschwindet, so läft sich 
die ganze Zahl 4 desselben Kôrpers so bestimmen, 
daf das Ideal (a, 8,7) gleich dem Ideale (x, B+4y) ist. 

Der Satz leuchtet unmittelbar ein, wenn 8 oder y gleich Null 
ist und braucht also nur unter der Voraussetzung bewiesen zu 
werden, daf die drei Zahlen @, B,y von Null verschieden sind. 
Unter dieser Voraussetzung ist 


(œ) — a, (B) = D, (7) — , 
wo D das Ideal («, B,7y) bezeichnet und die Ideale a, b,c nicht 


durch ein und dasselbe Primideal theilbar sind. 
Ist nun erstens a das Hauptideal (1), so hat man 


D — (a, B,y) — (a) — («, B), 
und es genügt also in diesem Falle 2 = 0 zu setzen. 

Ist zweïitens a nicht gleich (1), so sei hp irgend ein in a auf- 
gehendes Primideal und p* die hôchste Potenz von bp, die in d 
aufgeht, wobei 4 — 0 und p* — (1) zu setzen ist, wenn bp nicht 
in à aufgeht. Man verstehe nun unter 4° die Zahl 0 oder 1, je 
nachdem (8) durch p“*' nicht theilbar oder theilbar ist. Da im 
Jetzteren Falle y nicht = 0 nach dem Modul p‘"* ist, weil sonst 
a, b,c den gemeinsamen Factor bp hätten, so leuchtet ein, daf die 
Zahl 8 + 4%. wohl = 0 ist nach dem Modul p*, nicht aber nach 
dem Modul p*. Man bestimme jetzt die Zahl À nach der Maë$- 
gabe, daB für jedes der in a aufgehenden Primideale p 


à = 1% (mod, p**) 


wird. Keines dieser Primideale p geht dann in dem Hauptideal 
(B + Ày) in hôherer Potenz auf, als dasselbe in d als Factor ent- 
halten ist. Daher hat man 


(B+A7 — db! 


| 
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wo D’ durch keïin in a aufgehendes Primideal theilbar ist. Folg- 
lich ist 

(a, B+ 47) = D — (or, B, y). 
Durch wiederholte Anwendung des soeben bewiesenen Satzes er- 
hält man den allsemeineren Satz: 

Sind «, B, y, d,...6 irgend welche ganze Zahlen des 
Kôrpers ÆX, von welchen die erste « nicht verschwin- 
det, so lassen sich die ganzen Zahlen À,u,...o des 
Kôrpers so bestimmen, daf das Ideal («, 8,7, à,... 6) 
gleich dem Ideale («, 8 + Ày + uô + :-:+ of) ist. 

Aus diesem Satze geht unmittelbar hervor, daB jedes Ideal 
als grüfter gemeinsamer Theïiler zweier Hauptideale dargestellt 
werden kann. (Dedekind, L c. p. 559.) 

Faft man die Zahlen y, 0,...6 zu dem Ideale (y, à, ... ê = € 
zusammen, so erkennt man, daB der Satz auch in folgender Form 
ausgesprochen werden kann: 

Bezeichnet d den grôBten gemeinsamen Theiler 
der Ideale (a), (B),c, so 1äBt sich die Zahl y des Ideales 
c so bestimmen, daf das Ideal (« B+7y) gleich dem 
Ideale à ist. 


Zürich, im August 1895. 
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Die unimodularen Substitutionen in einem 
algebraischen Zahlenkôrper. 
Von 
A. Hurwitz in Zürich. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 19. October 1895. 
Bei den folgenden Untersuchungen bediene ich mich einiger 


abkürzenden Bezeichnungen, die ich hier voraufschicke. Wenn 
zwischen den Zahlenpaaren x, y und z',y" die Gleichungen 


d'= «x + Py 
©) re dy 
bestehen, so sage ich, daB durch die Substitution oder Trans- 
formation 
_ (a B 
a Fe A 


das Zahlenpaar x,y in das Zahlenpaar 2’, y' übergeht, oder auch 
daf die Substitution S das erstere Zahlenpaar in das letztere 
überführt. Die Gleichungen (1) werde ich auch wohl symbolisch 
durch 

(2) (a, y) = 5(e,9) 


andeuten. Die Zusammensetzung der Substitutionen 


és a, B rai a, B; 
s= (5), s, = (7h) 


geschieht nach der Formel 


3 — au, + BY: ap, + Là 
@) . Ce +07,, yB + 00: 


D.h. wenn neben den Gleichungen (2) die Gleichungen 
(&,y) = S,(x,, y) 
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bestehen, so ergiebt die Elimination von +, y 


(&',y) = ss, (9) = Ta, VAR 
wo T die auf der rechten Seite der Gleichang (3) stehende Sub- 
stitution bezeichnet. 

Im Folgenden wird es sich vorzugsweise um die ganzzahligen 
unimodularen Substitutionen in einem algebraischen Zahlenkôrper Æ 
handeln, d.h. um diejenigen Substitutionen S, deren Coefficienten 
a, B,y, 0 ganze Zahlen des Kürpers Æ sind und deren Determinante 
ad—ÿBy —= 1 ist. 

Diese Substitutionen bilden, wie ein Blick auf die Zusammen- 
setzungsformel (3) lehrt, eine Gruppe G. Ebenso wie in dem Falle, 
wo der Kôürper À der Kôrper aller rationalen Zahlen ist, mügen 
auch allgemein zwei Zahlenpaare ,aequivalent“ heïifen, wenn das 
eine durch eine Substitution der genannten Gruppe in das andere 
übergeht. Desgleichen werden zwei Zahlen z und z’ aequivalent 
genannt, wenn die Gleichung 


; oz + 
2 — 
ve + Ô 


durch vier ganze Zahlen des Kôrpers X, welche der Bedingung 
aô — By — 1 genügen, befriedigt werden kann. Der Begriff der 
Aequivalenz ist hiernach erst dann vüllig bestimmt, wenn der 
Kürper À gegeben ist. Man würde daher genauer von der Aequi- 
valenz ,bezüglich des Kürpers X* zu sprechen haben. Doch darf 
dieser Zusatz, ohne daB dadurch ein MiBverständni8 zu befürchten 
wäre, fortbleiben, da der ganzen folgenden Untersuchung ein und 
derselbe (übrigens beliebige) algebraische Zahlenkôürper X zu Grunde 
liegt. 

Die Untersuchung der Gruppe G der unimodularen Substitu- 
tionen in einem algebraischen Zahlenkôrper X hat sowohl ein 
zahlentheoretisches wie ein functionentheoretisches Interesse. Ich 
brauche dieses nicht weiter auszuführen, sondern kann mich damit 
begnügen, auf die ausgezeichneten Arbeiten der Herren Fricke 
und Bianchi zu verweisen')} Bei Herrn Fricke steht das 
fanctionentheoretische Interesse voran; es handelt sich bei ihm um 


1) Fricke’s hier in Betracht kommenden Abhandlungen finden sich in den 
Bänden 38, 39, 41, 42 der mathematischen Annalen, in Bd. 17 der Acta mathe- 
matica und in diesen Nachrichten von den Jahren 1893, 1894, 1895. Von Bianchi 
sind fünf Abhandlungen zu nennen, die in den Bänden 38, 40, 42, 43 der mathe- 
matischen Annalen und in den Annali di matematica (Maïland 1895) erschienen 
sind, 


23* 
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gewisse Untergruppen der Gruppe G von speciellem Charakter. 
Herrn Bianchis Arbeiten haben einen mehr zahlentheoretischen 
Charakter und beziehen sich vorzugsweise auf den Fall, wo Æ ein 
imaginärer quadratischer Kürper ist. 

Das Hauptresultat meiner hier vorliegenden Arbeit, die rein 
zahlentheoretischer Natur ist, ist in dem Satze enthalten, daf die 
Gruppe G stets eine endliche Basis besitzt, d.h. da8 es eine end- 
liche Zahl von Substitutionen der Gruppe G giebt, aus welchen 
sich alle Substitutionen dieser Gruppe durch Zusammensetzung 
erzeugen lassen. Dieses allæemeine Resultat findet in einer grüfe- 
ren Reïhe von speciellen Fällen durch die Untersuchungen des 
Herrn Bianchi seine Bestätigung. 


$ 1 Aequivalenz der Zahlenpaare und Zahlen des 
Kôürpers X. 


Es seien 4,u und 4’,w’ zwei Paare ganzer Zahlen des Kôürpers 
K. Die Zahlen eines Paares sollen nur der Bedingung genügen, 
nicht beide zu verschwinden. Mit anderen Worten: wir setzen 
voraus, da nicht gleichzeitig À = uw — 0 oder 4 = uw — 0 sei. 
Sind die Zahlenpaare 4,u und 4',u’ aequivalent, so ist klar, daf 
die beiden Ideale (4, uw) und (4, uw”) einander gleich sind. Denn jede 
Zahl © + mu des ersten Ideales ist auch eine Zahl w'4'+mu' des 
zweiten Ideales und umgekehrt. Nun künnen wir aber zeigen, daf 
die Aequivalenz der Zahlenpaare 2, uw und 4, u' nicht nur hin- 
reichend sondern auch nothwendig für die Gleichheit der Ideale 
(4, u) und (4',u') ist. Das heïft, es gilt der 

Satz: Wenn die beiden Ideale (4, u) und (1',u') ein- 
ander gleich sind, so sind die Zahlenpaare À, u und 
L',u' einander aequivalent. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daB aus der Gleichheït 
der Ideale (4, u) und (4, w') hervorgeht, daf der grôfite gemein- : 
same Theïler 8 der beiden Zahlen 4,u zugleich der grôfite gemein- 
same Theiler der beiden Zahlen 4’, u' ist. Wir dürfen ferner an- 
nehmen, da$ zwei Gleichungen der Grestalt 


d — À +6, 
FL do +u'6’ 
bestehen, wo @, 6, 9’, 6! ganze Zahlen des Kürpers Æ bezeichnen, 


die sämmtlich durch 0" theilbar sind’). Dies vorausgeschickt, bil- 
den wir die beiden unimodularen Substitutionen (mit gebrochenen 


1) Vgl. No.IV der vorstehenden Abhandlung, 


das Zahlenpaar À,uw in 4',u 
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Coefficienten) 
6 6! 
4, + CRE 
D 22 Fo SA 
u; o?. He . 


Durch die Substitution À geht das Zahlenpaar (1, 0) in (4, w), durch 
die Substitution R' dagegen in (4',w'’) über. Daher führt die Sub- 
stitution 


S' = k'.RT 
oder 
L'o+uos' Z'6—26! 
CRE EL 
S — Galet PT ! ! 
Uo—ue uos+io 
0”? 7 0* 


! über. Die Coefficienten von S sind 


aber offenbar ganze Zahlen des Kôrpers Æ. Aus dem soeben be- 
wiesenen Satze ergiebt sich leicht die Bedingung für die Aequiva- 
lenz irgend zweier Zahlen des Kürpers X. Jede Zahl x des Kür- 
pers À läft sich auf die Form bringen 


wo À und uw zwei nicht gleichzeitig verschwindende ganze Zahlen 
des Kürpers Æ bezeichnen. Diese Darstellung der Zahl x ist natür- 


à À e- 10 . 
lich auf verschiedene Weisen müglich, da z.B. " = Fe ist, Wo 


œ eine beliebige nicht verschwindende ganze Zahl des Kôrpers K 
bedeutet. Wenn nun 


eine zweite Darstellung derselben Zahl x ist, so bestehen die 
Gleichungen 
1, = @à, u, = ou, 

wo o eine nicht verschwindende (ganze oder gebrochene) Zahl des 
Kôrpers Æ bezeichnet. Daher sind die beiden Ideale (4, u) und 
(4,, m) einander aequivalent. Stellt man also eine Zahl x des 
Kürpers X als Quotient zweier ganzen Zahlen des Küôrpers dar, 
so ist die Idealclasse, in welche das aus Zähler und Nenner des 
Quotienten gebildete Ideal gehôrt, nur von der Zahl x, nicht von 


ïhrer besonderen Darstellungsform, abhängig. Zur Abkürzung 


ce PET À. Hurwitz, 


wollen wir sagen, die Zahl x ,gehüre“ in die durch x eindeutig 
bestimmte Idealclasse. Es besteht nun der 

Satz: Zwei Zahlen x und x des Kôrpers sind 
aequivalent oder nicht, je nachdem sie in dieselbe 
oder in verschiedene Idealclassen gehôren. 


! 
Es sei x — _ lies a Sind nun x und x aequivalent, s0 
besteht eine Gleichung der Grestalt 
La _ al +Bu 
uw yl+ôu’ 


wo «0 —By — 1 und «,B,7y,0 ganze Zahlen des Kôürpers K. Folg- 
lich gehôren die Ideale 


(',u') und (ai + Bu, y4+0u) = (4,u) 


in dieselbe Classe. Wenn umgekehrt (4,u) und (4/,u') in dieselbe 
Classe gehüren, so giebt es zwei ganze nicht verschwindende 
Zahlen w,æ' von der Art, daf die Ideale 


œÀ, œu) und (@'4', œ'u' 
u 


eimander gleich sind. Folglich giebt es nach dem oben bewiesenen 
Satze eine unimodulare Substitution 


ce a, B 
Re é ; 
durch welche das Zahlenpaar ©1, œu in w'4', œ'u' übergeht. Man 
hat dann 
SE ox + 6 
yx + d” 


Der hiermit bewiesene Satz lehrt insbesondere, da die Anzahl der 
inaequivalenten Zahlen des Kôrpers Æ genau so gro ist, wie die 
Anzahl der Idealclassen. 

Für den Fall eines imaginären quadratischen Kôrpers ist dieser 
Satz schon von Herrn Bianchi aufgestellt und bewiesen worden!). 


$ 2 Congruenz-Untergruppen. 


Wir bedürfen für unsere Untersuchung einiger Sätze über ge- 
wisse Untergruppen der Gruppe G der unimodularen Substitutionen 
im Kôürper K. Diese Sätze sollen hier in einem etwas weiteren 


1) Mathematische Annalen, Bd. 40 pag. 337—342. 
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Umfange, als es für unseren Zweck erforderlich würe, abgeleitet 
werden, da dieselben an sich von Interesse sind. Wir schicken 
voraus, daf in diesem Paragraphen unter einer Substitution schlecht- 
hin immer eine Substitution zu verstehen ist, deren Coefficienten 
ganze Zahlen des Kôürpers Æ sind. Es sei nun a ein beliebiges 
Ideal im Kürper X. Wir wollen dann zwei Substitutionen 


ne a, B L f sl 
s = (1) S = (5 


congruent nennen nach dem Modul a, in Zeichen 
S = S'(mod. a), 
wenn die Congruenzen 
a=a, B=$, y =7y, Ô = 0 (mod.a) 
bestehen. Zunächst soll es sich darum handeln, die Anzahl der 
mod. a incongruenten unimodularen Substitutionen zu bestimmen. 
Zu dem Ende beweisen wir zuerst den 

Satz: Sind @,, 8; Yo % ganze Zahlen des Kürpers K, 

welche die Bedingung 

Co do — Bo Yo = (mod. a) 
befriedigen, so giebt es eine unimodulare Substitu- 
tion S, deren Coefficienten «, B, y, Ô der Reiïhe nach 
zu @,, Bo; Yo 9, (mod. a) congruent sind. 

Es seien «!,fBf zwei ganze Zahlen des Kürpers XÀ, die beide 
von Null verschieden sind und bezüglich zu «, und B, (mod. a) con- 
gruent sind. Aus der Voraussetzung folgt dann die Gleichung 

0 Bo = 1+0, 
wo æ eine Zahl des Ideales a ist Daraus geht hervor, dal die 
Ideale (&}), (B:), a keinen gemeinsamen Idealtheïler aufer (1) besitzen. 
Folglich giebt es nach No. V der vorstehenden Abhandlung zwei bez. 
zu a}, B, (mod. a) congruente Zahlen «,B, die keinen gemeinsamen 
Theiler haben (und zwar kann &« — «, genommen werden). Die 
ganzen Zahlen À,u des Kôürpers À künnen nun so gewählt werden, 


dak 
ah—fBu = 1 


ist, während andererseits 
aÔ,— BY = l+0o 
ist, wo w’ eine Zahl des Ideales a bedeutet. Aus den letzten beiden 


Gleichungen folgt | 
| m(—0'4)—B(7—œu) = 1 
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Setzen wir daher schlieflich noch 
y = N—owu, Ô = d,—0w1, 


so ist 
d, (mod. a) 


Il 


=; P = Po 7 = Pa Ÿ 
und zugleich Cu 
ad —By = 1. 


Aus dem soeben bewiesenen Satze geht hervor, daf die Anzahl 
der (mod. a) incongruenten unimodularen Substitutionen genau über- 
einstimmt mit der Anzahl der (mod. a) incongruenten Substitutionen 


S = té 
Vo o, 


welche der Bedingung 
40, —B79 = 1 (mod. a) 


gentügen. Um die letztere Anzahl zu bestimmen, wollen wir zwei 
Substitutionen $ und 
5 = (“4 


! ! 
Vor À 
in dieselbe oder in verschiedene Classen rechnen, je nachdem 


% = Gr Bo = B (mod. a) 


ist oder nicht. Gehüren $S und S’ in dieselbe Classe, so ist offenbar 
S' = T.$ (mod. a), 
wo T'eine Substitution der Gestalt 


in) 


bezeichnet. Aus einer Substitution S entstehen daher die sämmt- 
lichen (mod. à) incongruenten und mit S zur selben Classe gehürigen 
Substitutionen durch Zusammensetzung von S mit den incongruen- 
ten Substitutionen T. Die Anzahl der incongruenten Substitutionen 
einer Classe beträgt also Na), weil @ die Na) incongruenten 
Zahlen eines Restsystemes (mod. a) annehmen kann. Die Anzahl 
der incongruenten Substitutionen S ist daher N(a)-C, wo C die 
Anzahl der Classen bedeutet. Die letztere ist offenbar gleich der 
Anzahl o,(a) der (mod. a) incongruenten Zahlenpaare («,, B,), die 
der Bedingung genügen, daf («,), (8) und a keinen Idealtheiïler 
auBer (1) gemein haben. Die Zahl C = œ,(a) befriedigt, wie man 
leicht erkennt, die Gleichung œ,(a,.a,) — p,(a,)p,(a), so oft a,, a, 
relative Primideale Hedeuten. Daher genügt es y,(p") zu berechnen, 
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unter p ein Primideal verstanden. Nun genügen unter den [N{p')f 
Zahlenpaaren «,, 8, (mod. p*) nur diejenigen nicht der Bedingung, 
daf (x), (8,), p° keinen Theïler gemein haben, für welche sowohl «, 
wie 8, = 0 (mod. ph) sind. Da in einem vollständigen Restsystem 
(mod. p°) sich N{p”) Zahlen finden, die = 0 (mod.p) sind, so hat 
man also 


P\RS k\]2 INR x\72 HR) 
gp) = NEO = (NE 


Hieraus und aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt nun 
schlieflih: Die Anzahl der (mod. a) incongruenten uni- 
modularen Substitutionen beträgt 


: MIN 1 . Lee 
A ete 2 Go 
wobei b,,h,,..p, die verschiedenen in à aufgehenden 
Primideale bezeichnent). 
Die Gruppe G der unimodularen Substitutionen im Kôrper K 
reducirt sich, wenn man ihre Substitutionen nach dem Ideal a als 
Modul betrachtet, auf eine endliche Gruppe G von À Substitutionen 


SONT 


die einzeln den Lüsungen der Congruenz «0 —By = 1 (mod. a) ent- 
sprechen. 


1) Bezeichnet ,(a) die Anzahl der (mod. a) incongruenten Systeme von k 
ganzen Zahlen «, B,...1, welche mit a keinen gemeinsamen Theiler haben, s0 ist 


p,(a) — ra (1- or) wo sich das Produkt auf die verschiedenen in «a 


aufgehenden Primideale p erstreckt. Man hat dann weiter 
À, = [Na pe(a) 45, 


unter À, die Anzahl der (mod. a) incongruenten unimodularen ganzzahligen Sub- 
stitutionen im Kürper Æ bei 4 Variabeln verstanden. Es ist daher 


4 = Don x) mp) + (— x) 


eine Formel, die für Æ — 2 in die Formel des Textes übergeht. 

Wir fügen hier noch eine weitere Anzahlbestimmung hinzu, Man betrachte 
a, b 
€, d 
sind, die der Bedingung ad — bc — A genügen, unter 4 eine gegebene Zahl ver- 
standen. Rechnet man nun zwei Substitutionen Z und 2” in dieselbe Classe, wenn 
2 — SZ ist, wo S eine ganzzahlige unimodulare Substitution im Kôürper Æ be- 
zeichnet, so ist die Anzahl der Classen, auf welche sich die Substitutionen Z ver- 
theilen, endlich, und zwar gleich N(b,) + N(b,)+ ...+ N(b;), wo b,,b,....b 
die verschiedenen in 4 aufgehenden Ideale bedeuten, 


alle Substitutionen Z — ) deren Coefficienten ganze Zahlen des Kürpers K 
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Wir nennen nun eine Untergruppe (U) von G eine zum Ideale à 
gehürende ,Congruenz-Untergruppe“, wenn die Substitutionen von 
(U) durch Congruenzen modulo a charakterisirt werden küônnen. 
Reduciren sich die Substitutionen von (U) nach dem Modul a auf 
die Substitutionen 

S; 8, D 
so bilden diese offenbar eine Untergruppe U, der Gruppe G4, und 
die sämmtlichen À Substitutionen der letzteren sind nach einem 
bekannten Satze von Lagrange in jedem der beiden Schema 


ZS,, Z,5,, .…. 25, ST, S Ti, ... S,T, 
2,5), 2,8, ... 2,$, ST; S,T;; … ST, 
Das PNEUS NE RER ER ER) 2 
210 2, DAS 2,5, FO Re Te PE S,T, 


enthalten, unter Z, Z,,... Z und T,, T,,... T, geeignet gewählte 
Substitutionen verstanden. Da jede Substitution von & einer Sub- 
stitution von (1) und einer von (2) congruent ist (mod. a), so folgt: 
Durchläuft U alle Substitutioneneiner Congruenz- 
untergruppe (U), so erschôüpfen die Substitutionen 


PAPA Pot 


die Gesammtgruppe G, und das Gleiche gilt von den 
Substitutionen 
UTPEUTES SAUT 


Dabei bezeichnen Z,2,,.. Æ und T,, T,,... T, geeignet 
gewählte Substitutionen. 

Die Zahl à, welche der ,Index“ der Gruppe (U) bezüglich der 
Gruppe G heïft, wird folgendermafien bestimmt: Ist % die Anzahl 
der (mod. a) incongruenten Substitutionen U, so hat man 


A 
k 


In der Folge werden wir, was offenbar erlaubt ist, die Sub- 


à —= 


stitutionen Z, und T, stets mit der identischen Substitution É . ZU- 


sammenfallen lassen !). 


1) Die Sätze dieses Paragraphen sind Verallgemeïinerungen bekannter Sätze 
aus der Theorie der unimodularen rational-ganzzahligen Substitutionen. Vel. C. 
Jordan, Traité des substitutions et des équations algébriques, Paris 1870 und 
Klein-Fricke, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, 
Bd. I, Leipzig 1890. 
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$ 3 Eine besondere Classe von Congruenz-Unter- 
gruppen. 
Wir betrachten jetzt eine Substitution 


a b 
Pi dr : d) 
deren Coefficienten a, b, ç, d ganze Zahlen des Kôürpers X sind, die 
nur der Bedingung unterliegen, daf 
| ad—dc = 4 
von Null verschieden sein soll. Diejenigen Substitutionen U der 
Gruppe &, welche die Eigenschaft haben, daf 
HENSAUZ 
eine ganzzahlige Substitution, also wieder eine Substitution von 
G ist, bilden offenbar eine Untergruppe der Gruppe G&. Man er- 


kennt leicht, daf diese Untergruppe eine Congruenz-Untergruppe 
ist. In der That, wenn 


DS ae) 
u, v 
ist, so hat man 
d —b 
1 A4 1e 
ZUE — CANON! #4 Es Li 
6 a ]\,v c, d u',v 
LOTO) 


LA + (ad + yel—uab vb), 
y = + (add + gd 0000, 
ui —= Z(—aac- y tu + ou), 


vo L-(abe—yed + uab + vad). 


Da ad = be (mod. 4) ist, so werden x',y',w',v' ganze Zahlen 
dann und nur dann sein, wenn #, y, u, v den folgenden drei Con- 
gruenzen genügen : 


(&—v)ad + ycd—uab = 0 
(&—v)bd,+ yd°—ub? = 0 (mod. À). 
(œ—v)ac + yc —ua = 0 
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Durch diese Congruenzen sind also die Substitutionen der in Rede 
stehenden Untergruppe vollständig charakterisirt; letztere ist also 
eine Congruenz-Untergruppe. 

Von Interesse ist die Frage nach denjenigen Substitutionen 
Z, deren zugehôürige Untergruppe mit der Gesammtgruppe G zu- 
sammenfällt, die also die Eigenschaft” haben, da8 ZTUZ eine ganz- 
zahlige Substitution ist, unter U eine beliebige unimodulare Sub- 
stitution verstanden. Sind Z und Z Substitutionen von dieser 
Eigenschaft, so auch Z.2Z. Mit anderen Worten: die Substitutio- 
nen Z von dieser Eigenschaft bilden eine Gruppe 1. Jede Sub- 
stitution Z, deren Determinante 4 eine Einheït ist, ist offenbar 
in dieser Gruppe l'enthalten. ÆEbenso jede Substitution der Grestalt 


wo @ eine beliebige von Null verschiedene ganze Zahl des Kôrpers 
X bezeichnet. 

Die genannten Substitutionen und die aus ïhnen zusammen- 
gesetzten erschôpfen die Gruppe 1, wenn der Kôrper X keine 
»Zweiseitigen“!) (ambigen) Ideale enthält, d.h. solche Ideale, die 
selbst nicht Hauptideale, deren Quadrate aber Hauptideale sind. 

Im anderen Falle umfafit die Gruppe I noch andere Sub- 
stitutionen. Ist nämlich (a, c) ein zweiseitiges Ideal, à der grôfite 
gemeinsame Theiler von a und c, der so angenommen werde, da 
0 eine Zahl des Kürpers X ist, so kann man die Gleichung 


ad—bce — 0° 
durch zwei ganze Zahlen d,b des Kôürpers ÆX, die beide durch Ô 


theilbar sind, befriedigen. (Vgl. No. IV der vorhergehenden Ab- 
handlung.) Die Substitution 


gehôrt dann, wie man leicht erhärtet, der Gruppe I an. Sieht 


(ANT 


man allgemein zwei Substitutionen é “ und è . der Gruppe I” 


als nicht verschieden an, wenn zwischen ihnen eine Relation der 


Gestalt 
( A Le (pe de 
CR o'd' 0€, p"d" 


1) Die Terminologie rührt von R. Dedekind her. (Vgl. Dirichlet, 
Vorlesungen über Zahlentheorie, 4. Auflage, pag. 139.) 
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besteht, wo o', 0" zwei von Null verschiedene ganze Zahlen des 
Kürpers X, S eine Substitution im Kôürper K, deren Determinante 
eine Einheit ist, bezeichnen, so gilt der Satz daf die Gruppe T 


auBer der Substitution : à noch so viele verschiedene Substitu- 


tionen enthält, als im Kürper À zweiseitige Idealclassen existiren. 
Da diese Sätze über die Gruppe F bei den folgenden Unter- 
suchungen nicht gebraucht werden, so gehe ich an dieser Stelle 
auf ihre Beweise nicht ein. Ich bemerke nur noch, da für den 
Fall eines imaginären quadratischen Kürpers die Gruppe I mit 
der ,erweiterten“ Gruppe des Herrn Bianchi im wesentlichen 
zusammenfällt ?). 


$ 4 Die Gruppe G”, 


Es seien jetzt 2 und uw zwei ganze Zahlen des Kürpers X. 
Wir bilden die absoluten Beträge der beiden Normen N(4) und 
Nu), welche Zahlen der Reïhe 0, 1, 2, 3,... sind. 

Den kleineren, oder wenn beide gleich sein sollten, den gemein- 
samen Werth dieser beiden absoluten Beträge wollen wir als 
-Rangzahl“ des Paares 1, u bezeichnen. Ist die Rangzahl des 
Paares 1, u gleich Null, so ist eine der beiden Zahlen 4, u gleich 
Null. 

Dies vorausgeschickt, werden wir nun ein gewisses System 
von Substitutionen aufstellen von der Beschaffenheit, daf jedes 
Paar 4, u von nicht verschwindender Rangzahl durch eine geeig- 
nete Substitution des Systemes in ein Paar von kleinerer Rang- 
zahl übergeht. 

Zu dem Ende müge die Zahl »m wie in No. I der vorher- 
gehenden Abhandlung bestimmt werden, so daf die Norm von 
ræ—" absolut genommen kleiner als 1 ist, wenn x eine beliebige 
Zabhl des Kôürpers, r eine gecignet gewählte Zahl der Reïhe 1,2,...m 
und y eine geeignet gewählte ganze Zahl des Kôürpers bezeichnet. 
Die ganze Zahl —» ist nach dem Modul > einer bestimmten Zahl 
e aus einem vollständigen Restsystem (mod.r) congruent, so daf 


ren = r(+0+e 


gesetzt werden kann, unter g eine ganze Zahl des Kürpers ver- 
standen. 

Wir bilden nun für jeden Werth von r = 1, 2,...m ein voll- 
ständiges Restsystem (mod. 7) und mit jedem Individuum @ des zu 


1) Mathematische Annalen, Bd. 42, pag. 33. 
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r gehôürigen Restsystemes die Substitution 


s- (3 
56/2 


wo $, 6 bis auf die Bedingung, dafi r6—0@s nicht verschwinden soll, 
willkürlich zu wählende ganze Zahlen des Kôrpers bezeichnen. 
(Am einfachsten nehmen wir durchgehends s = 0, 6 — 1.) 

Die Anzahl der Substitutionen Z beträgt 


M = 1"+2+... 41m", 


da jedem Werth von r genau r* Werthe 9 entsprechen. 
Ist nun 4, u ein Paar, für welches 


INGIZINGU)|> 0 
ist, so geht dasselbé durch die Substitution 


(e2)(6.1) 
Qu) = (r(A+ug) + ou, s( + ug) + ou) 


über. Da nun 
À, rai À 
NÉ) = AG +0)+e) 


ist, so kann man durch geeignete Wahl der Substitution Z — ï “ 
? 


in das Paar 


<< 1 und also 


und der ganzen Zahl q erreichen, daf E (4 


IN) | <]N(u)| 
wird. — Wenn für das Paar 2, uw nicht die Ungleichungen 


INGQIZIN(u)|=> 0 bestehen, so wird man, falls die Rangzahl 
des Paares nicht verschwindet, |N(u)| = |N(1)|=>0 haben. Es 


geht dann das Paar 4,u durch die Substitution in das 


1x 0 
Paar (—w, 1) über, auf welches die vorstehende Betrachtung An- 
wendung findet. 


Berücksichtigt man noch, da8 jede Substitution Ce À aus den 


2n Substitutionen 


1, Æ ©; . 
oeil C=T2 nn) 
zusammengesetzt werden kann, wo &,,&,,...æ, eine Basis der 


ganzen Zahlen des Kôürpers À bilden, so erkennt man die Richtig- 
keit des folgenden Satzes : 
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Es bezeichne S"® generell eine Substitution der- 
jenigen Gruppe G®, welche durch die 2x +1 unimodu- 
laren Substitutionen 


0, —1 1, ©, 1, — 0, À 
Go) (Gr) Gr) Gus. 
erzeugt wird Ferner bezeichne Z generell eine der 
M Substitutionen 
el 
s, 6 


Ist dann À,u ein Zahlenpaar von nicht verschwinden- 
der Rangzahl, so lassen sich Z und S® so bestimmen, 
da die Norm der ersten Zahl 4 des Zahlenpaares 


ZS°(4,u) = (4,u) 
absolut genommen kleiner ist als die Rangzahl des 
Paares À,u. 
Die Rangzahl des Paares (4, u,) ist sicher kleiner als die 
Rangzahl des Paares (4, u). Denn die erstere ist entweder |N(4,)| 
oder | N(u,)| und zwar | N(u,)| nur dann, wenn | N(u,)| =|N(1,)|. 


85. Die Gruppe G. 


Aus den  Idealclassen des Kôürpers À. entnehmen wir jetzt 


je ein Ideal von môüglichst kleiner Norm — etwa das Ideal (Gi B;) 
aus der 2 Classe — und bilden die  Substitutionen 
(e27) i . 
Tr id CE ET) 


wo die y,, 0, ganze Zahlen des Kürpers Æ bezeichnen, die bis auf 
die Bedingung, daf «,0,—B;,y, von Null verschieden sein soll, will- 
kürlich angenommen werden kônnen. 

Der Hauptclasse der Ideale entsprechend wählen wir 


ep.) mL 0 
= (a) (01) 
Wir wollen nun zunächst einen Hülfssatz beweisen, der sich 
auf die  Substitutionen T, T,,... T, bezieht. Es sei 


__ fa, b 
L=( | 
irgend eine Substitution von nicht verschwindender Determinante. 
deren Coefficienten a, b, c, d ganze Zahlen des Kôrpers X sind, 
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Das Ideal (a, b) ist dann einem der Ideale (&,, 8.), ... («,, B,) — etwa 
dem Ideale («;, B;) — aequivalent, so daf zwei ganze von Null ver- 
schiedene Zahlen œ, Ÿ des Kürpers existiren, welche der Gleichung 
(œ) (ab) = (D) ; CZ B,) 

genügen. Nehmen wir beidérseits «die Normen, so ergiebt sich, 
da (a, B;) ein Ideal müglichst kleiner Norm aus der betreffenden 
Classe ist, 

IN(p)IZIN() 1: 
Ferner ist nach dem Satze des $ 1 

qa = ÿ(4a,+ CB), 

pb — y(Ba,+ DÔ), 


r-(2 


C, D 
eine unimodulare Substitution im Kôrper À darstellt. 
Sei jetzt 4, uw ein beliebiges Zahlenpaar. Dann hat man 


ai +lu) = p((A1+ Bu)a,+ (C2 + Du)B;), 
oder 
pl, Se Va; 


LQu) = (Qu), 
T;,W(, u) ae (4, u) 


wenn man 


setzt. Da nun 
0 
N(1, = |xQ). 29 <|N( 
BON OE EE 
ist, so gilt also der folgende Hülfssatz: 

Jeder beliebigen Substitution L von nicht ver- 
schwindender Determinante im Kôrper K läft sich 
eine der Substitutionen T,, T,,... T, — etwa T, — und 
eine unimodulare Substitution W zuordnen, die mit 
L in folgender Beziehung stehen. Geht ein ganz be- 
liebig gewähltes Zahlenpaar 4,u durch die Substitu- 
tion Lin das Paar (,u,), durch die Substitution TW 
in das Paar 4,,u, über, so ist stets |N(,)|=<]N(,)|. 

Wir wenden diesen Hülfssatz auf jede der M Substitutionen 
E — ki 1) an. Die M unimodularen Substitutionen W, die den 


dl 
Substitutionen Z entsprechen, und ihre inversen W' wollen wir 


zusammen mit den 2n +1 erzeugenden Substitutionen der Gruppe 
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G°® in irgend einer Reïhenfolge mit 
Dons va 0 y 


bezeichnen. Aus dem Satze des vorigen Paragraphen geht dann, 
in Rücksicht auf den Hülfssatz, unmittelbar der folgende neue 
Satz hervor : 

Es bezeichne S° generell eine Substitution der- 
jenigen Gruppe G°, welche durch die unimodularen 
Substitutionen 


Si, Si, +. 8 


erzeugt wird. Ferner bezeichne T generell eine der 
hk den einzelnen Idealclassen entsprechenden Sub- 
stitutionen 


__ [% p, __ [Tes B; __ [an b; . 
je # é s) Fe 2 2) ë a: 3 0 ä à) 

Ist dann À,u ein Zahlenpaar von nicht verschwin- 
dender Rangzahl, so lassen sich T und S° so be- 
stimmen, da die Norm der ersten Zahl 4, des Zahlen- 
paares si 

TS (4, u) — (4, u,) 
absolut genommen kleiner ist als die Rangzahl des 
Paares À,u. 

Die Rangzahl des Paares 1,, u, ist sicher kleiner als die Rang- 

zahl des Paares 4, u. 


$ 6. Die Gruppe G*. 


Es sei jetzt T irgend eine der Substitutionen T,;, T,, ... T,. 
Dieser Substitution T entspricht eine Gruppe (U) von unimodu- 
laren Substitutionen U, die durch die Forderung bestimmt sind, 
daf TUT eine ganzzahlige Substitution sein soll, oder, was das- 


selbe ist, daf die Gleichung 
BAPE MA 


durch eine unimodulare ganzzahlige Substitution V zu befriedigen 
sein sol Nach $ 3 ist die Gruppe (U) eine Congruenz-Unter- 
gruppe der Gruppe G und hat also nach $ 2 in Bezug auf G einen 
endlichen Index #, so da die Gesammtgruppe G aus den Sub- 
stitutionen 

EU AÆUNN EN 
besteht, wo U alle Substitutionen der Gruppe (U) durchlaufen 


Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasso, 1895. Heft 8. 2 
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muf und 2, 2, .. 2, geeignet gewählte Substitutionen bezeichnen. 
Für die Substitution Z, dürfen und wollen wir die identische 


Substitution ne wählen. 
Wir bilden nun die 4.64 Substitutionen 
SET GE 1,2, TEST 


wo S,8,...8,, wie im vorigen Paragraphen, die erzeugenden 
Substitutionen der Gruppe G°% bezeichnen. Da $,Z als ganz- 
zahlige unimodulare Substitution in die (restalt Z,U gebracht 
werden kann, so hat man 


SAT 2 0TE Then 


wo V,, eine unimodulare ganzzahlige Substitution bezeichnet. 
Wir bilden ferner die L.t Substitutionen 


da (CHE M ANNE se ti) 
und bezeichnen mit 
W,5, G—1,2,...h; 9 —1,2,...6t) 


die ihnen nach dem Hülfssatz des vorigen Paragraphen bez. zu- 
zuordnenden unimodularen Substitutionen. 

Die auf diese Weise den À Substitutionen T = T,, T,, ...T, 
entsprechenden Substitutionen W,, und W, und ïhre inversen V;; 


und W;; wollen wir in emer beliebigen Reïhenfolge genommen mit 


", VD, 7 


1° 


LARLAEEE 4 


C 


bez. bezeichnen. Endlich môüge mit G° diejenige Gruppe bezeich- 
net werden, welche durch die Substitutionen 


NES Dr; > Fr SU SU AE 


r7 


erzeugt wird. Dann gilt zunächst der folgende Satz: 

Es seien T und T’ irgend zwei Substitutionen 
der Roihe .T,, T,.…..T;ferner $S®? eine Substitutron 
der. Gruppe G°® und S°. eine solche der Gruppe Ge 
Dann giebt es eine Substition T” aus der Reiïhe 
TT, ...11, und,e6ine SubStitution S'éder Groppescs 
von folgender Eigenschaft. 

Bezeichnet 4,w ein beliebiges Zahlenpaar und ist 


T'SOTS®(A,u) = (4,1), 
T'SP (Au) = (A, w), 
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so ist der absolute Betrag der Norm von 4, nicht 
grôBer als der absolute Betrag der Norm von 4. 
Zum Beweise bemerken wir, daf 


DU D. ..0. 5 


ù 1 
ist, da die Gruppe G® von $,, $,,... S, erzeugt wird. Nun hat 
man aber 
ST = S. ZT = 2 TV, 
1 î1 71 ÿl 
5, a T an 5,2, F,, ET 2,77," 


De ONE TN APT 


ù CET Î k k2 ki? 


T'ZTV, Lcd 7, LA S°(4, u) æÆ (4, u,) 


Wenn nun W die der Substitution T'Z,T zugeordnete Sub- 
stitution der Reïhe W,, W,,... W. bezeichnet und T” eine be- 
stimmte Substitution der Reïhe T,, T,,...T,, so ist nach dem 
Hülfssatz des vorigen Paragraphen 

ING)IZING)|, 
falls 
T'WV,, ... VV, Su) = (uw) 


gesetzt wird. Hiermit ist unser Satz bewiesen, da 
L'APRPMANAONE RCE 


eine Substitution der Gruppe G® ist. Hieran knüpfen wir nun 
weiter den folgenden Satz: 

Ist (Au) ein beliebig gegebenes Zahlenpaar, so 
lassen sich T und S® so bestimmen, daf die Rangzahl 
des Paares 


TS (Au) = (4) 


verschwindet, so da also von den beiden Zahlen 4, u, 
eine gleich Nullist. 
Wir bilden, um diesen Satz zu beweisen, die sämmtlichen 
Zahlenpaare 
TS° (4, u), 


welche entstehen, wenn S% alle Substitutionen der Gruppe G 
und T die Substitutionen T, T,,... T, durchläuft. Unter diesen 
Zahlenpaaren wählen wir ein solches 


TS° (4, u) = (4, u;) 
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aus, welches eine müglichst kleine Rangzahl RÀ besitzt, so daf die 
Rangzahl jedes anderen der betrachteten Zahlenpaare Z R ist. 
Wir zeigen nun, da8 nothwendig R — 0 ist. Angenommen es 
sei R—0, so lassen sich nach $ 5 die Substitutionen T' und S® 
so bestimmen, da die Norm der ersten Zahl À, des Paares 


T'SVTS® (A, u) = (A, 1) 
absolut genommen kleiner als À ist. Wie oben gezeigt, kônnen 
wir also auch T” und S® so bestimmen, daf die Norm der ersten 
Zahl À, des Paares 
T'SP (Au) = (ls u:) 
und folglich der Rang dieses Paares (4,u,) kleiner als R ist. 
Dies widerstreitet aber dem Umstande, daf unter allen Paaren 
TS®(À,u) das Paar (4,,u,) die kleinste Rangzahl besitzt. Folglich 
ist die Annahme, 2 sei grôfier als Null, unzulässig; folglich ist 
10, 

Wir zeigen jetzt, da sich zu einem gegebenen Zah- 
lenpaare À,u die Substitutionen T und S°® so bestim- 
men lassen, daf die erste Zahl 4, des Paares 


TSŸ (A, u) = (Q,,u) 


gleich Null ist. Nach dem, was soeben bewiesen wurde, kün- 
nen jedenfalls T und S® so gewählt werden, daf die Rangzahl 
des Paares 


TS® (A, u) = (uw) 
gleich Null ist, daf also eine der beiden Zahlen 4,, u, verschwindet. 
Wenn nun 4, von Null verschieden sein sollte, so ist w, — 0, 
und also die erste Zahl des Paares 


0, il (3) 
ir 0 ]rs (4, u) = (—4 A) 


gleich Null. Die Substitution F ol welche der Gruppe G® 
angehôrt, bezeichnen wir einen Augenblick mit S®, die Substitution 
“ 4 — T, mit T'. Dann ist aber 
1 
T'STS® (Au) = (uw, 4) = (0,2). 


Nach dem ersten Satze dieses Paragraphen lassen sich nun T” 
und 5° so wählen, daf 


TS (Au) = (Au) 
wird, wo |[NG,)|Z|N(-w,)| = 0 und also 4, — 0 wird. Sobald 
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also die erste Zahl des Paares TS®(1, u) nicht Null ist, wird dies 
doch für das Paar T'S®(1,u) der Fall sein, woraus die Richtig- 
keit der oben aufgestellten Behauptung erhellt. 


$ 7. Die Gruppe G. 
Die Zahlen 2 und w seien relative Primzahlen. Ist dann 


TS° Qu) = (uw) = (0,u,) 


Su) = (,u) 


und setzen wir 


T=T fe à 
\ 147) i 
so folgt, 
4, = al +Bu — 0, 
! 
oder  — À Da aber 4, u', ebenso wie 1, u, relative Prim- 


zahlen sind, so muB das Ideal («, 8) ein Hauptideal sein. Folg- 


ch ist 
1,0 
T — 1% == ë 1) 


S°(4,u) = (0, w;) 


0, 1 3 
(5 )S°@ 0 = (-un0) 


wobei —w, als gemeinsamer Theiler von À und w nothwendig eine 
Einheit & ist. 


Die Substitution É mn S® gehôürt ebenfalls der Gruppe G® 


Es wird also 


und 


an und es kann daher die letzte Gleichung, wenn wir mit dem 
Buchstaben S® generell die Substitutionen der Gruppe G% an- 
deuten, auch so geschrieben werden: 
S°(u) = (0). 
In Worten heiBt dieses : 
Sind À und y relative Primzahlen, so giebt es eine Substitution 
S® der Gruppe G% von der Art, daf 
Su) = (8,0) 
ist, unter & eine Einheïit verstanden. 
Wir betrachten jetzt eine beliebige ganzzablige unimodulare 


Substitution : 
E = É à 
:@ 


_8b2 : A. Hurwitz, 


im Kürper K. Dem letzten Satze zufolge kônnen wir die Sub- 


stitution 
(3) (3) 
S® — F , B | 
v°, 0® 


der Gruppe G% so bestimmen, dal 


£, @ me e, 0 

(3) Fa SE 1 ) 
ss —(,1)= (5 5)00 1 
€ € 


1, we 


nd lie à ë ; 


| der Gruppe G% angehôürt, 


e, O0 
S — s(, 1) 
€ 


wird, wo S® wieder eine (von der in der vorletzten Gleichung so 
bezeichneten Substitution im allgemeïinen verschiedene) Substitution 4 
der Gruppe G% bezeichnet. 

Nach der Zusammensetzungsformel 


Es O\/e, 0 es, O\ 
NTM 
€ € £ë 


bilden die Substitutionen der (Gestalt 


( ) 
it 
€ 


für sich eine Gruppe, die sich aus den Substitutionen 


e, 0 8, 0 En 
E, Se 0, “LS ; E, —= 0, 5 ; EN 4 E, = 0, 1) 
&, € £ 


erzeugen läft, wo &,,6,,...e, ein System von Eïinheiten bilden, 


durch welche sich jede Einheit in der Grestalt 
EE LE à Cal 


darstellen läft, unter u,, u,, .…. u, nicht negative rationale ganze 
Zahlen verstanden. Aus alledem geht nun der Satz hervor, der 
das Ziel dieser Betrachtungen bildete : 

Die Gruppe G der ganzzahligen unimodularen 
Substitutionen in dem beliebigen algebraischen 
Zahlenkôrper ÆÀ besitzt eine endliche Basis. Alle 
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diese Substitutionen lassen sich nämlich aus den 
folgenden: 


DD... 5 PMR M, M, ... W; EE, E,,... E 


zusammensetzen. 


$ 8& Die Gruppe der Einheits-Substitutionen. 


Der soeben bewiesene Satz läft sich ohne jede Schwierigkeit 
auf diejenigen Substitutionen 
. 
y, 0 


übertragen, deren Coefficienten ganze Zahlen des Kôürpers Æ sind, 

welche der Bedingung genügen, daB die Determinante «d —By eine 

Einheiït ist. Die Gesammtheit dieser Substitutionen bildet offen- 

bar eine Gruppe G', welche die Gruppe G& als Untergruppe enthält. 
Ist nun «0 —fy — #8, eine Einheït, so hat man 


( ! " e U +) 
,Ô 5 0,1 
€ 


woraus hervorgeht, da sich jede Substitution der Gruppe G' 
zusammensetzen läft aus einer Substitution der Gruppe G und 
einer Substitution der Grestalt 


à 1) 

QE 

Die Substitutionen dieser Grestalt lassen sich ihrerseits erzeugen 
durch die Substitutionen 


8,, 0 É . an. (ie 1) 
Foie OUHE 0,174 


WO & &y-.. y Wie im vorhergehenden Paragraphen, Einheïten be- 
deuten, aus welchen sich alle Einheiten durch Multiplication ab- 
leiten lassen. Nehmen wir also die letzteren g Substitutionen 
zu den Substitionen 5,8, 8,; Pa Va... P,; WW. 
E,, E,,... E, hinzu, so erhalten wir ein System von Substitutio- 
nen, welche die Gruppe G' erzeugen. 


$ 9. Unimodulare Substitutionen bei mehreren 
Variabeln. 
Wir wollen schliefilich noch zeigen, da8 die ganzzahligen, 
unimodularen Substitutionen 
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NC 1e ci UE 
B; A res B, 
RP 


im Kôrper Æ bei beliebig vielen Variabeln sich zurückführen 
lassen auf die oben ausführlich behandelten binären Substitutionen. 
Es genügt, den Fall % — 3 zu betrachten, da der Fall, wo die 
Zahl # der Variabeln einen beliebigen Werth besitzt, sich ganz 
analog behandeln läft. 

Wir betrachten also die ternären unimodularen Substitutionen 


2 = axt+ay+au, 
y Er B,x + B,y + Bs2, S 
2 = pT+PY Ty) 


deren Coefficienten ganze Zahlen des Kürpers K sind}. Die- 
jenigen dieser Substitutionen, die sich nur auf die ersten beiden 
Variabeln x, y beziehen, für die also à, = B, = y, = y, = 0, 
y, —= list, wollen wir generell mit S, bezeichnen; ebenso sollen 
durch S, bez. $,, diejenigen Substitutionen angedeutet werden, 
die nur die Variabeln x, z bez. y, z betreffen. 

Die durch die ternären Substitutionen $,, S,, S, erzeugte 
Gruppe môge G' heiñen, während die alle ternären Substitutionen 
S umfassende Gruppe mit & bezeichnet werde. Jedenfalls sind 
alle Substitutionen von G' auch in G enthalten. Wir kônnen 
aber zeigen, daf auch das Umgekehrte gilt, daB also die beiden 
Gruppen G’ und G zusammenfallen. Zu dem Ende beweisen wir 
zunächst den folgenden Satz: 

Sind 4,u,v drei ganze Zahlen des Kôürpers X, so 
läBt sich die Substitution S' der Gruppe G' so be- 
gtimmen,daBiS'(4,u,r) = (1; u, Ojwird. 

Ist 21=10,: so genügt es für S'die Substitution 2—=°> 
y = y, 2 = —x zu nehmen, da dann S'(4,u,v) = (v,u, —1) — 
(v,u,0) wird. Ist aber 4 nicht gleich Null, so bestimmen wir die 
ganze Zahl © des Kôrpers À so, daf das Ideal (4,w,v) gleich 
dem Ideale (4, u + œv) ist, was nach dem Schlufparagraphen der 
vorhergehenden Abhandlung stets môglich ist. 


1) Aebnlich, wie bei den binären Substitutionen, wollen wir die zwischen 
2, y, und &’,y', z bestehenden Gleichungen auch kurz durch 
(æ,y', 4) = S(x,y, 2) 
andeuten und die beiden Zahlentripel x, y, z und x’, y’, x" aequivalent nennen, 
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Wir haben dann, wenn zur Abkürzung u = uw+œv gesetzt 

wird, 
v = @,A+ao,u, 
wo ©,, ©, ganze Zahlen des Kôürpers X bezeïichnen. 

Wir bilden nun ferner die folgenden Substitutionen der 

Gruppe G': 

DURS UT = y Los, 21e; 

S, æ = x, ÿ = y; 2 = 2—0,%; 

S, æ 
Durch $S; geht 2, u, » über in 4, u + œv, v oder À,u,v. Das letz- 
tere Zahlentripel geht durch S! über in À,u,v—w,4 und dieses 
Zablentripel wird endlich durch $! übergeführt in 4, u,v—o,À—@,u, 
also in À,u, 0. Setzen wir daher 

S' = S,S! 51. 

so ist S'(,u,v) = (1, u, 0). 

Nunmebr ist es leicht, den folgenden Satz zu beweisen, der 
die Verallgemeinerung des in $ 1 bewiesenen Satzes ist: 

Sind die beiden Ideale (4,u,v) und (4’,u',v') einan- 
der gleich, so sind die beiden Zahlentripel 4,u,v und 
l',u',v'einander aequivalent und zwar giebt es eine 
der Gruppe G angehôrende Substitution, welche 
das eine Zahlentripel in das andere überführt. 

In der That kônnen wir, wie soeben gezeigt wurde, die Sub- 
stitutionen S' und $, der Gruppe G' so bestimmen, daf 


Si(u,r) = (,u,0), 5, 4’, u”, v') = (4, ui, 0) 
wird. Da die beiden Ideale (4,u,) und (4/,u;) einander gleich 
sind, so giebt es nach dem Satze des $ 1 eine Substitution &,,, 
welche der Bedingung 
Sa 0) = (4, w:, 0) 
genügt. Daher hat man, wenn man zur Abkürzung 
(SES DS 


1201 
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setzt, 
S'(,u,v) = (4',w, v'). 
Die Substitution S' gehôrt zugleich der Gruppe G' an. 


Es sei nunmebhr 
œ;, ) ls 
== (. Pa Ba 
Var Var Va 
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eine beliebige ternäre ganzzahlige unimodulare Substitution im 
Kôrper Æ. Da das Ideal («,, B,,y,) das Hauptideal (1) ist, so ist 
dasselbe mit dem Ideale (1, 0,0) identisch, und es giebt daher nach 
dem vorigen Satze eine Substitution S' der Gruppe G', für die 
S'(a,,B,,7;) = (,0,0) wird. Dann ist aber 


Pare LOC O CAE ONE ON 
S'S — 0, B B; + 0, be B: 0, ch, 0 0, É 0 |}: 
0, pa Ps 0, 7 73/ \0,-0, 17 À0, 0, I 


Von den drei Substitutionen rechter Hand ist die erste eine Sub- 
stitution $,, die zweite eine Substitution $,, die dritte eine Sub- 
stitution $S.,. Daher lautet die vorstehende Gleichung 


SIS=tSimodera Sin (SI IESe 


wo S; eine Substitution der Gruppe G' bezeïchnet. Also: 

Jede ganzzahlige unimodulare ternäre Substi- 
tution im Kôürper X gehôrt der Gruppe G' an. 

Da die Substitutionen $,,, 8, S., welche die Gruppe G' er- 
zeugen, im Grunde genommen binäre Substitutionen sind, so lehrt 
unser Satz, daB sich die ganzzahligen unimodularen ternären Sub- 
stitutionen im Kôürper Æ aus eben solchen binären zusammensetzen 
lassen. Verbinden wir diese Thatsache mit der anderen, daf die 
Gruppe der binären Substitutionen eine endliche Basis besitzt, so 
erhalten wir den weiteren Satz: 

Die Gruppe der ganzzahligen unimodularen ter- 
nären Substitutionen im Kôrper Æ besitzt eine end- 
liche Basis. 

Wie schon oben bemerkt wurde, lassen sich in ähnlicher Weise 
die analogen Sätze für die ganzzahligen unimodularen Substitutio- 
nen im Küôrper K bei beliebig vielen Variabeln beweïsen. 


Zürich, im September 1895. 
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Ueber eine geometrische Auffassung der gewühn- 
lichen Kettenbruchentwickelung. 


Von 
F. Klein in Güttingen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 19. October 1895. 


Sei & eine reelle GrüBe, die ich der Einfachheit halber als 
irrational voraussetzen will; sei ferner in gewühnlicher Ketten- 
bruchentwickelung : 

1 


—— 1 
RS alone 


Oo —=U + ; 
ANNE 


Die successiven Näherungswerthe nenne ich ii Et pr 


p, q als teïilerfremde Zahlen definiert sein sollen, die man einzeln 


noch beliebig mit dem + oder — Zeïichen ausstatten kann. Ich 
lege nunmehr ein gewühnliches X- Y-Coordinatensystem zu Grunde, 
construiere das zugehürige Gitter der ganzzahligen Puncte, und 
suche unter ïihnen diejenigen, für welche x, y = p,,q, ist. Man 
weif, daf diese ,Näherungspuncte“ abwechselnd auf der rechten 


, wobeïi die 


und linken Seite der geraden Linie _. — « liesen. Es ist aber 


überhaupt leicht, wie ich gefunden habe, für dieselben eine kurze 
geometrische Definition aufzustellen. Ich will hier nur den einen 
der beiden Quadranten unseres Coordinatensystems in’s Auge fas- 
sen, welche von der geraden Linie w durchzogen werden. Der- 
selbe wird durch die Grerade & in zwei Sectoren zerlest, deren 
einer an die X-Axe, deren anderer an die Y-Axe angränzt; ich 
will kurzweg von einem X-Sector und einem Y-Sector sprechen. 
Jetzt betrachte man die ganzzahlisen Puncte des einzelnen so ge- 
wonnenen Sectors. Ersichtlich kann man dieselben durch ein gerad- 
liniges Polygon umgränzen, etwa indem man sich die ganzzahli- 


gen Punkte durch kleine Stifte markirt denkt und um das Ganze 


einen Faden schlingt. Die Punkte p,, q; p,, 4; ... sind 
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nun nichts anderes als die Eckpuncte des zum Y-Sec- 
tor gehôrigen UmriBpolygons; die Puncte p,, Q,; p,, 
4 - .. gehôren entsprechend zum X-Sector. Die einzelne 
Seite des Umrifipolygons, sagen wir etwa, um beim Y-Sector zu 
bleïben, die Seite von (p,,,, Qu) DIS (Dsssss Gonn)s Kann dabeïi môgli- 
cherweïise selbst noch Gitterpunkte tragen. Die Anzahl der Stücke, 
in welche sie durch dieselben zerlegt sind, ist gerade u,,; dieses 
ist die einfache Deutung der bei der Kettenbruch- 
entwickelung auftretenden Theilnenner. 

Auf Grund der hiermit gegebenen Deutung kann man nun 
sämmtliche Eigenschaften der gewôhnlichen Kettenbruchentwicke- 
lung und der sich an dieselben anschlieBenden analytischen Ver- 
fahrungsweisen geometrisch ohne weiïteres einsehen. 

Ich gebe hier in dieser Hinsicht eïnige Erläuterungen über 
binäre quadratische indefinite Formen. Es sei f — ax° + bæxy + cy° 
eine solche Form, deren Discriminante b°—4ac keine Quadratzahl 


ist. Dann ‘gibt f — O0 zwei reelle irrationale Werthe von 


die ich mit w’ und w” bezeichne. Ich ziehe in unserem Coordina- 
tensysteme die betreffenden beiden geraden Linien und construiere, 
was ich die zugehôürigen natürlichen UmriBpolygone nenne, 
nämlich die Umrifipolygone derjenigen ganzzahligen Puncte, welche 
in die einzelnen von ©’ und œ” umgränzten Sectoren eingeschlos- 
sen sind. Das einzelne solche Polygon mag nach seinem Gresammt- 
verlaufe mit einem vollen Hyperbelast verglichen werden (welcher 
sich nach zwei Seiten in’s Unendliche erstreckt). Man kann nun ge- 
radezu sagen, daf die von Lagrange und Gauss herrüh- 
rende Theorie der Formen f eine Betrachtung dieser 
Polygone ist, und wird finden, daB die Theorie durch 
explicite Einführung der Polygone noch verschie- 
dentlich vereinfacht werden kann. Dabei ist nützlich, 
in Anlehnung an Cayley’s projective MaaBbestimmung, den Aus- 
druck Vf geradezu als ,Abstand“ des Punktes x, y vom Coordi- 
natenanfangspunct zu bezeichnen und von zugehôrigen , Bewegun- 
gen“ zu sprechen (worauf ich schon in meiner Note vom Januar 
1893 hinwies). Ich verfolge das hier nicht weiter, sondern ge- 
denke nur noch der Rolle, welche in dieser Theorie die Ketten- 
bruchentwickelung der Wurzeln o', o” spielt. Dieselbe kommt 
darauf zurück, daf die von der Coordinatenaxen abhängigen Um- 
rifpolygone, welche aus der Kettenbruchentwickelung entspringen, 
nach einer endlichen Anzahl von Seiten nothwendigerweise in die 
vorerwähnten ,natürlichen“ Umrifipolygone einmünden. 


| 


zur gewôühnlichen Kettenbruchentwickelang. 3b9 


Soweit gibt unser Ansatz nur erst eine geometrische Inter- 
pretation oder auch eine Vereinfachung bekannter Betrachtungs- 
weisen. Das Schüne aber ist, daB er sich auf hôhere, noch nicht 
in dieser Weiïise behandelte Füälle überträgt. Ich will hier bei- 
spielsweise zwei Arten ternärer Formen heranziehen.  $Sei f(xy4) 
eine indefinite quadratische Form, F(xyz) aber eine cubische Form, 
welche sich in drei reelle Linearfactoren spalten läft. Ich con- 
struiere mir im gewôhnlichen Coordinatensystem y: den Kegel 
f = 0 und das Ebenentripel F — 0, und betrachte nun sämmt- 
liche ganzzahlige Puncte, welche entweder von der einen Hälfte 
des Kegels ÿ — 0 umschlossen sind oder in einem der durch F = 0 
gebildeten Oktanten liegen. Ersichtlich kann man zu diesen ganz- 
zahlisgen Puncten jeweils ein ebenflächiges Umrifpolye- 
der construieren. Die Betrachtung dieses UmriBpolyeders gibt 
eine neue einfache Theorie der Formen f und Æ. Dieselbe wird, 
was F angeht, binnen kurzem von Herrn Furtwängler aus- 
geführt werden, die Formen f aber sollen in der hier gekennzeich- 
neten Weïse in einem Werke über automorphe Functionen behan- 
delt werden, welches Hr. Fricke und ich in Vorbereitung haben, 


Ueber die Discontinuitätsbereiche der Gruppen 
reeller linearer Substitutionen einer complexen 
Variabelen. 


Von 
Robert Fricke, in Braunschweig. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 19, October 1895 vom vorsitzenden Sekretär.) 


Es sei eine Gruppe von reellen Substitutionen 


sERR 

76 +0 

positiver Determinanten ad —fBy vorgelegt, und es sei keine unter 
diesen Substitutionen infinitesimal; die Gruppe nenne ich 1, ïhre 
Substitutionen kurz 1, V;, V,,..., wobei die erste symbolisch die 
identische Substitution bezeichnet. Die Theorie dieser Gruppen, 
der zugehôrigen automorphen Functionen u. s. w. basiert bekannt- 
lich auf dem Begriffe des Discontinuitätsbereiches (im folgenden 
abgekürzt durch D.B. bezeichnet), welchen I in der positiven 
£&-Halbebene besitzt. Die Grestalt dieses D.B. ist für die einzelne 
T'sehr willkürlich wählbar. Poincaré empfehlt in Acta mathem. 
I, pg. 19 als D.B. gewisse ,Normalpolygone“, deren Randcurven 
Kreise sind, die gegen die reelle 6-Axe orthogonal verlaufen; 
Klein benutzt in Mathem. Annalen Bd. 21, pg. 186 ,kanonische 
Fundamentalpolygone“ als D.B., deren Grestalt von einer kanoni- 
schen Zerschneidung einer gewissen zur Gruppe gehôrenden ge- 
schlossenen Fläche hergenommen ist. 

Beide Benennungen, sowohl die der ,normalen D.B.“ als der 
»kanonischen D.B.“ werden im folgenden beibehalten. Es ist meine 
Absicht, hier in Kürze die Gesichtspunkte zu entwickeln, durch 
welche es mir môüglich wurde, die Theorie beider Gestalten auf 
eine durchsichtige und überall gesicherte Basis zu stellen. 

An Stelle der &-Halbebene liegt den folgenden Betrachtungen 


die Ebene der homogenen Dreiïeckscoordinaten 2z,, z,, 4, zu Grunde, 


= 
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welche mit € und dem zu £ conjugierten £ durch: 
Taie = DL: (E+E):2 7 
verknüpft sind. Der reellen £-Axe entspricht dabei die durch: 
2,2,—2 = 0 


gegebene Curve C,, die wir als Ellipse deuten. Die einzelne (etwa 
positive) Halbebene entspricht dem Ellipseninnern. Auf C, gründen 
wir eine projective (und zwar hyperbolische) Maafbestimmung und 
bedienen uns derselben in der Folge überall. 


IL Theorie der normalen Discontinuitätsbereiche. 


Im Innern der C, wähle man einen Punkt P,, der nicht Fix- 
punkt einer etwa in l'enthaltenen elliptischen Substitution ist. Be- 
züglich I' sind mit P, die unendlich vielen durchweg isoliert lie- 
genden Punkte P,, P,, P,,... aequivalent, welche aus P, durch 
1, V,, V,,... entstehen. Man beschreibe (im Sinne der hyperboli- 
schen Maafbestimmung) um P,, P,, P,,... zugleich Kreise mit 
lauter gleichen Radien und wähle letztere anfänglich so klein, 
daf alle Kreise isoliert verlaufen. Man lasse nun zugleich alle 
Kreise in gleichem Maafe sich concentrisch mit sich selbst er- 
weitern. Der einzelne Punkt der um Æ?, entworfenen Kreïsperi- 
pherie beschreibt dabei einen von ?, ausreichenden geradlinigen 
Strahl; doch lassen wir diesen Strahl nur so lange wachsen, als 
er freies, d. 1. von anderen Strahlen noch nicht besetztes Terrain 
antrifit. 

Man setze den eingeleiteten Procef so lange fort, bis er sein 
natürliches Ende erreicht, und fasse das schlieflich entspringende 
Resultat ins Auge. Die von P, ausziehenden Strahlen werden 
einen Bereich B, bedecken, und es liegt hier ein der Gruppe I 
entsprechendes reguläres Netz von Bereichen B,, B,, bB,, ... vor, 
welches keine Lücke darbietet und überall einfach ist. B, be- 
zeichne ich als normalen D.B. von I 

Folgendes sind die Haupteigenschaften des normalen D.B. B, 
der Gruppe T': 

1) B, ist ein einfach zusammenhängendes, mit 
lauter concaven Winkeln ausgestattetes gerad- 
liniges Polygon von 2m» Seiten, welches in P, ein 
Centrum besitzt. 

2) Die 2m Seiten von B, sind zu Paaren durch # 
Substitutionen V, V,,... V, auf einander bezogen, aus 
denen ‘sich I erzeugen läft; die zu V, gehôrenden 
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Seiten sind Niveaugerade dieser Substitution; sind 
die beiden Seiten des einzelnen Paars nicht benach- 
bart, so ist diezugehôürige Substitution hyperbolisch. 

8) Die Ecken von B, heifen zufällige, wenn sie 
sich mit P, bewegen; die nicht zufälligen Ecken sind 
Fixpunkte von Substitutiônen in I" und scheiden 
sich dementsprechend in elliptische, parabolische 
und hyperbolische Ecken. B,zieht sich an je einen 
elliptischen und je einen parabolischen Fixpunkt 
aus der einzelnen Classe heran; hyperbolische Ecken 
liegen stets auBerhalb, nie auf der C, und treten 
stets und nur dann auf, wenn l'auf der C, eigentlich 
discontinuierlich ist und demnach das Polygonnetz 
über die ©, hinausragt. Die zufälligen Ecken ordnen 
sich in Cyclen zu je drei zusammen; drei in dieser 
Artzusammengehürige Eckenliegenaufeinem Kreise 
um P,. 

Von den Winkeln und den Winkelsummen im einzelnen Cyclus 
gelten die auch sonst bekannten Sätze. | 

Die unter 3) gemachten Angaben, B, ziehe sich an je einen 
elliptischen bez. parabolischen Punkt aus der einzelnen Classe 
solcher Punkte heran und die zufälligen Ecken ordnen sich in Cy- 
clen zu je drei an, setzen voraus, da8 P, nicht partikulär ge- 
wählt sei. Die besonderen Lagen von P,, für welche in dieser 
Hinsicht Ausnahmen eintreten, bilden isoliert verlaufende Linien. 
Für die nichtzufälligen Ecken ist dies leicht zu übersehen, da 
dieselben eine von P, unabhängige feste Lage haben. Für die 
zufälligen Ecken erfordert die Klarstellung der in Rede stehenden 
Verhältnisse eine besondere Untersuchung, deren Hauptgesichts- 
punkte die folgenden sind. 

Môge für eine besondere Lage P des Centrums eine Ecke E 
als zufällig beim zugehôrigen normalen D.B. eintreten, um welche 
die vier Bereiche B, B', B", B" mit den Centren P, P', P”", P" 
herumliegen; P müge durch die Substitutionen V, V', V" in P' bez. 
P", P"" übergehen, und môügen wir diese Substitutionen unimodular 
fixieren. Die vier Punkte P, P', P", P" liegen auf einem Kreise 
um Æ. Soll bei Bewegung von P der viergliedrige Eckencyclus 
bestehen bleiben, so ist hierfür hinreichend und notwendig, da 
die vier Punkte P, P', P", P" daurend auf einem Kreiïise liegen. 
Wie hat man den Punkt P zu wählen, damit P, V(P), V'(P), V"(P) 
auf einem Kreiïse liegen? 

Die Coordinaten von P, P',... seïen 2,,2,, 2, bez. #1, 2, 24, ...: 
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dabei ist die einzelne der neun Coordinaten von ?', P", P" eine 
ganze lineare homogene Function von 4,, 2,, 4, deren Coefficienten 
ganze homogene Verbindungen zweiten Grades der Coefficienten 
von V bez. V', V” sind; letztere Coefficienten seien «, B, y, Ô bez. 


a',...æ’,... Die Bedingung, welche ausdrückt, da P, P', P", P" 
auf einem Kreiïse liegen, ist: 


ls 2 &9 23 
ds 


die a A 


! 
1) 
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Lee 


welche nach ,, z,, z, angeordnet eine homogene Relation dritten 
Grades : 


(1) (CAC Êas &8 | a, B,... y", 0”) = 0 


darstellt, deren Coefficienten ganze (nicht-homogene) Functionen 
sechsten Grades der &, B,... 7", 0" sind. 

Transformiert man die Substitutionen V, V', V" simultan durch 
eine beliebige Substitution und übt zugleich in (1) auf die z, diese 
Transformation aus, so gewinnt man die Function G,, gebildet 
für die neuen Variabelen und neuen Coefficienten: Gegenüber 
Transformation zeigt die linke Seite von (1) das Ver- 
halten einer Covariante. 

Doch hat man vor allem folgende Alternative zu discutieren: 
Die Gleichung (1) ist entweder identisch erfüllt, oder sie stellt 
eine Curve dritter Ordnung dar. Die nähere Untersuchung zeigt, 
daB die Relation (1) stets und nur dann identisch besteht, wenn 
die Substitutionen F', V”, V"' einer und derselben cyclischen Gruppe 
angehôren. Da dies ausgeschlossen ist, so folgt: Die Cyclen 
zufälliger Ecken eines normalen D.B. sind ausnahms- 
los dreigliedrig, sofern nicht das Centrum P, auf 
Stücken gewisser mit l'fest gegebener Curven drit- 
ter Ordnung C, gelegenist. Von diesen Curven C, kann 
man zeigen, daf sie einen etwa anfänglich ausgewähl- 
ten D.B. nur in endlicher Anzahl durchziehen. 

Auch folgendes Resultat wird man ohne weiteres verständlich 
finden: Unter den co” normalen D.B. der Gruppe l'giebt 
es co! Polygone, welche einen viergliedrigen Ecken- 
cyclus darbieten (P, ist auf die C, beschränkt); unter 
diesen c’ D.B. giebt es eine endliche Anzahl mit 
zwei viergliedrigen oder einem fünfgliedrigen Cy- 
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clus. Jede Gruppe, für welche sich ein normaler 
D.B. mit mehr als zwei viergliedrigen Cyclen oder 
einem mehr-als-fünfgliedrigen Cyclus finden läBt, 
ist als singulär zu bezeichnen. Der singuläre Charakter 
ist darin begründet, daf für die Coefficienten der erzeugenden 
Substitutionen über die von den Polygonecken gelieferten Glei- 
chungen hinaus noch weitere algebraische Relationen bestehen. 

Sei nun für I’ der normale D.B. B, in der allgemeinen Ge- 
stalt gewählt. Durch Zusammenbiegung der auf einander bezoge- 
nen Seiten müge eine geschlossene Fläche Æ des Greschlechtes p 
entspringen. Wir haben beim Operieren in der Ebene der C, 
nicht nôtig die Füälle eigentlicher und uneigentlicher Discontinuität 
auf C, zu trennen; es ist hierdurch gegenüber dem Operieren in 
der £-Halbebene eine erhebliche Vereinfachung erzielt. B, müge 
n nichtzufällige Ecken darbieten, sowie g Cyclen zufälliger Ecken. 
Man hat alsdann für g und die halbe Anzahl » der Polygonseiten 
die Gleichungen : 


(2) q = n+4p—2, m — 2n+06p—8. 


Wir teilen die gesamten Gruppen I" in Gattungen, indem wir in 
eine solche alle Gruppen zusammenfassen, welche in p und # über- 
einstimmen; wir sprechen in diesem Sinne kurz von einer Gattung 
(p,n) oder auch von einer Gruppe (p, n). 

Bei gegebenen (p, ») ist die Aufsuchung aller Seitenzuordnungen 
des Polygons von 2m» $Seiten, welche »# nichtzufällige Ecken und 
4 dreigliedrige Cyclen liefern, eine Aufgabe der Combinatorik, die 
aber in einer gleich anzugebenden Art stark gekürzt werden 
kann. Die Polygone (p,n) von gleicher Seitenzuordnung nennen 
wir von gleichem Typus; jeder im vorstehenden Sinne mügliche 
Typus kommt auch bei normalen D.B. thatsächlich vor, wobei man 
betreffs der Ecken noch weitere Vorschriften machen kann, z. B. 
daf alle nichtzufälligen Ecken hyperbolisch sind. Damit soll je- 
doch noch nicht behauptet sein, daf bei jeder einzelnen Gruppe 
(p,») ohne elliptische Substitutionen jeder Typus der Gattung 
(p, n) erreichbar sei. Für p — 0 haben wir bei n = 3, 4, 5, 6, 
Polygone von 6, 10, 14, 18,... Seiten; in den ersten drei Fällen 
giebt es allemal nur einen Typus, von n — 6 an mebrere, und 
zwar bei # — 6 drei wesentlich verschiedene. Bei » — 1 haben 
wir für n — 1, 2,... bez. Polygone von 10, 14, ... Seiten; im ersten 
Fall giebt es nur einen Typus, im zweiten deren bereits fünf. Bei 
p — 2 kommen im miedersten Fall n — 0 bereits acht wesent- 
lich verschiedene Typen von Achtzehnecken u. s. w. 
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Bei der einzelnen Gruppe L' wird nun im allgemeinen mit der 
Auswahl von P, der Typus des normalen D.B. wechseln. Der 
Uebergang von einem Typus zu einem anderen geschieht unter 
vorübergehender Herabminderung der Seitenanzahl um zwei, indem 
das Centrum P, eine C, oder eine gleich noch näher zu charak- 
terisierende Gerade C, überschreitet. Seien nämlich s, und s, die 
beiden verschwindenden Seiten, so mügen erstlich je die beiden 
Endpunkte dieser Seiten zufällige Ecken sein. Sie liefern zwei 
Cyclen, denen noch die weiteren Ecken e, und e, angehüren. Nach 
Ueberschreiten der hier in Betracht kommenden C, haben sich s, 
und s, zu Ecken e! und e; zusammengezogen, während sich e, und 
e, Zu zwei neuen Seiten e; und €! gedehnt haben. Sind zweitens 
s, und s, benachbart, so bilden sie eine nichtzufällige Ecke e,. Die 
beiden anderen Endpunkte e, und e, von s, und s, bilden mit einer 
dritten Ecke e, einen dreigliedrigen Cycelus. In dem Augenblick, 
daB s, und $, verschwinden, hat e, einen mit e, aequivalenten Fix- 
punkt erreicht. B, ragt für einen Moment an zwei Fixpunkte 
aus der gleichen Classe heran; und P, überschreitet diejenige (Gre- 
rade C,, welche die Verbindungsgerade von e, und e, im Mittel- 
punkt senkrecht schneidet. Im weiteren Fortgang wird aus e, 
eine zufällige Ecke, während sich bei dem nunmehr festbleibenden 
Punkte e, zwei neue Seiten s! und s! einfinden. In anderer Weise 
ist der Uebergang von einem Typus zu einem anderen nicht môglich. 

Es soll, wie schon oben bemerkt wurde, nicht behauptet wer- 
den, daB bei jeder einzelnen Gruppe (p, #) alle zur ganzen Gattung 
gehürende Typen wirklich auftreten. Dagegen kônnen wir 
bei der einzelnen Gattung (p,n) durch die beiden ge- 
kennzeichneten Arten des Uebergangs aus einem 
Typus, wenn wir die Typen nur im Sinne der ana- 
lysis situs auffassen, alle übrigen herstellen. Es 
stützt sich diese Thatsache neben oben schon gewonnenen Ergeb- 
nissen auf den später zu beweisenden Satz, da alle der Gattung 
(p,n) angehürenden Gruppen ohne elliptische Substitutionen ein 
einziges Continuum darstellen. — 

Die vorstehenden Entwicklungen gestatten folgende interessante 
Verwendung. Es müge P, von einer anfänglich gewählten Lage 
continuierlich alle Lagen beschreiben, welche erreichbar sind, ohne 
daf irgendwann eine Erniedrigung der Seitenanzahl von BP, ent- 
steht. 2, beschreibt solcherart einen Bereich À,, welcher begrenzt 
ist durch Stücke von Geraden C, oder Curven dritter Ordnung 
C,; es sind dies die bisher schon betrachteten Curven ©, und C,, 
welche mit I’ festweseben sind, und welche wir als Covarianten 

20* 


366 É Robert Fricke, 


der erzeugenden Substitutionen bezeichnen konnten. Es hat keiner- 
lei Schwierigkeit, P, und damit auch À, gelegentlich (nämlich im 
Falle eigentlicher Discontinuität auf ©) auch über die Ellipse 
hinausziehen zu lassen. Offenbar kann man À, endgültig auch 
dadurch definiert ansehen, da$ À, einen grôkten zusammen- 
hängenden Bereich darsteilt, dessen sämtliche 
Punkte P, als Centren normale D.B. von einem und 
demselben System der Erzeugenden P,, V,,... V, liefern. 

Wir untersuchen nun, ob innerhalb À, zwei bezüglich 1 aequi- 
valente Punkte P und P' vorkommen kônnen. Ist dies der Fall, 
so müge P' durch V in ?' übergehen. Man bilde die zu P und P! 
gehôrenden normalen Bereiche B, B', die einander congruent sind; 
die Seiten von P seien s,,5,,...s,,, die entsprechenden Seiten von 
B' aber s!,s,,...8,. Die zu B' gehôrenden Erzeugenden entstehen 
aus V,...V, durch Transformation mit VW. Wir führen nun P 
continuierlich auf einem innerhalb 4, gelegenen Wege nach ?!. 
Dabei geht B continuierlich in B' über, ohne dafi zwischendurch 
irgend ein Seitenpaar verschwunden wäre; müge hierbei s, in s/, 
s, in s!,,,... übergehen. Das System der Erzeugenden ist unver- 
ändert geblieben, so daB V,,...V, abgesehen von der Reïhenfolge 
durch V in sich transformiert werden. 

Zufolge des letzten Satzes giebt es eine endliche Potenz von 
V, welche alle V,,...W,, in sich transformiert; da aber letztere 
Substitutionen nicht alle der gleichen cyclischen Gruppe angehôüren, 
so folgt, daf V elliptisch ist, und daf somit n = 0 sein muf. Ist 
nun e, eine nichtzufällige Ecke von B, so geht dieselbe beim con- 
tinuierlichen Uebergang in PB’ notwendig in e! über, da dieses die 
einzige Ecke von B' aus der zu e, gehôrenden Classe ist; es geht 
somit s, continuierlich in s', $, in s,,... über, und also werden 
alle Substitutionen V,,... V. durch V zugleich in sich transformiert. 
Da letzteres unmôglich ist, so ist die Annahme, P und P' liegen 
zugleich innerhalb À, unhaltbar: Innerhalb des Bereiches 
À, giebt es keine zwei bezüglich I" aequivalente 
Punkte. 

Man wolle nun in B, alle Punkte P, markieren, deren zuge- 
hôürige D.B. verminderte Seitenanzahl haben; diese Punkte füllen 
innerhalb B, Stücke von Curven C, und C, in endlicher Zahl. Die 
gleichen Linienzüge denke man in allen übrigen Bereichen des 
Netzes ausgefülirt. Es entsteht eine neue Einteilung des vom 
Netzes bedeckten Teiles der Ebene in unendlich viele Bereiche A, 
welche in allen wesentlichen Punkten die Eigenschaften des ersten 
Bereiches À, teilen. Die neue Einteilung geht gleich- 
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falls bei allen Operationen von l'in sich über und 
ist mit l'eindeutig bestimmt, unabhängig von dem 
zunächst benutzten Netze der B. Da B, nur in eine 
endliche Anzahl von Bereichen untergeteilt erscheint, so giebt es 
nur eine endliche Anzahl, etwa uw, inaequivalente Bereiche À: 
Irgend uw zusammenhängende inaequivalente Be- 
reiche À bilden einen D.B. von I, welcher ein ,natür- 
licher D.B.“ heifen soll Der natürliche D.B. läft sich aus 
B, leicht durch erlaubte Abänderung herstellen, Ein natür- 
licher D.B. von l'Iäft sich nur in einer endlichen An- 
zahl von Arten wählen, nämlich so oft wir w inaequi- 
valente Bereiche À4,, 4/,... A“? Zu einem zusammen- 
hängenden Complex vereinen künnen; abgesehen von 
diesen môüglichen Auswahlen ist der natürliche D.B. 
fest mit I'hbestimmt. 

Im niedersten Falle, der Gattung (0,3), ist u — 2, und es 
treten nur C, auf, welche zu den bekannten regulär-symmetrischen 
Dreïecksteilungen hinführen. Bereits im nächsten Falle (0, 4) parti- 
cipieren aber schon Curven C, an der Berandung der natürlichen 
D:B: 


II. Theorie der kanonischen Discontinuitätsbereiche. 


Auf der zu B, gehürenden geschlossenen Fläche ziehe man 
ein aus p Paaren conjugierter Rückkehrschnitte a, b bestehendes 
Schnittsystem und lege weiter von einem willkürlich zu wählenden 
Punkte E p Schnitte c nach den » Kreuzungsstellen der Schnitte 
a und b, sowie n Schnitte d nach den Punkten, welche von den 
nichtzufälligen Ecken des Bereichs B, herrühren. Die Reïhenfolge 
der Schnitte c und d um Æ herum darf nach Belicben gewählt 
werden; doch wählen wir sie so, daf zunächst die » Schnitte d 
geschlossen auf einander folgen, denen sich dann die p Schnitte c 
anschlieBen. Diese Zerschneidung liefert in der Ebene der C, einen 
kanonischen D.B. von 1, der von (2n +6p) Randcurven begrenzt 
ist und demnach (# + 3p) Erzeugende liefert: 


CDN ER AN APRES V 


€ Gi Cp? Up) Lp 


Wenn man will, kann man die Seiten c verschwinden lassen. Es 
gelten die (p +1) Relationen: 


(1) AN A RAR RE 


Cp 


(2) V, = VV VEV. 
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Es besteht nun der für die Theorie der automorphen Functio- 
nen fundamentale Satz: Das System der Schnitte a, b,c,d 
läBt sich so wählen, da8 der normale D.B. ein ,gerad- 
liniges“ Polygon mit lauter ,concaven“ Winkeln 
und mit (2n +6») Seiten wird, deren Anzahl sich unter 
wiederholter Reduction um zwei Einheiten (durch 
Verschwinden der Seiten c) auf (2n + 4p) herabmindern 
läBt. Der Nachweïs dieses Satzes läft sich hier nur seinen Haupt- 
gesichtspunkten nach skizzieren, da einige Einzelheiten Rechnungen 
bez. auch Erläuterung durch Figuren nôtig machen würden. 

Es liege nun erstlich die Gattung (0,7) vor. Man bilde dann 
für I' ein normales Polygon B,, dessen n nichtzufällige Ecken der 
Reïhe nach durch Æ,, E,, ... E, bezeichnet seien. Wenn weiterhin 
ohne nähere Angabe von dem Fixpunkt einer hyperbolischen Sub- 
stitution gesprochen wird, so ist stets der auferhalb C, gelegene 
Fixpunkt gemeint. Irgend zwei Substitutionen môügen 
als ein Substitutionenpaar der ersten, zweiten oder 
dritten Gattung bezeichnet werden, je nachdem die 
Verbindungsgerade der Fixpunkte die C, durch- 
schneidet, auBerhalb derselben verläuft oder dieselbe 
berührt. 

Man kann nun zeigen, da8 je zwei unter den Substitutionen 
V,...V., welche von den Ecken E,, ... E, als Erzeugende geliefert 
werden, Paare der ersten Gattung darstellen. Zieht man dar- 
aufhin die » Geraden E E,, E,E,, ..., so entspringt ein gänzlich 
innerhalb PB, gelegenes gewühnliches #-Eck, von welchem jede Seite 
in das Innere der C, eindringt. Dieserhalb läft sich ein Punkt 
_Æ finden, der zugleich im Innern des #-Ecks und der Ellipse liegt. 
Man ziehe die n Geraden £E,, ÉE,, ... und wiederhole dieselbe 
Construction in allen Polygonen des bisherigen Netzes. Hebt 
man nun die Seiten des bisherigen Netzes der normalen D.B. her- 
aus, so bleibt ein Netz von kanonischen D.B. der Gruppe T° über; 
wir nennen die kanonischen Bereiche selbst sogleich wieder B,, 
B,,.... Es laBt sich PB, als kanonischerD PS0 
der Gestalt eines geradlinigen Polygons von 2n Sei- 
ten und lauter concaven Winkeln wählen; die 2» zu- 
fälligen Ecken bilden einen Cyclus. Das durch Ver- 
bindung der consecutiven nichtzufälligen Ecken E,, E,, ... von B, 
entstehende #-Eck heife AN. 

Im Innern von N, wählen wir einen Punkt E' und ziehen die 
n Greraden E'E, L'E,,...E'E. Indem wir dieselbe Construction 
in allen Polygonen der Eïnteilung ausführen und alle bisherigen 
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Polygonseiten herausheben, bleibt eine neue zu T° gehürende Ein- 
teilung in kanonische D.B., welche wir B!, B!,... nennen. Diese 
Einteilung steht zur bisherigen im Verhältnis der 
Gegenseitigkeit und môge zu ihr conjugiert genannt 
werden. Als B} wählen wir etwa dasjenige Polygon, welches 
die bisher mit Æ, und Æ, bezeichneten Ecken besitzt. Um die 
Umformung von B, in B} zu beschreïiben, knüpfen wir nochmals 
an die » Geraden É'E,, E'E,,..., durch welche B, in » Vierecke 
zerlegt wird Von diesen Vierecken bleibt dasjenige mit der 
Diagonale Æ ÆE, an seiner Stelle, während die übrigen nach Maaf- 
gabe der Zuordnung der Randcurven sich um die bisherige zu- 
fällige Ecke des ersten Vierecks herumlagern. 

Um die zum conjugierten Polygon B! gehürenden Erzeugenden 
aus den zu B, gehürenden V,, V,,... V, zu bilden, setze man 
PR FUN, SVP v,r,, 

AN AT RL A 


22 va PAL VAL LS PAS PAT pales 
PAPER Le FRE PAPE 


(n—2) ___ T/(n—3) T7(n—3) (n—3)\—1 

145 ES fun F4 (PE ) È 

Die von B{ gelieferten Erzeugenden sind dann V,,P,, 
V!, V7, ... V#?; die zwischen ihnen bestehende Relation: 


(3) Pope VIP, = 1 


ist eine identische Folge von PV, V,...V, — 1. 

f Gehôrt zum conjugierten Polygon B das #-Eck MN, so haben 

| N, und M die Seite EE, gemeinsam. N, und N, zusammen- 
genommen bilden einen D.B., der von (2x —2) Geraden eingegrenzt 
ist und der im Sinne der analysis situs in Æ E, eine Symmetrie- 
linie hat; je zwei hierbei einander symmetrische Seiten sind auf 
einander bezogen. Der so gewonnene D.B. heife BP; derselbe 
kann niemals convexe Winkel darbieten. Sind übrigens in allen 
Bereichen B,, B,,... der ersten Einteilung die »-Ecke N, N,.. 
gezeichnet, so sind damit zugleich auch alle »-Ecke der conjugier- 
ten Einteilung N°, N°, ... gezeichnet; jede einzelne Gerade Æ E,,, 
ist zugleich Seite eines »-Ecks N und eines benachbarten N'. 

Der Bereich BY dient zur Ausführung einer wichtigen Trans- 
formation des Bereiches B,. Sind E,, E,, E,, E,,... E, die Ecken 
von N', so schneïide man von B} längs der Geraden Æ,EÆ, das Drei- 
eck E,E,E, ab und hänge es längs Æ;Æ, wieder an, indem man 
zugleich die Mittellinie EE, durch EE, ersetzt. Es entspringt 
ein Bereich B”, welcher alle wesentlichen Eigenschaften mit B 
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teilt. B’ besteht aus zwei -Ecken N, und N', wobei die Ecken- 
folge auf N, die folgende ist E,, E!, E,, E,, E,,... E. Indem wir 
im Innern von N' einen Punkt Æ” wählen und die Geraden EE, 
E"E,, E'E}, ... zichen, gelangen wir zu einem neuen Netze kano- 
nischer Bereiche B,, B,..., wobei B, alle wesentlichen Eigen- 
schaften von B, teilt. is 

Die n Ecken ÆE,,...Æ, liefern n der Gruppe eigentümliche 
Classen von Fixpunkten. Infolge der Anknüpfung an ein beson- 
deres Normalpolygon war die Abfolge dieser Classen auf dem 
Rande von B, eine besondere. Die letzte Betrachtung zeigt je- 
doch, dafi wir die Reihenfolge der Classen beliebig 
vorschreiben dürfen und dann immer noch einen ka- 
nonischen D.B. der obigen einfachen Gestalt con- 
struieren kônnen. Die Abänderung im System der Erzeu- 
genden bei einer solchen Transformation des kanonischen D.B. ist 
immer leicht angebbar; beispielsweise liefert B, als Erzeugende 
’, PP, VV Vs. Ve 

Den kanonischen D.B. der Gruppen (0,n) ist endlich noch 
eine letzte wichtige Eigenschaft zu verleihen. Man markiere 
speciell die hyperbolischen Ecken von B! und ziehe zu jeder die 
Polare bezüglich C,. Doch ziehe man jede dieser Polaren nur, 
insoweit sie Sehne von C, ist; sie verbindet die beiden auf C, 
gelegenen Fixpunkte der zugehôrigen hyperbolischen Substitution. 
Keïine zwei dieser Sehnen schneiden sich oder haben auch nur 
einen Endpunkt gemeinsam. Ist #, die Anzahl der fraglichen 
Sehnen, so werden durch dieselben von N' gewisse », Stücke ab- 
geschnitten; aber es bleibt von N' ein Mittelstück von veränderter 
Seitenanzahl über. Innerhalb dieses Stückes wählen wir E und 
gehen durch Construction der Geraden EE, EE,, EE!, ... EE! 
zum conjugierten Bereich B, über: Wir kônnen den kanoni- 
schen D.B. B, unter Wahrung aller bisher genannten 
Eigenschaften so wählen, da die von der einzelnen 
hyperbolischen Ecke ausziehenden beiden Seiten 
jedesmal erst nach Ueberschreiten der zugehôrigen 
Polare die sich anschliefenden zufälligen Ecken 
erreichen. — 

Eïne Gruppe (1,1) ist aus zwei Substitutionen V,, V, erzeug- 
bar, die ein Substitutionenpaar zweiter Gattung bilden und dieser- 
halb hyperbolisch sind’). Die Substitution PV, VV Y, die wir 

1) Bei einer Gruppe (0,8) bildet ein Paar der ersten Gattung das System 


der Erzeugenden. Ein Paar der dritten Gattung erzeugt keine eigentlich discon- 
tinuierliche Gruppe. 


0 
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nach (2) durch V, bezeichnen, kann elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch sein. An den Fixpunkt Æ von V. ziehen sich Be- 
reiche der regulären Einteilung heran. 

Wir verfahren hier ohne Zuhilfenahme der normalen D.B. 
wie folgt. VW ist eine unter den vier gleichberechtigten Sub- 
stitutionen : 


2 LM ARLES A Te UE a AA 
REA EN AQU 


(4 


D PV, BE), Er (EE, = PE) 


Le € 


Die vier Fixpunkte Æ, E!, ... derselben genüigen den Gleichungen: 


Das geradlinige Viereck der consecutiven Ecken 
E, E!, E", E", dessen Gegenseiten durch V, und V, auf 
einander bezogen sind, bildet einen D.B. unserer 
Gruppe. Gegenüber dem Periodenparallelogramm der doppelt- 
periodischen Functionen liegt hier der wesentliche Unterschied 
vor, daf die Ecken des Vierecks nicht zufällig sind. Das ge- 
wonnene Viereck müge B' heifen. 

Die Spiegelung an der Verbindungslinie der Fixpunkte von 
V, und V, transformiert I' in sich; V, und V, gehen direct in 
ihre inversen Substitutionen über. Die Spiegelung hat für das 
Ellipseninnere den Charakter einer elliptischen Substitution der 
Periode zwei; müge diese Substitution V heïfien. Das Viereck 
B, hat gleiche Gegenseiten, und sein Mittelpunkt ist der Fixpunkt 
von V; durch V wird das Viereck B! direct in sich 
transformiert. 

Ist V hyperbolisch, so ziehen wir die vier Polaren von 
E, E!, E", E". Dieselben bilden ein Viereck, dessen Ecken aufer- 
halb C, liegen. Letzteres Viereck und das Viereck B, bedecken 
gemeinsam ein Achteck, welches den Fixpunkt von V gleichfalls 
zum Mittelpunkt hat. Im Innern des Achtecks wählen wir einen 
Punkt ÆE und fixieren die aequivalenten Punkte in den übrigen 
Vierecken B!, B;,... Nunmehr wolle man die Punkte E je zweier 
benachbarten Vierecke durch Gerade verbinden und ziehe überdies 
in jedem Viereck von Æ aus eine Gerade nach einer der Ecken; 
man darf dabei im ersten Viereck die mit Æ zu verbindende 
Ecke willkürlich wählen, in den übrigen Vierecken sind aber dann 
die aequivalenten Ecken zu wählen. Nehmen wir die Seiten der 
Vierecksteilung nunmebr fort, so bleibt eine Einteilung in 
kanonische D.B., welche die Gestalt geradliniger 
Sechsecke mit einer nichtzufälligen und fünf einen 
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Cyclus bildenden zufälligen Ecken haben. Das Sechs- 
eck mit der Ecke Æ, welche den vorhin mit Æ bezeichneten Punkt 
zur zufälligen Ecke hat, heiïfe B,. 

Wir haben noch einige weitere Eigenschaften des kanonischen 
D.B. B, zu nennen. Für später merke man vor allem an: Durch 
zweckmäfige Auswahl von E und der mit E zu ver- 
bindenden Ecke von B! kann man erreichen, daf ein 
beliebig vorzuschreibendes bezüglich V aequiva- 
lentes System von Niveaulinien dieser Substitution 
die von Æ, ausstrahlenden Seiten der Einteilung 
B,, B,... stellt. Des weiteren folgt im Falle hyperbolischer 
V. aus der Annahme, daf Æ dem oben genannten Achteck ange- 
hôrt: Die von ÆE ausstrahlenden Seiten von B, er- 
reichen erst nach Ueberschreiten der Polare von E, 
die sich ausschliefenden zufälligen Ecken. 

Endlich wolle man sich durch eine einfache Zeichnung der 
hier vorliegenden Verhältnisse überzeugen, daB die Winkel 
des Sechsecks B, als concav angenommen werden 
kônnen. Diese Forderung läfit für Æ noch einen weiten Spiel- 
raum. So z. B. kommen wir auf lauter concave Winkel, wenn 
wir Æ auf einer der Polaren der Fixpunkte von V, und Y, an- 
nehmen; man bemerke dabei, daf diese Polaren im Falle hyper- 
bolischer V, soweit sie überhaupt dem Viereck B° angehüren, 
zugleich im oben wiederholt genannten Achteck liegen. 

Hält man die Verbindungslinie von Æ mit der ausgewählten 
Ecke des Vierecks B! fest, bewegt jedoch Æ längs dieser Geraden 
gegen die Ecke des Vierecks hin, so bleiben, wie wieder der An- 


blick der Zeichnung überzeugt, die Winkel sämmtlich concav, 


wenn sie es anfangs waren. Bei dieser Manipulation bleiben die 
von Æ, auslaufenden Sechseckseiten fest liegen, werden aber kleiner 
und kleiner. Würde man Æ bis zur Ecke des Vierecks selber 
hinwandern lassen, so würde sich schlieflich das Viereck B{ als 
Grenzfall eines kanonischen D.B. unserer Gruppe darbieten. — 

Der allgemeine Fall (p,n) erledigt sich nun auf Grund des 
Princips der Composition der Gruppen. Bei einem zuvôürderst 
gewählten D.B. mügen sich die Erzeugenden: 


1 CO F,, pe Re pe; 2 VAE Fe ya 
ergeben haben. Dann erzeugen 
ARE RS RER PE 


n n+p 


— Pa: 


Cp 


eine Gruppe (0,#+9»), dessen D.B. wir aus dem bisherigen D.B. 
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leicht herstellen; es sind die 4p Seiten a, b des Polygons fort- 
zunehmen und jedesmal ein Seitenpaar 6 bis zum Fixpunkt der 
stets hyperbolischen Substitution V, zu verlängern. 

Man wähle nun nach den obigen Vorschriften einen kanoni- 
schen D.B. für die Gruppe (0,»+») unter Einhaltung der bis- 
herigen Reïhenfolge der Ecken. Die von diesem D.B. gelieferten 


Erzeugenden V',... 7, | APRES En sind also bez. mit V,...Y 


[4 n) 
LEE Ge innerhalb der Gruppe (p,n) oder auch nur der Gruppe 
(0, » +») gleichberechtigt. Es giebt demnach in der (p,n) zwei 
Substitutionen V', V, welche V' nach Formel (2) erzeugen, und 
welche in der Art mit V,, V, gleichberechtigt sind, daB sie in 
letztere bereits durch Substitutionen der Gruppe (0,n# +») trans- 
formiert werden kôünnen. Der Zusatz der p Paare V', V' erzeugt 
mit der (0,2 +p) demnach nicht nur eine Untergruppe der Gruppe 
(p,n), sondern diese selbst. 

Das eïinzelne Paar V', V erzeugt nun eine Gruppe (1,1), für 
welche wir einen D.B. wieder nach der obigen Vorschrift wählen. 
Wir künnen dies in der Art ausführen, daf die beim D.B. der 
(0,# +7») als Seiten fungierenden Niveaulinien der V' auch beim 
D.B. der (1,1) auftreten. Ein D.B. der einzelnen V' zieht sich 
(indem er das Unendliche durchschreitet) mit zwei Ecken an E! 
heran. Nur die eine Ecke gehürt dem D.B. der (0,n +») an und 
dann jedesmal die andere dem D.B. der (1,1). Ziehen wir nun 
die Polare von E/, so liegen die auf £’ folsenden zufälligen Ecken 
sowie die weiteren Polygonecken beim D.B. der (0,n +») auf der 
einen Seite der Polare, beim D.B. der (1,1) auf der anderen Seite. 
Dieserhalb läft sich die Composition beider D.B. ohne Schwierig- 
keit vollziehen. Indem wir mit allen p Substitutionen V' gerade 
so verfahren, entspringt ein D.B. der Gruppe (p,#), welcher in 
der That alle zu Anfang der Artikels IT aufgezählten einfachen 
Eigenschaften hat. 


II. Die Invarianten und die charakteristischen Un- 
gleichungen für die kanonischen D.B. 


Im folgenden ist es zweckmäfig, die Substitutionen immer 
unimodular anzuschreiben. Bei der einzelnen Substitution hat die 


1) Vergl. hierzu die Untersuchung von Voigt, Sur les invariants fon- 
damentaux des équations différentielles linéaires du second ordre, 
Annales de l’école normale, 3. série, t. 6 (1889). Doch bleibt diese Untersuchung 
zumal betreffs der Gruppen ohne abschlieBende Resultate, und zwar hauptsächlich 
deshalb, weil keine endgültige Anschauungen über die Gestalt der D.B. gewonnen 
werden. Auch ist die genannte Arbeit nicht frei von Unrichtigkeiten. 
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Summe des ersten und vierten Coefficienten die Eigenschaft, gegen- 
über der Transformation vermüge einer neuen £€-Substitution ab- 
solut invariant zu sein. Diese Summe soll somit die Invariante 
der Substitution heifen. 

Sind zwei Substitutionen V,, V, vorgelegt, so nennen wir ihre 
Invarianten j,, ÿ, während unter j;, j!,, j, die Invarianten der drei 
Substitutionen VW V,, VV", V,V: V5", verstanden werden sollen; 
Jin es Jo Sind simultane Invarianten des Paares V,, V,. Da V, y, 
sechs wesentliche Coefficienten haben, eine beliebige zur Trans- 
formation zu verwendende Substitution deren aber drei darbietet, 
so kann ein Substitutionenpaar nur drei unabhängige Invarianten 
haben. Zwischen den j, j,, ja Jin Ju» müssen also zwei Relationen 
bestehen; wir künnen letztere in der Grestalt ansetzen: 

(1) 1 == Dear Ja = 7 ls Paille 

Die Gattung des Paares V,, V, kann man durch j, angeben. 
Wir haben im Sinne des vorigen Artikels in W, V, ein 
Paar der ersten, zweiten oder dritten Gœattung, je 
nachdem jÿ,=2 bez. <2 oder = 2 ist. Die Paare der 
dritten Gattung künnen wir ganz ausschliefien, da letztere stets 
infinitesimale Substitutionen erzeugen. 

Zwei Substitutionenpaare, die durch Transformation aus einan- 
der hervorgehen, sollen aequivalent heïfen; alle aequivalenten 
Paare fassen wir in eine Classe zusammen. Es gilt der Satz: 
Jedes Tripel reeller Zahlen is lola) LÜTINWeLC MOSS 


mit dem Zusatz gilt, daB das obere Zeichen zutrifft, 
wenn wenigstens eine der Zahlen j,, 7,7, absolut <2 
ist, definiert eindeutig eine Classe von Paaren der 
ersten oder zweiten Gattung. 

Die Gruppen der beiden Gattungen (0,3) und (1,1) kôünnen 
je aus zwei Substitutionen VW, V, erzeugt werden. Es fragt sich, 
wie wir mit Hilfe der Invarianten eine der beiden Gattungen bez. 
eine einzelne Classe aequivalenter Gruppen innerhalb der Gattung 
endgültig zu definieren vermôügen ‘). 

Betreffs der Gruppen (0,3) gilt nun folgender Satz: Die In- 
varianten der Erzeugenden einer Gruppe (0,3) ge- 


1) Dies Problem ist (indessen ohne Gebrauch des Invariantenbegriffs) von 
Poincaré formuliert; cf. Acta mathem, Bd. 1 pg. 50. 
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nügen den Ungleichungen: 
an = 0, 0, 0; 


zu denen für |j|<2, dh. im Falle elliptischer Sub- 
stitutionen, noch eine oder mehrere Gleichungen: 


(4) 1 = 2c0s + 


treten, unter ! ganze Zahlen =2 verstanden. Umge- 
kehrt liefert jedes diesen Bedingungen genügende 
Zahlentripel eine Classe von Paaren, deren einzelnes 
eine Gruppe (0,3) erzeugt. Die Gleichung (4) soll sich dabeï 
auf jede Invariante ,, 7,, 7, beziehen, welche absolut < 2 ist. Eine 
besondere Untersuchung verlangen hier die drei letzten Unglei- 
chungen (3). Da sowohl bei V, wie V, noch ein gleichzeitiger 
Zeïichenwechsel der vier Coefficienten statthaft ist, so künnen 
wir freilich ÿ, = 0, ÿ, = 0 vorschreiben; dann aber ist durch eine 
Untersuchung, die hier der Kürze halber nicht wiedergegeben 
werden kann, die Ungleichung 7,7,7,, = 0 zu beweisen. Dañ jedem 
den Bedingungen (3) bez. (4) genüigenden Tripel J,, j,, ,, eine Classe 
von Gruppen (0,3) entspricht, beweist man durch wirkliche Con- 
struction eines zugehôürigen D.B. Dabei spielt die Spiegelung an 
der gemeinsamen Niveaulinie von V,, V, eine besondere Rolle; es 
handelt sich hier einfach um die bekannten regulär-symmetrischen 
Dreiecksnetze, welche die gewôhnlichen Kreisbogendreiecke der 
&-Ebene als besondere Fälle einschlieBen. Um für die Ungleichungen 
(3), welche für die Gruppen (0,8) neben (4) definierend sind, eme 
kurze Berechnung zu haben, nennen wir sie ,die charakterischen 
Ungleichungen“ für die Gattung (0,8); dieser Benennung bedienen 
wir uns auch bei den übrigen Gattungen. 

Besonders einfach liegen die Verhältnisse bei den Gruppen 
(1,1); es gilt der Satz: Für die Gattung (1,1) ist bereits 
die eine Ungleichung: 


() Pins lala 
oder aber die Gleichung: 
: : : ue T 
(6) He Pa me PE = jf a + 2 (1 006 5), 


unter L eine ganze Zahl Z2 verstanden, charakte- 
ristisch. Der Fall der Gleichung tritt ein, wenn V elliptisch 
ist. Der Beweis, daf zu jedem Tripel eine Gruppe (1,1) gehôürt, 
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gelingt leicht durch Construction eines viereckigen D.B., wie er 
in Il vielfach genannt wurde. — 

Für eine beliebige Gruppe (0,7) sei ein kanonischer D.B. nach 
Vorschrift von II ausgewählt; wir wenden auf diesen D.B. die 
Bezeichnungen des Artikels IT an. Um B, durch Invarianten bis 
auf beliebige Transformation eindeütig zu definieren, knüpfen wir 
zunächst an die Invarianten j,, 7,7, von V, und V,; wir denken 
aus gegebenen j,, 5,7, das Paar V,, V, in partikulärer Weïise be- 
rechnet. Die Angabe von j,, 7,7%, bestimmt V, ersichtlich erst 
zweideutig. Zur eindeutigen Fixierung von V, adjungieren wir 
noch die Invariante 7, von VV,V,, welche sich durch die sechs 
Invarianten 9, ,, 9 Jo fau 0 Mit Hilfe einer Quadratwurzel be- 
stimmt; es gilt nämlich: 


(7) 2) 193 = VE tee lait VD 
wobei D, zur Abkürzung gesetzt wurde für: 
(8) Dre = (Di Ja 3 — 9 as Da su Ds Dao)" 
(Tia Pan are la de Par alles al de DEEE 
Die eindeutige Bestimmung von V, kommt nun darauf hinaus, 
dafñ das Vorzeichen der Quadratwurzel in (7) positiv 
sein muf. 

Jede weitere Substitution V, bis V_, incl. bringt weitere drei 
Invarianten 7, j,4 2,12 und erfordert die Adjunction einer weite- 
ren Irrationalität 7,,,,. Die zu B, gehôürende Classe von 
Polygonen (0,n) erscheint somit eindeutig bestimmt 
durch (3n—6) Invarianten 


J1 LCA RE) 7399 J23 PET free J13 Jos) CRC nes 


unter Adjunction der (n—3) von jenen irrational ab- 
hängenden, Invarianten y is. eee VOUS CU 
Angaben ist zugleich keine überflüssig. 

Um der Symmetrie zu entsprechen, setzen wir auch noch die 
weiteren neun Invarianten 


Jus Vers) Ja Ta n) Jn-1,19 Je ones Pn1,n, 19 Ju, 


hinzu, welche sich eindeutig in den bisherigen darstellen lassen. 
Wir künnen auch sagen, daf neben die (7—3) der Relation (7) 
entsprechenden Gleichungen noch weitere neun Relationen: 


(9) G, (Te To HAS Joie) — 0 


treten, welche zwischen den Invarianten des Bereiches B, bestehen. 
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Bei Aufstellung der charakterischen Ungleichungen von B 
schliefen wir den schon erledigteu Fall n — 3 aus. Das Ckes 
samtsystem der charakteristischen Ungleichungen 
unseres zur Gruppe (0,2) gehôürenden kanonischen D.B. 
besteht alsdann aus folgenden 5» Bedingungen: 


L HAS EU 1 0, 
- I. Ja < 2 Je = — 2; ape Ji 2, 
LIL. fs <—à, PRET CRE 2 Te; 


EV. (2 EEE = LME Rae PA) € 2 
4 ER REE 3 k+1 rie À Ve qe Je: is A 


Haha edei tirent Jeu lan) 
\'# 7, Guru Æ FIRE 22 Se = 2 Na as ess ze LE k,k+-1 GE F1 2). 


Durch die Relationen I werden die Vorzeichen der Coefficienten 
der eïnzelnen Substitutionen V, geregelt. Die Invarianten ÿ,, 
und ?,, werden daraufhin sämtlich negativ; die Relationen IT 
und IIT bringen zum Ausdruck, da alle Substitutionen P,V,., 
und V,V,,, hyperbolisch sind. Die Ungleichungen IV lassen sich 
unter Benutzung der in (8) erklärten Abkürzung in die Gestalt 
setzen D,,, = 0, D,., —0,...; sie sind einfache Folgen der Rea- 
lität der Coefficienten in P,, V,, V,, ... Die Ungleichungen V 
 bringen endlich zum Ausdruck, da die Ecken Æ,, und Æ,,, und 
damit der ganze Bereich B, innerhalb eines durch zwei Niveau- 
gerade eingegrenzten D.B. von V, gelegen sind. 

Es sind nun neben den aufgezählten Ungleichungen hier noch 
zwei Arten charakteristischer Gleichungen namhaït 
zu machen. Einmal gelten, falls elliptische Substitutionen 
vorkommen, die bekannten auf die Winkel der betreffenden Ecken 
_ bezüglichen Gleichungen. Vor allem ist zu bemerken, daB alle 
bisherigen Angaben auch gültig sein würden, falls B, in seinem 
Innern einen Windungspunkt darbieten würde, und falls sich also 
das n-Eck N, erst nach zwei oder mehr Windungen schlieñen 
würde. Die Anzahl W{(j,,,,...) dieser Windungen ist durch die 
Invarianten bestimmt und kann durch Aufstellung eines zugehô- 
rigen Systems W,, V,,...V, und gleichzeitige Construction eines 
 zugehôrigen »-Ecks N, ohne weiteres berechnet werden. Endlich 
würde alles Bisherige gültig bleiben, wenn die Winkelsumme im 
Cyclus zufälliger Ecken nicht 2x, sondern ein anderes Multiplum 
von 2x wäre; doch kommt diese Multiplicität auf die Anzahl der 
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Windungen W(j,,5,,...) des conjugierten #-Ecks N° zurück. Wir 
haben somit letzten Endes festzustellen, da die ,ganzzahli- 
sen Envariantente #67, 1/01) EMA eee 
Gruppen (0,») beständig gleich 1 sind. 

Beim Beweise, daf jedem System von Invarianten, welche 
den vorstehend genannten Bedingungen genügen, eine Classe von 
Polygonen (0,»%) entspricht, sind folgendes die Hauptgesichts- 
punkte. Man berechne aus den Invarianten ein partikuläres Sy- 
stem von Substitutionen VW, V,,...V, und bestimme nach Vor- 
schrift von Il das zugehôrige System V#?,...W, V,, V. Aus 
den Relationen (9) folgt das Bestehen der Gleichung: 


PF, ….V=il, 


und von hieraus ist die Gleichung (3) des Artikels IT eine iden- 
tische Folge. Man construiere die Fixpunkte Æ,, E,, ... E,. 
Wäre D, ,,:1 gleich Null, so lägen die drei Fixpunkte E,,, E, 
E,,, auf einer Geraden; da VD,,,,, positiv zu nehmen ist, s0 
weicht jeder folgende Fixpunkt von der geraden Verbindungs- 
linie der beiden voraufgehenden stets wieder nach derselben Seite 
aus. Es entsteht solcherweise ein n-Eck, welches zufolge W = 1 
nur eine Windung darbietet; dieses »-Eck heife N,. Indem wir 
von einem beliebigen Punkte Æ im Innern von N, die n Geraden 
EE, ÊE,, ... ziehen, zerfällt N, in n Dreiecke. Indem wir etwa 
das Dreieck £ EE, festhalten, wenden wir auf die übrigen den 
Umlegungsprocef zum conjugierten System V, V,, Vi, V?,... an. 
Es entspringt eine nur in Ecken zusammenhängende Kette von 
n Dreiecken, die sich zufolge Formel (3) Artikel IX schlieft. Es 
ist die Wirkung der Ungleichungen V, daf abgesehen vom ersten 
festhleibenden Dreieck die übrigen in der neuen Lage weder mit 
N, noch unter einander collidieren; hierbei wirkt auch die Glei- 
chung W'— 1 mit, derzufolge die geschlossene Kette der Drei- 
ecke nur eine Windung darbietet. Die Kette umschlieft ein 
n-Eck N°, dessen Zusatz einen kanonischen D.B. herstellt; durch 
Uebergang zum conjugierten D.B. erhalten wir endlich den durch 
die vorgelegten Invarianten definierten Bereich B,. — 

Der allgemeine Fall (»,n#) kann nun leicht erledigt werden. 
Wie in II werden wir die Gruppe durch Composition aus einer 


Gruppe (0,#+») und p Gruppen (1,1) herstellen. Wir wollen 
dabei 


EN AR 


C1 Cp = pe 


setzen und haben dann auf die Gruppe (0, # +») der Erzeugenden 
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V,...V.,, die eben abgeschlossenen Betrachtungen anzuwenden. 
Es ist dabei nur das eine zu bemerken, daB die letzten p Un- 
gleichungen I des genaueren nunmehr: 


Ia. 1 Es 2, JE pe = 2 


lauten. Setzen wir nun die Invarianten von W,, V,, V, gleich 
Dax Pop Por SO 186 2, — — un und Zufolge (2) gelten die p charak- 
teristischen Gleichungen: 

VE RE ee ent NO 
Mit Ia und VI sind aber bereits sämtliche hier noch 
hinzukommende charakterische Ungleichungen bez. 
Gleichungen erschôüpft; jedes System von Lôüsungen 
der p Gleichungen VI in reellen Zahlen j, 7,7, liefert 
p Gruppen (1,1), welche mit der Gruppe (0, +) com- 
ponierbar sind. 

Dieses Ergebnis führt im Verein mit dem früheren Ent- 
wicklungen auf ein wichtiges Theorem. Môgen n,=<n Winkel 
ausgewählt sein, die sämtlich aliquote Teile von 2x sind. Alle 
Gruppen (»,n#), welche », elliptische Ecken darbieten, und zwar 
der ausgewählten GrüBen, fassen wir innerhalb der Gattung zu 
einer Familie von Gruppen (p,n) zusammen. Es gilt dann 
der folwende fundamentale Satz: Die sämtlichen Gruppen 
einer einzelnen Familie innerhalb der Gattung bil- 
den ein Continuum. 

Um die einzelne Gruppe (p,n) eindeutig zu definieren, ist 
der Zusatz von j,,7,,), zu den Invarianten der Gruppe (0,n +) 
noch nicht ausreichend. Man verfährt am einfachsten wie folgt: 
Indem man V = V, VV" setzt, wird: 


ÉPSSSMENO AL PRErEA A E7 


und die Substitutionen V, ... V* erzeugen eine Gruppe (0, n + 2p), 
auf welche man die obigen © Entwicklungen anwende ; diese 
(0,»+2p) wird durch (8n + 6p—6) Invarianten unter den nôtigen 
Adjunctionen eindeutig definierbar sein. Dies sind jedoch in 
Wahrheit nur (3x +5p—6) Invarianten, da W, und W gleiche 
Invarianten haben. Man hat noch die p Invarianten }, zuzufügen 
und die p Ungleichungen : 


LES Te 
VIL PRO EETEEEA)) 

vorzuschreiben. Die Invarianten ÿ, bestimmen sich dann als reelle 
Kgl. Ges. d. W. Nachrichton. Math.-phys. Klasse. 1805, Heft 8. 26 
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GrôBen aus den Gleichungen: 
(10) Ja a dede dal anal te 

Beide Wurzeln sind brauchbar; man muB also die im Einzelfalle 
gültige Wurzel adjungieren. Hiermit ist die Classe der Gruppe 
(p,n) eindeutig bestimmt. Man wird demnach sagen künnen: 
Die einzelne Familie innerhalb der Gattung (p,») 
stellt ein Continuum von coÿ-#+6r-6 Classen dar, falls 
nr, die Anzahl elliptischer Ecken des D.B. ist. — 

Die vorstehenden Entwicklungen finden ihre natürliche Fort- 
setzung in einer Theorie der , Transformation der kanonischen 
Polygone“. Es ist hiermit der Uebergang von einem kanonischen 
Polygon einer Gruppe zu allen übrigen zugehôrigen kanonischen 
Polygonen gemeint. Nennen wir die Invarianten der Erzeugenden 
»Moduln des Polygons“, so gehürt zu jedem Polygon der Gruppe 
ein bestimmtes Modulsystem. Es gilt alsdann der fundamentale 
Satz, daB sich alle diese Modulsysteme der einzelnen 
Gruppe gegenseitig rational durch einander aus- 
drücken. Es entspringt so eine Gruppe birationaler Mo- 
dultransformationen, welche übrigens ein Attribut der Gat- 
tung ist, und welche in diesem Sinne als ,Modulgruppe der 
Gattung (p,n)* zu bezeichnen ist. Die Grundlagen für die 
Theorie dieser Modulgruppen habe ich kürzlich entwickelt; be- 
sonders interessant ist der niederste Fall der Gattung (1,1), wo 
eine eigentlich discontinuierliche Gruppe birationaler Transformatio- 
nen des gewühnlichen Raumes vorliest. 


Braunschweig, August 1895. 


Zur Begründung der Idealtheorie. 
Von 
Ph. Furtwängler. 


(Vorgelegt in der Sitzung am 19. October 1895 vom vorsitzenden Sekretär.) 


Ordnet man einem Ideale [«,, «,,...«,] eine in Linearfaktoren 
zerlegbare ganzzahlige Form zu, indem man 


Norm (ax, +a,x,+:..a,x,) — al 


setzt und a so bestimmt, daf Æ eine primitive Form wird, so 

entspricht der Multiplikation der Ideale die Composition der zu- 
gehôrigen Formen. 

Um von diesem Gesichtspunkte aus die Idealtheorie zu be- 

gründen, mu ich zunächst auf die Compositionstheorie der Formen 

eingehen und folgende Sätze beweisen : 

Satz I: Componirt man zwei primitive Formen F 
und F', welche den Idealen a und b eines Kürpers ent- 
sprechen, so ist die Discriminante der componirten 
Form F" sicher nicht grôBer als die Discriminante 
von Fund F”. 

Beweis: Ist 


aF = Norm («, æ, nn ‘a,%,); a'F—= Norm (BY SEPDR ra ve 0, 48) 


so wird, wenn 
ab — (y: Vase VA 
ist, 
aa: F" —= Norm{y,ë, +9,24, +:-.7,8,] 
sein. 
Setzt man nun ax, +a,x, +: = «, so müssen folgende 
Gleichungen bestehen: 


ap, ol Vs + Di Va OPEN T, 


ab, aa Li Va + 2 RME AP PT 
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in denen die x, lineare ganze Funktionen der x, sind. Aus ihnen 
folgt : 
"N(a)-A(B,,B;,...8,) = |%y f-24(y, Vase ce Va) 


oder; wenn man die Diseriminanten von F, F', F" resp. mit wD, 
D, r'D bezeichnet: È 


CS hr COS al 


: r k, : : 
Wäre nun r =”, also es 1, so hätten die Coefficienten von F 
1 


einen gemeinsamen Teïler gegen die Voraussetzung; es mufñ daher 
r <n sein. Ganz analog folgt auch r = m, w.z. b. w. 

Bezeichnet man die Formen, welche dieselbe Discriminante wie 
der zugehürige Kürper haben, als Stammformen, diejenigen unter 
ihnen, welche die 1 darstellen, als Hauptstammformen, so läfit sich 
der zu beweisende zweite Satz so aussprechen: 


Satz IT: Sind F und H zwei in Linearfaktoren zer- 
legbare ganzzahlige Formen, zwischen denen die 
Compositionsgleichung FH = F besteht, so gehôrt H 
der Hauptstammelasse an, wenn die Discriminante 
von H nicht grôüBer als die Kürperdiscriminante ist. 

Beweis: Ist aF — N(ax +a,x,+:.:), wo «,,4a,,... ganze 
Kôrperzahlen bedeuten, so muf sich zufolge der Gleichung F-H=F 
eine solche Zerlegung von Æ in Linearfaktoren: 


H — U2 +2,9,+- ) UMA NU LAUR y ) Ke (AY HS ) 
finden lassen, daB die Gleichung: 
(a, &, +4, +: é (UEA +hY EE ) = (CZ Ge da, +: à ) 


identisch befriedigt wird, wenn man für 2, bestimmte ganzzabhlige 
bilineare Funktionen von %,| 7, setzt und zwar mïüssen dann, wie 
sofort ersichtlich, },, k,... ganze oder gebrochene Kürperzahlen 
sein. Infolgedessen mu der Modul [hk,, k,,...] auch ganze ratio- 
nale Zahlen enthalten — gebrochene rationale Zahlen kann er of- 
fenbar nicht enthalten, weiïl er nur Zahlen mit ganzzahliger Norm 
enthält —, unter denen die kleinste b se Man kann dann be- 
kanntlich setzen: 


[k,, h,, ha. . | = [b, Ti, Ho, | 


WO T,, %,,...%,, Wiederum Kürperzahlen bedeuten. 


vd mages 
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Zufolge der Voraussetzung F1 — F müssen nun, wenn man 


a, + a, 2, +: — «à setzt, folgende Gleichungen bestehen : 
ab — Lis Ci Lio de Ft Lin 
OT, = LA a sn Lio (0e “ dE lon ds 


wo die x, wieder ganzzahlige lineare Funktionen der x, sind, die 
in der ersten Zeiïle folgæende Werte haben: 


D D Lu = Ud,, nd, — UL., 
Es bestehen daher auch die Gleichungen : 
al — TU +au +... 2.0, 
is = 2 (eo 2e RE LA 


d. h. die Form Æ reproducirt sich auch dann, wenn man sie mit 
der Form 
Œ ee Norm (9 + Ti AE deb T1 y) 


componirt. Setzt man daher y + y, +:::1,,Y, = %, So 
müssen folgende Gleichungen gelten: 


Legs Yan Li F Yio Lo +: de Vin 
œ, T = Yan En + Vus Cs + RÉ Yan En 

aus denen folot : 
Ni(x):4(a,, Type. a) Ex [Ya 


**A(a; M... 0) 


N(x) = +|ys| 
d.h. G ist eine ganzzahlige Form und daher x,, %,,...7,, und 
folglich auch ,, h,,...h, ganze Zahlen. Da nun die Discrimi- 


nante von À nicht grôüBer als die Kôrperdiscriminante sein soll, 
muB [k,, h,, h,...] eine Minimalbasis des Kürpers, also H eine 
Hauptstammform sein. 

Mit Hülfe der vorstehenden beiden Sätze sowie der Thatsache, 
daf zu einer gegebenen Discriminante innerhalb eines Kôürpers nur 
eine endliche Anzahl nicht äquivalenter Formen gehôren, läfit sich 
jetzt der folsende Satz beweisen, der sich dann unmittelbar auf 
die Idealé übertragen läft : 

Satz IL: Ist die Discriminante der Form Fnicht 
grôBer als die Kôürperdiscriminante, so giebt es 
stets einen Exponenten # der Art, da8 die Form F* 


£ der Hauptstammelasse angehürt. 
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Beweis: Bilde ich die Reïhe der Formen F, F°, F°..., so 
kônnen die Discriminanten aller dieser Formen nach Satz I nicht 
grüBer als die Kôrperdiscriminante sein und es müssen daher, da 
es nur eine endliche Anzahl inäquivalenter Formen mit solchen 
Discriminanten giebt, in der Reiïhe der hingeschriehenen Formen 
zwei äquivalente auftreten, also F" = FF" sein. Dann ist nach 
Satz II F7” = H. Aus der letzten Gleichung folet zugleich, 
nach Satz l, da die Discriminante einer Form nie kleiner sein 
kann als die Disceriminante des zugehôürigen Zahlkôrpers. 

Wir sind damit imstande, den folsenden für die Begründung 
der Idealtheorie fundamentalen Satz zu beweisen : 


Satz IV: Es existiert für jedes Ideal a ein Expo- 
nent #4 der Art, daf a ein Hauptideal ist. 

Beweis: Entspricht dem Ideal a die primitive Form Æ, so 
kann die Discriminante von Æ, wie unmittelbar nach Satz I aus 
der Gleichung a:0 — a folgt, nicht grôfer als die Kôrperdiseri- 
minante sein. Ist daher F* = H, so entspricht dem Ideal a* die 
Hauptstammform 7, d. h. a ist ein Hauptideal. 

Von hier aus En ai die Begründung der Idealtheorie in 
bekannter Weise. 

Bezüglich näherer Ausführungen zu dem Vorstehenden muf 
ich auf eine später erscheinende Abhandlung über die zerlegbaren 
cubischen Formen verweisen, in der die Beziehungen der idealen 
Zahlen zu den zerlegbaren Formen näher auseinandergesetzt wer- 
den sollen. 


ét 1 


Bericht über die im Sommerhalbjahr 1895 im pa- 
thologischen Institute in Gôttingen fertig gestell- 
ten wissenschaftlichen Arbeiten. 


Von 


J. Orth. 
Vorgelegt am 19. Oktober 1895, 


Im Sommerhalbjahr 1895 sind 12 Arbeiten fertig gestellt 
worden, worunter sich 7 Dissertationen befinden. 

1. Der 1. Assistent des Institutes, Privatdocent Dr. A schoff, 
hat zu einem demnächst erscheinenden grüBeren Sammelwerk den 
Abschnitt Ueber Regeneration und Hypertrophie be- 
arbeitet. — 

2. Da die aus der Placenta bzw. aus sitzengebliebenen Pla- 
centarresten hervorgehenden büsartigen Geschwiülste (Deciduome, 
Chorioncarcinome, syncytiale Carcinome etc.) in der 
letzten Zeit die Aufmerksamkeit der Kliniker und pathologischen 
Anatomen in besonders hohem Mafe erregt haben, so hat der- 
selbe 2 kurz hintereinander zur Beobachtung gelangte in ver- 
schiedenen Beziehungen interessante Fälle derartiger Neubildungen 
benutzt, um eine genaue Untersuchung der theils durch Operation, 
theils durch die Section gewonnenen Präparate vorzunehmen, so- 
wie im Anschluf daran die in Betracht kommenden normalen Ver- 
hältnisse an geeigneten Objekten zu studiren. 

An einem im 2. Monat schwangeren Uterus, der wegen Cer- 
vixearcinom exstirpirt worden war, konnte A. in Bestätigung einer 
neueren Angabe Marchand’s feststellen, da in der That in dem 
ganzen Grebiet der Placenta eine Einwucherung des Zottenepithels, 
und zwar sowohl des von dem mütterlichen Drüsenepithel abge- 
leiteten sog. Syncytium wie der darunterliegenden als fôtales 
Ectoderm angesehenen sog. Zellschicht, in die Schleimhaut statt- 
findet. Freilich hält der Verf. die Abkunft des Syncytiums von 
dem Uterusepithel noch nicht für erwiesen und glaubt im Gegen- 
satz zu Marchand, daB bei der Einwanderung die Unterschiede 

Kgl. Ges. d. W. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1895. Hoft 4, 27 
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der beiden Epithellagen schwinden kônnen. Eine Umbildung des 
Drüsenepithels zu Syncytium sah er nirgends, das Oberflächenepi- 
thel fehlte an der Placentarstelle vollständig. Die einwuchernden 
Zellen erüffnen die GefäBe, indem sie die Wand derselben durch- 
wandern und zerstôren. ; 

Ueber die Vertheilang des Glÿcogens und des Fettes in den 
Zottenepithelien konnten genauere Angaben gemacht werden, als 
sie bisher vorlagen. 

Auch für ‘die Reflexa lief sich ein Ein- und Durchwandern 
von Zottenepithelien bis an die Aufenfläche constatiren, wo die 
Zellen eine, wenn auch lückenhafte äuBere Hülle bilden. 

Dort wo die einwandernden Zellen die Schleimhautoberfläche 
berühren, kommt es zur Bildung des Nitabuch'schen Fibrin- 
streifens, auf den sich dann immer neue fôtale Zellmassen aufla- 
gern, die gleichfalls hyalin-fibrinôse Umwandlungen eingehen künnen. 

Die Untersuchung des 1. Falles, bei welchem neben dem schon 
während des Lebens an einem excidirten Stückchen richtig erkann- 
ten Uterustumor bei der Sektion noch Metastasen in den Lungen, 
der Leber, dem Knochenmark, Darm u.s.w. gefunden wurden, 
ergab, daB sich das Geschwulstgewebe überall grôftentheils aus 
Zellen zusammensetzte, welche denjenigen der wuchernden Zell- 
schicht genau glichen, daB aber daneben grofikernige Zellen und 
mehrkernige Riesenzellen. (syncytiale Bildungen) wie in der Deci- 
dua serotina vorkamen. Auch hier fand sich das Einbrechen der 
Zellen in die Gefäfe, welches den hämorrhagischen Charakter der 
Geschwülste bedingte, ferner die isolirte Wanderung der Zellele- 
mente, wie schliefilich die hyalin-fibrinôse Degeneration der Ge- 
schwulstzellen, so daf ähnliche Bilder entstanden, wie sie die alten 
Zellknoten der Placenta darzubieten pflegen. Es handelte sich 
also um eine bôsartige Geschwulst, welche von dem Epithel der 
Chorionzotten ihren Ausgang genommen hatte. 

In dem 2. Falle fand sich ein Rest einer Blasenmole in dem 
Uterus, welcher destruirend in die Muskulatur eingedrungen war. 
Auferdem lag neben der Vagina, ohne Zusammenhang mit dem 
Uterus eine aus metastatischem Tumorgewebe hervorgegangene 
Hôhle, aus der bei Lebzeiten der Patientin blasige Chorionzotten 
ausgekratzt worden waren. Wenn auch in diesem Falle wegen 
ausgedehnter Necrose des (Grewebes der Nachweis besonderer 
Wucherungen der Zottenepithelien nicht gelang, so ist er doch 
deswegen besonders interessant, weil er der erste sichere Beweis 
für eine Metastasenbildung einer Blasenmole mit destruirendem 
Charakter ist. 
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Die Arbeït wird nebst einem klinischen Theïl (von Dr. Apfel- 
stedt, Assistenzarzt der Frauenklinik) in dem Archiv für 
Gynaecologie erscheinen. — 

3. Der 2. Assistent, Herr Dr. E. Meyer, hat seine Unter- 
suchungen über die Miliartuberkulose der Nieren, beson- 
ders des Nierenmarkes, über welche ich im vorigen Bericht nach 
der Dissertation des Herrn M. einige Angaben gemacht habe, fort- 
gesetzt. Aufer den früheren 2 Fällen konnten noch 6 weitere 
untersucht werden, welche im wesentlichen die schon früher ge- 
wonnenen Resultate bestätigten. Hinzuzufüigen ist nur noch, daf 
nicht blofi in Schleifenkanälchen, sondern häufig auch in Sammel- 
rôhren Bacillen im Lumen gefunden wurden. In einem Falle, der 
durch die ungeheure Menge der vorhandenen Bacillen ausgezeich- 
net war, fanden sich aufer solchen Stellen, wo die Bacillen sicher 
mit dem Harn in Harnkanälchen gerathen waren, auch solche, 
wo dieses nicht der Fall war (z. Th. befanden sie sich dann sicher 
in Gefäfen). (Grade diese Stellen waren aber für die Auffassung 
der übrigen insofern von ganz besonderem Interesse, als in ihnen 
vielfach sich Harnkanälchen zeigten, welche trotz vorhandener 
Verkäsung und massenhafter Anwesenheit von Bacillen im (Ge- 
webe doch gänzlich frei von solchen geblieben waren, ein Beweis, 
da die Harnkanälchen dem Eïindringen von Bacillen aus der Um- 
gebung in ïihr Lumen sehr erheblichen Widerstand entgegen- 
setzen. Ein Befund von Bacillen im Lumen wird daher immer 
zunächst auf Transport derselben mit dem Harn zu beziehen sein. 
Die Arbeit ist nebst einer farbigen Tafel in Virchow'’s Archiv 
Bd. 141 erschienen. — 

4, Für die Entscheidung der Frage, in wie weit es eine ger- 
minative congenitale Tuberkulose gibt d. h. eine solche, bei wel- 
cher die Keimstoffe, aus welchen ein neues Individuum hervorgeht, 
die Träger von Tuberkelbacillen waren, sind noch nicht genug 
Erfahrungen über die Vorfrage gesammelt, inwieweit virulente 
Tuberkelbacillen in den Geschlechtsdrüsen oder 
ihren Produkten (Sperma) tuberkulôser Individuen 
yvorkommen, auch wenn morphologische tuberculôse 
Veränderungen in den Drüsen nicht nachweïsbar 
sind. Darum veranlaBte ich den damaligen Volontärassistent 
des Institutes, Herrn Dr. J'äckh sich mit dieser Frage zu be- 
schäftigen. Derselbe hat 27 Meerschweinchen und 10 Kaninchen 
mit Kleinen Stückchen Hoden (5 Mal), Ovarium (4 Mal) oder mit 
Samenblaseninhalt (5 Mal) von Individuen, bei denen die Section 
tuberkulüse Verändérungen in irgend welchen Organen aber (auch 
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mikroskopisch) nicht in den Geschlechtsdrüsen selbst, ergeben 
hatte, in die Bauchhôhle geimpft und die Thiere nach 2—4 Mona- 
ten getüdtet, um ihre Organe makro- und mikroskopisch, z. Th. 
auch experimentell auf die Anwesenheit von tuberculôsen Ver- 
änderungen bzw. Tuberkelbacillen. zu untersuchen. Was die Expe- 
rimente mit männlichen Impfstoffen betrifft, so wurden nur mit 
1 der 5 verwandten Hoden positive Resultate erzielt, während 
der Samenblaseninhalt sich in 8 Fällen (von 5) als infectionstüch- 
tig erwies. Die Section der Individuen, von welchen die Impf- 
stoffe stammten, hatte folgende tuberkulüsen Veränderungen er- 
geben: 1) chronische Lungen-, Kehlkopf- und Darmtuberculose, 
Miliartuberkulose der Nieren und Leber; 2) Wirbeltuberkulose 
sowie frische und alte Pleuritis ohne Lungenerkrankung ; 3) chro- 
nische Tuberkulose der Lungen und der Harnorgane sammt der 
Prostata, während Hoden und Samenblasen frei waren. Bei den 
beiden Fällen mit negativem Resultat handelte es sich im einen 
um chronische Lungentuberkulose mit miliarer Tuberkulose in 
Lungen, Milz, Nieren, Leber und Darm, im anderen um Conglo- 
merattuberkel im Grehirn und chronische Tuberkulose der Neben- 
nieren und Lymphdrüsen. Negativ fielen auferdem die Versuche 
mit Hoden und Samenblaseninhalt eines Meerschweinchens aus, 
welches an verallgemeinerter, aber noch nicht weit vorgeschritte- 
ner Impftuberkulose gelitten hatte. 

Von 4 Eierstôcken, mit welchen experimentirt wurde, ergab 
nur 1 positive Resultate, doch muf eine Serie von Experimenten 
mit einem der anderen aufer Betracht bleiben, da die geimpften 
Thiere vorzeitig starben, so dafñ ein positiver Befund auf 2 nega- 
tive kommt. Der infectionstüchtige Eïerstock stammte von einer 
Frau, welche an chronischer Tuberkulose des Respirations- und 
Darmtractus, sowie an tuberkulüser Peritonitis gelitten hatte, 
während bei den beiden anderen eine akute allgemeine Miliartu- 
berkulose bzw. eine chronische tuberkulôse Peritonitis, ausgedehnte 
Lymphdrüsentuberkulose und Tuberkulose der Nebennieren, der 
Leber und des Uterus vorlag. Es ergibt sich aus diesen Beob- 
achtungen, daB irgend eine Gresetzmäfigkeit in dem Vorkommen 
der Bacillen nicht vorhanden war, sowie da in aufälliger Häufg- 
keit der Samenblaseninhalt infectionstähig gefunden wurde. 

Da ein Theïl der an Impftuberkulose erkrankten Thiere schwan- 
ger war oder wurde, so wurden auch noch einige Experimente 
zu der Frage angestellt, ob die Nachkommen tuberkulüser Eltern 
virulente Tuberkelbacillen enthielten. Alle diese Experimente 
fielen negativ aus bis auf 1, wobei durch Verimpfung der Eïhäute 
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Tuberkulose erzielt wurde, während der in den Eïhäuten enthal- 
tene Embryo sich als nicht infectiôs erwies. 

Die Arbeït ist in Virchow’s Archiv Bd. 142 erschienen. — 

5. Schon seit Jahren war mir bekannt, daB an den Tonsillen 
sowohl bei Erwachsenen wie bei Kindern eigenthümliche Knorpel- 
und Knochenbildungen vorkommen, von denen ich, wie ich in den 
»Arbeiten aus dem patholog. Institut in Güttingen, 1893“ $. 60 
schon angegeben habe, annehmen zu müssen glaubte, daB sie mit 
embryonalen Gebilden (Kiemenbôügen) in Beziehung ständen. Um 
die Frage weiter zu verfolgen, habe ich Herrn Dr. Deichert 
veranlaft, einige neue Präparate genau zu untersuchen und die 
Deutung der Bildungen zu versuchen. In der in Virchow’s Ar- 
chiv, Bd. 141, erschienenen Arbeit zeigt der Verf., da die Be- 
fande mit den von mir früher erhobenen vollkommen überein- 
stimmen, daf also diese Bildungen in stets gleicher typischer 
Weïse auftreten. Man erkennt scharf abgegrenzte Leisten resp. 
Knôütchen (bis 1 em und mehr), vornehmlich an dem unteren Rande 
der Tonsillen und nach den Gaumenbügen zu. An den mikrosko- 
pischen Serienschnitten, welche theiïls in der Längs-, theils in der 
Querachse der Tonsillen ausgeführt wurden, sieht man in dem 
derben Bindegewebe, welches die lymphatische Substanz umhüllt, 
Knorpel- und Knochenherde in wechselndem Mengenverhältnif 
eingelagert, die sich hie und da mit dem Bindegewebe emporschie- 
ben, ohne jemals in das lymphatische Gewebe selbst einzutreten 
Die Knochenbälkchen bilden vielfach geschlossene Ringe (Andeu- 
tung von spongiüser Anordnung) und zeigen deutliche Wachs- 
thumserscheinungen (Apposition und Resorption); der Knorpel fin- 
det sich mehr in grôBeren Herden, hat hyaline Grundsubstanz und 
zeigt Uebergänge sowohl in das Bindegewebe wie in den Knochen, 
stellenweise deutliche metaplastische Verknücherung. Die Lymph- 
knôtchen sind ohne besondere pathologische Veränderungen. 

Die typische Lokalisation dieser Bildungen, ihre symmetrische 
Anordnung an beiden Tonsillen, das Vorkommen in den verschie- 
densten Lebensaltern spricht einerseits für eine congenitale Bil- 
dung, andererseits für eine Entstehung aus gleichartigen paarigen 
embryonalen Anlagen wie sie an der in Betracht kommenden 
Kôürpergegend in den Kiemenbügen gegeben sind. Verf. führt nun 
aus, da. — abgesehen etwa noch von jenem Theïl der 1. Kiemen- 
spalte, aus dem die Tube hervorgeht, deren Knorpel gelegentlich 
allerlei Abschnürungen erfährt, allein der 2. Kiemenknorpel in 
Betracht kommt, da er einerseits bereits während des Fôtallebens 
Ossificationspunkte enthält, wodurch sich die Verknücherung unge- 
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zwungen erklärt, und andererseits nahe Beziehungen zu der Ent- 
wicklung der Tonsillen hat. Es würde diese Annahme gestützt 
werden, wenn sich zeigen liefe, daB zusammen mit den Verände- 
rungen an den Tonsillen auch noch sonstige, auf Stôrungen in der 
Umbildung des 2. Kiemenbogens zu beziehende Veränderungen am 
kleinen Zungenbeinhorn, am Lig. $tylohyoideum etc. vorkommen. 
Es fand sich denn auch alsbald ein derartiges Zusammentreffen. 
Bei einer 85jähr. Frau mit typischen Knochenbildungen an beiden 
Tonsillen war der linke Processus styloïdeus auferordentlich lang 
und auch das entsprechende kleine Zungenbeinhorn etwas ver- 
grôBert, im rechten Ligamentum stylohyoideum fand sich aber 
ein isolirtes etwa 2 em langes Knochenstück. Da nach Abschluf 
der Arbeit bald noch 2 neue Fälle von Tonsillarknochen beobach- 
tet wurden, scheint die Bildung häufiger zu sein, als wir seither 
annahmen und so ist zu hoffen, daf auch bald noch weitere Be- 
weise für ihre Beziehungen zum 2. Kiemenbogen sich werden er- 
bringen lassen. 

Um zu zeigen, da die Knorpel-Knochenbildungen an den 
Tonsillen, wenn sie auch vorzugsweise wissenschaftliches Interesse 
haben, doch auch des praktischen nicht entbehren, wird zum 
Schlusse über 2 einschlägige von Herrn Prof. Rosenbach ope- 
rirte Fälle berichtet. — 

6. Eine der 7 Dissertationen, über welche ich nun zu 
berichten habe, Borrmann, Beiträge zur KenntniB der 
Lungeninduration, gehürt eigentlich noch dem Winterseme- 
ster an, da dieselbe aber aus äuferen Gründen noch nicht gedruckt 
ist, so habe ich-sie dem vorigen Bericht noch nicht eingefügt. 
Verf. gibt eine kurze klinische Geschichte, die Sectionsprotokolle 
sowie die Resultate der mikroskopischen Untersuchung zweier 
Fälle jener Form von Lungeninduration, bei welcher Pfrôpfe von 
gefäBhaltigem Bindegewebe die Alveolarlumina mehr oder weniger 
vollständig erfüllen, deren Herkunft noch nicht sicher festgestellt 
ist, da die Angaben der Untersucher sich widersprechen. Die 
mikroskopische Untersuchung ergab die schon bekannten Verän- 
derungen an den Alveolen: die intraalveolaren Bindegewebspfrüpfe 
nur zum Theïl an ïhrer Oberfläche mit dem alveolaren Grerüst in 
Verbindung, an den Verbindungsstellen aber deutlicher Zusammen- 
hang der neuen mit den alten GefäBen, Hineinreichen der vielfach 
spindelfürmigen Bindegewebszellen aus dem Lungenparenchym in 
den Pfropf hinein. Die Pfrôpfe verschiedener Alveolen hingen 
vielfach durch schmale Brücken mit einander zusammen, auferdem 
aber bildete das neugebildete Bindegewebe vielfach lange Bänder 
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mit seitlichen rundlichen Anhängen oder sternfürmige Figuren, 
die Längs- bzw. Querschnitte von mit Bindegewebe erfiüllten Al- 
veolarrühren nebst ihren Alveolen. Weder an den Bronchiolen 
noch an der Pleura oder dem interlobulären Gewebe wesentliche 
Veränderungen, so daf das alveoläre Gerüst selbst als Ausgangs- 
punkt der Neubildung betrachtet werden muf. Die gefundene 
scharfe Abgrenzung der carnificirten Partie durch ein Interlobu- 
larseptum, das Vorhandensein von Exsudatmassen neben den Bin- 
degewebsmassen in dem Rest der Lichtung der Alveolen, der Be- 
fund von Fibrin im Innern einzelner der Bindegewebspfrôpfe spricht 
dafür, da man es mit dem Ausgang eines acut entstandenen ent- 
zündlichen Prozesses zu thun hatte. Da bei dem einen Falle auch 
die klinischen Erscheinangen mit dieser Annahme im Einklang 
stehen, so kann für ïhn sicher die secundäre Natur der Bindege- 
websbildung angenommen werden, für den anderen ist diese An- 
nahme weniger sicher, weil bei demselben sowohl Anamnese wie 
klinische Beobachtung durch die Geisteskrankheit beeinträchtigt 
wurden, aber auch für ihn ist sie wahrscheinlicher als die Annahme 
einer primären Bindegewebsneubildung. 

Meines Erachtens muf bei der Beurtheilung von Lungenindu- 
rationen ganz besonderer Werth auf das räumliche Verhalten der 
Neubildung zu dem Lungengertüst gelegt werden. Eine Verdickung 
der Grerüstbalken, mit oder ohne Collaps, kann primär entstehen 
oder an eine vorausgegangene exsudative Entzündung, besonders 
katarrhalische Bronchopneumonie sich anschliefen, dagegen sind 
jene Fälle, wobei das Bindegewebe sich als Auswuchs des Gre- 
rüstes darstellt, wo es eine mehr oder weniger vollständige Aus- 
füllung der nicht collabirten Alveolen bewirkt hat, m. E. niemals 
primäre, sondern immer secundäre: da war vorher eine andere 
und zwar feste Ausfüllung der Alveolen vorhanden, sei es durch 
fibrinôse Exsudatpfrüpfe, sei es durch geronnenes Blut, denn es 
kommen ganz die gleichen Bilder bei chronischer fibrinüser Pneu- 
monie wie bei heilenden hämorrhagischen Infarcten der Lungen 
vor, nur daf bei diesen neben dem Bindegewebe nicht wie bei 
jenen Exsudatreste oder Luft, sondern, soweït ich wenigstens ge- 
sehen habe, Infarctreste vorhanden sind. — 

7. Der Dissertation von Kleinschmidt, Ueber Darm- 
syphilis mit Ausschlu& der Mastdarmerkrankungen liegen 2 
Fälle von congenitaler Syphilis zu Grunde. 

In dem 1. fanden sich neben Osteochondritis syphilitica, 
Lebergummata, syphilitischer Pneumonie und Milzschwellung, ver- 
schiedene Stellen des Dünndarms verdickt, sehr derb, trüb grau- 
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gelb gefärbt. Besonders nahe der Ileocücalklappe saf eine ge- 
schwulstartige Verdickung der inneren Schichten, graubraun mit 
einer centralen ganz mattgelben Vertiefung und aufgeworfenem 
wulstartigem Rand. Mikroskopisch zeigte sich besonders die Sub- 
mucosa durch spindelfürmige Zellen verdickt, der Substanzverlust 
an der Mucosa nur gering, aber diese fast ganz in die zellige 
Neubildung der Submucosa aufgegangen. Nach der Peripherie 
der veränderten Stelle hin fiel eine concentrische Anordnung des 
zelligen Gewebes um grüfiere (refäBe, besonders Arterien auf; 
Capillaren und Venen waren hier sehr stark gefüllt. An den 
anderen verdickten Stellen waren die Veränderungen ähnlich, nur 
geringer. 

Das 2. Kind zeigte Pemphigus, Osteochondritis syphilitica, 
Pylephlebitis gummosa und Gummata der Leber, Milzvergrühe- 
rung und Induration des Pankreas. Am Dünndarm (unteren Je- 
junum und oberen Ileum) wurden 10—15 feste, beetartige pfennig- 
bis groschengroBe Verdickungen von ovaler Grestalt bemerkt, meist 
dem Mesenterialansatz gegenüber, sowohl an Peyer’schen Haufen 
wie unabhängig von solchen. Der auffällig gerimgfügige mikrosko- 
pische Befund war eine Verdickung der Submucosa mit geringen 
adventitiellen Veränderungen der im 1. Fall gefundenen Art. 

Der Verf. gibt nun eine Zusammenstellung von 12 Fällen 
congenitaler Darmsyphilis aus der Litteratur in ähnlicher Anord- 
nung wie sie Rieder im Jahrb. d. Hamburger Staatskrankenanst. 
1889 für die erworbene Darmsyphilis gegeben hat, und fügt daran 
noch einige von Rieder nicht erwähnte sowie die nach dessen 
Verüffentlichung bekannt gemachten Fälle von erworbener Darm- 
syphilis. Aus dem Vergleich der Fälle entnimmt der Verf. fol- 
gendes Bild der Dünndarmsyphilis : 

Die Veränderungen sitzen am Uebergang des Jejunum in das 
Ileum, im unteren Ileum, oft vom Jejunum an durch den gan- 
zen Dünndarm zerstreut. Sie bestehen in ovalen Verdickungen, 
deren Längsachse, entsprechend dem Verlaufe der DarmgefäBe, 
senkrecht zur Darmachse steht. Im Dickdarm (von der Mast- 
darmsyphilis ist abgesehen) sind die Veränderungen sehr selten, 
bei Neugeborenen noch nicht beobachtet. Die Neubildung beginnt 
in der Submucosa, zu der immer stärker werdenden Wucherung 
gesellen sich Geschwüre, selten ist Perforation, ôfter Heïlung durch 
stricturirende strahlige Narben. 

Die von verschiedenen Autoren versuchte Eintheïlung in Cate- 
gorien kann Verf. als berechtigt nicht anerkennen, da sich Grenzen 
nicht ziehen lassen. Für die congenitale Syphilis glaubt er aus 
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seinen Beobachtungen den Sehluf ziehen zu kônnen, daf die platten- 
fôrmigen Verdickungen in der Darmwand zunächst nur auf einer 
eimfachen Hypertrophie der Submucosa beruhen, der sehr bald 
eine zellige Infiltration folgt, welche von der Adventitia der Ar- 
terien ausgeht. 

Eine Zusammenstellung der Litteratur über die Syphilis des 
Darms bildet den Schluñ. — 

8. Schon vor ein paar Jahren hatte ich bei einem auch Kkli- 
nisch interessanten Fall einen grofen Blindsack am Magen im 
Anschluf an ein vernarbendes Pylorusgeschwür beobachtet. Als 
ich nun bei der Durchsicht der dem patholog. Institut tiberwiese- 
nen Braunschweiger Sammlung 2 ähnliche Präparate fand, veran- 
lafte ich Herrn O0. Kleïine, diese Veränderung zum Gregenstande 
seiner Dissertation (Ueber Blindsackbildung am Magen 
im Anschluf an drei Fälle von Blindsackbildung bei chronischen 
Magengeschwüren) zu machen. 

Nachdem der Unterschied zwischen den häufigeren, sowohl 
congenital wie erworben vorkommenden sog. Verdoppelungen des 
Magens (Sanduhrmagen) und der seltenen, congenital bisher an- 
scheinend noch niemals beobachteten Magendivertikel auseinander- 
gesetzt worden ist, werden D Fälle von Fremdkôrperdivertikel 
aus der Litteratur zusammengestellt und als solche primärer Blind- 
sackbildung einem Falle secundärer Blindsackbildung, bei dem ein 
Trauma eine Narbe als Grundlage der späteren Erweiterung er- 
zeugte, gesgenübergestellt. 

In die letzte Categorie gehôren auch die 3 neuen Füälle. Das 
Gemeinsame derselben ist, daB in unmittelbarem Anschluf an ein 
vernarbendes, Pylorusstenose erzeugendes Uleus chronicum eine 
mehr oder weniger grofe Ausbuchtung der Magenwand an der 
grofen Curvatur vorhanden ist. Bei dem Präparat mit der ge- 
ringsten Veränderung lagen die Verhältnisse am klarsten, indem 
genau in der Mitte eines 1'/ em breiten fast circulär (nur die 
kleine Curvatur war frei) am Pylorus sitzenden chronischen Ge- 
schwüres ein etwa kirschgroBes, an seiner Ursprungsstelle leicht 
verschmälertes Divertikel sich nach auBen vorwülbte. In dem 2. 
Falle war die Ausbuchtung mehr kegelfôrmig, mit nach aufen ge- 
richteter Spitze und einer Hühe von reichlich 7 em, im dritten 
endlich hatte die Ausbuchtung die GrüBe eines normalen Magens 
und hing mit engem Hals mit dem selbst normal grofen Magen 
zusammen. Die Wandung der Divertikel zeigte sich verschieden 
dick, aber im allgemeinen nicht dünner als diejenige des normalen 
Magens, und enthielt dementsprechend alle Magenhäute, also auch 
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Muskulatur, welche in dem Fundus des gro$en Blindsackes sogar 
auffällig reichlich vorhanden war. Es konnten überall beide Haupt- 
schichten der Muskularis nachgewiesen werden, wenn auch ihre 
verhältni8mäfige Ausbildung sehr wechselnd erschien. Besonders 
auffällig war eine formlich hypertrophische Entwicklung der inne- 
ren Muskelschichten an der den Divertikeleingang umgebenden 
Magenwand bei den beiden kleinen Blindsäcken. 

Bei der Erklärung dieser Blindsackbildungen, auf welche der 
Verf. näher eingeht, macht das Fehlen von Veränderungen an der 
Muskulatur Schwierigkeiten, doch kann darüber kein Zweifel sein, 
daf einerseits die localen durch die Geschwüre bedingten Verän- 
derungen, andererseits die durch die Geschwürsvernarbung be- 
wirkte Pylorusstenose verantwortlich zu machen sind. — 

9. Da die Osteochondritis syphilitica eine charakteristische 
und fast regelmäfige Erscheinung bei congenitaler Syphilis ist, 
ist durch zahlreiche Untersuchungen festgestellt, dagegen ist das 
Vorkommen und die Häufigkeit der rachitischen Epiphysenver- 
änderungen bei Neugeborenen noch strittig. Ich veranlafite daher 
Herrn O0. Lentz (Osteochondritis syphilitica und Ra- 
chitis congenita) neue Untersuchungen über die Knochenver- 
änderungen todtgeborener oder bald nach der Geburt verstorbe- 
ner Neugeborener anzustellen mit besonderer Berücksichtigung 
der Frage, ob rachitische Veränderungen vorkommen und inwie- 
weit etwa rachitische und syphilitische Veränderungen verwechselt 
werden kôünnen. 

Es wurden Knochen (meist Rôhrenknochen und Rippen) von 
17 Früchten mit verschiedenen Färbemethoden genau untersucht. 
Es erwiesen sich 8 Fälle als normal, 12 als syphilitisch, 2 als 
rachitisch. 

Die beiden rachitischen Fälle zeigten nicht die hôchsten Ver- 
änderungen, insbesondere fehlte das Durcheinandergeschobensein 
von gewuchertem Knorpel und osteoidem Knochen, aber die unre- 
gelmäfige Wucherung des Knorpels besonders in der Richtungs- 
zone, die mangelhafte Knorpelverkalkung, die unregelmäBig auf- 
steigenden Markräume und die massige Auflagerung kalklosen 
Knochens in der Spongiosa gestatteten die Diagnose. Aufällig 
war an diesen Präparaten gegenüber den anderen die starke Fär- 
bung der Wucherungsschicht mit Methylenblau und Dahlia. Fer- 
ner fiel die starke Vascularisation des Epiphysenknorpels auf. 
In einem der beiden Fälle war nach dem makroskopischen Befund 
Syphilis diagnosticirt worden, eine Verwechselung die in umge- 
kehrter Weiïse sicherlich von jenen Untersuchern gemacht worden 
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ist, welche die Rachitis als einen häufigen Befund bei todten Neu- 
geborenen bezeichnet haben. 

Unter den 12 syphilitischen Früchten waren nur 2 mit spezi- 
fischen Veränderungen an inneren Organen behaftet, 2 andere 
zeigten auBer der Knochenveränderung noch Hyperplasie der Milz 
und Leber. In einem Falle wurden in der Verkalkungszone 2 als 
miliare Gummata (?) angesprochene Bildungen bemerkt. Fast in 
der Hälfte der Fälle (5 mal) zeigte sich mikroskopisch dicht ober- 
halb der Verkalkungszone eine eigenthümliche Schicht, welche 
2 mal schon makroskopisch als feiner dunkler Strich bemerkbar 
war. Die in der Richtungszone liegende Schicht zeichnete sich 
durch stärkere Färbung an Hämatoxylin-, Pikrokarmin- und Me- 
thylenblau-Präparaten aus, zeigte aufBerdem eine Verbreiterung und 
stellenweise gradezu Auffaserung der Quersepta und an der Knor- 
pelseite eine allmählich zunehmende Abplattung der Knorpelhôühlen, 
während nach dem Knochen zu sofort grof$e rundliche Knorpel- 
hühlen an die veränderte Partie sich anschlossen. An der Knochen- 
oberfläche ging die Schicht unmerklich in das Perichondrium über. 
Dieselbe lieB sich, von Markräumen durchbrochen, durch die ganze 
Breite des Knorpels verfolgen und bildete 3 mal eine grade, je 
1 mal eine geschlängelte bzw. gezackte Linie. Die Breite der 
Schicht war in verschiedenen Fällen verschieden grof. 

Aehnliches ist schon früher bei der sog. fôtalen Rachitis be- 
obachtet worden, wo dieser Streifen von den Untersuchern theils 
als eingewachsene Periostlamelle, theils aber auch als umgewan- 
delter Knorpel (s. Scholz, Fütale Rachitis, Dissertation, Gôttin- 
gen 1892) betrachtet wurde. Eïn wesentlicher Unterschied ist nur 
der, daB dort die Veränderung meist nicht durch den ganzen 
Knorpel hindurch ging, sondern die centralen Abschnitte frei lieB 
(diaphragmaartig). 

Unter den 17 untersuchten Früchten befanden sich 9 mace- 
rirte. Davon waren 7 — 77,8 ‘/o syphilitisch, je 1 rachitisch 
bzw. normal. — 

10. Der alte Streit über den Sitz der Kieferspalte, ob 
zwischen Ober- und Zwischenkiefer oder im Zwischenkiefer, ist in 
neuerer Zeit von neuem entbrannt, es erschien daher angebracht, 
die Frage an neuen Präparaten zu prüfen. Herr Kühne (Ueber 
Hasenscharten-Kieferspalte mit Berücksichtigung der 
Cyclopie) hat zunächst 8 Präparate der pathologischen Samm- 
lung, das 1. und 2. von Kindern, das 3. von einem Erwachsenen 
untersucht. Wenn auch die Knochen- und Zahnbildung zeitlich 
verschiedene Dinge sind, so ist es doch vor allem wichtig, das 
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Verhältni8 der Zähne zu den Spalten festzustellen, deshalb wur- 
den an allen Präparaten sorgfältig die Alveolen aufsemeifelt und 
besonders bei dem Präparat vom Erwachsenen die Wurzeln blof- 
gelegt, um genau die Art der Zähne bestimmen zu kônnen. 

1. Fall. Doppelseitige Spalte. mit Wolfsrachen. Im rüssel- 
artig vorspringenden Zwischenkiefer 2 auffällig breite Schneide- 
zähne, lateral von jeder Spalte 1 Eckzahn und 2 Malzähne. 
M, M CII|IHIC, M, M)‘. Es fehlt also je ein Schneidezahn, 
vermuthlich im Zwischenkiefer, da die vorhandenen so auffällig 
breit sind. 

2. Fall. Linksseitige Kieferspalte mit Wolfsrachen. Rechts 
von der Zwischenkiefernaht sind 2 Incis. 1 Can. 2 Mol. vorhanden, 
links von derselben 1 Incis. dann die Spalte, wieder 1 Incis. 1 Can. 
2 Mol. M, M, C,LI]|I}II C, M, M), also ein Befund, wie man 
ïhn bei dem Sitz der Spalte im Zwischenkiefer, zwischen dem 
inneren und äuBeren Schneidezahn erwarten sollte. Es ist aber 
rechts keine Spur einer Naht an dieser Stelle zu bemerken und 
der praecanine Incisivus kônnte um so eher als ein überzähliger 
Zahn aufsgefaBt werden, als er auffällig klein und in die Spalte 
hineingewachsen erscheint. Es würde dann also am Spalt der 
äuBere Schneidezahn, wie im 1. Fall, als fehlend zu erachten sein. 

Solche überzähligen Zähne kommen bei Kieferspalten nicht 
selten vor, auch in mehrfacher Anzahl und erschweren die Be- 
urtheilung der Präparate. Das gilt auch für den 

3. Fall. Das Präparat zeigte äuferlich eine rechtsseitige 
Kieferspalte, doppelten Wolfsrachen und mediane Spalte im wei- 
chen Graumen; bei genauerer Präparation zeigte sich aber unter 
dem unversehrten Zahnfleisch der linken Seite noch eine Kkleine 
Kieferspalte. Die Vertheilung der Zähne war folgende: 

MAC Pr. Pr CT PT ETS PIC PNEM ME 
Nimmt man wieder an, da rechts, wo die ausgebildete Spalte ist, 
der äufere Schneidezahn fehlt, während derselbe links neben der 
unvollständigen Spalte vorhanden ist, so würden wiederum die 
beiden Praecanini als überzählige Bildungen des Oberkiefers zu 
betrachten sein. Wollte man diese als die normalen äuferen 
Schneidezähne ansehen, so müfte man auf der linken Seite, wo 
doch die geringste Veränderung vorliegt, einen überzähligen Zahn 
im inneren Abschnitt des Zwischenkiefers annehmen, der auf der 
rechten, viel stärkere Veränderung darbietenden Seite fehlte. Die- 


1) M = Molaris, Pm — Praemolaris, C — Caninus, ! — Incisivus, || — 
Spalte, | — Zwischenkiefernaht, 
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ser Zweifel wäre entschieden, wenn sich nachweisen liefe, daB 
Schneidezähne nur im Zwischenkiefer, nicht aber im Oberkiefer 
sich bilden künnten, denn dann müften die praecaninen Incisivi 
den äuferen Schneidezähnen entsprechen. Den cyelopischen Mi- 
bildungen fehlt der Zwischenkiefer, es künnte also bei ihnen ein 
Aufschluf über diese Frage gefunden werden. Verf. gibt eine 
Zusammenstellung der auf die Zähne bezüglichen Angaben in der 
Litteratur, aus denen sich ergibt, daf in einem Theil der unter- 
suchten Präparate Schneidezähne vorhanden waren. K. hat selbst 
daraufhin 2 Cyclopenschädel untersucht, von welchen jeder in 
knôüchernen Alveolen 2 zweifellose Schneidezähne im Oberkiefer 
enthielt, welcher nur im einen Fall eine Andeutung einer Naht 
in der Mittellinie zeigte, aber nichts was auf einen Zwischenkiefer 
hindeuten künnte. 

Hierdurch wäre die Frage, ob im Oberkiefer Schneidezähne 
sich entwickeln künnten in positivem Sinne entschieden, wenn 
nicht Biondi entgegen der seitherigen Annahme behauptet hätte, 
daB der äufere Theil des Zwischenkiefers mit dem äuferen Schnei- 
dezahn sich aus dem Oberkieferfortsatze entwickelte. Bis jetzt 
hat diese Angabe zwar noch keine Bestätigung gefunden, immer- 
hin hegt hier ein zweifelhafter Punkt, der weiter verfolgt werden 
muf. Mür die Cyclopen bliebe es, wenn man die Schneidezähne 
nach Biondi erklären wollte, auffällig, daf nicht bei allen die 
äuBeren Schneidezähne sich finden, während dieser Umstand nichts 
auffälliges hat bei der Annahme, da die vorkommenden Schneide- 
zähne sozusagen überzählige Oberkieferschneidezähne sind. Diese 
Annahme gibt auch auf die Fälle von Kieferspalten übertragen, 
wie Verf. auszuführen sucht, eine einheitlichere Erklärung der 
verschiedenen Formen, als wenn man die Praecanini nach Biondi 
erklärt. Darum entscheidet sich der Verf. dahin, da die Prae- 
canini überzählige Oberkieferschneidezähne seien und die Spalte 
zwischen Ober- und Zwischenkiefer gelegen sei, welcher letzte 
oft einen Defect seines äuBeren Schneidezahnes erlitte. — 

11. Es war mir schon früher aufgefallen, dafif in myomatôüsen 
Gebärmüttern Muskelzellen vorkommen künnen, welche denen des 
frisch puerperalen Uterus kaum nachstehen. Ich veranlafite daher 
Herrn Bertelsmann eine sorgfältige Untersuchung aus ver- 
schiedenen Gründen vergrüBerter Uteri vorzunehmen, um festzu- 
stellen, ob die seither geltende Annahme von verschiedenem Ver- 
halten der Uterusmuskulatur je nach der Ursache der Vergrüferung 
richtig sei, und insbesondere um festzustellen, ob dabei regelmäfige 
Verschiedenheiten in der Zahl oder GrôüBe der einzelnen Muskel- 
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zellen vorkommen und wie etwa gefundene Verschiedenheiten zu 
erklären seien. Die Arbeit wird aufer als Dissertation auch in 
dem Archiv für Gynaecologie verôffentlicht werden, unter dem 
Titel: Ueber das mikroskopische Verhalten des Myo- 
metriums bei pathologischen VergrôBerungen des 
Uterus mit besonderer Berücksichtigung der Mus- 
kelzellen. 

Zur Erledigung der Aufgabe war es nothwendig, sehr müh- 
same mikroskopische Messungen vorzunehmen, die theïls in Schnitt- 
präparaten an querdurchschnittenen, theils in Zupfpräparaten an 
isolirten Muskelzellen vorgenommen wurden. Zur Untersuchung 
gelangten 24 pathologisch vergrôBerte Uteri, bei welchen die Ur- 
sachen der VergrüBerung waren: 3 mal Endometritis, 4 mal Cer- 
vixcarcinom, 1mal polypüses Sarcom, 1mal polypôüses Chorion- 
carcinom (Deciduom), 6 mal einfache, 3 mal multiple interstitielle, 
5 mal submucôüse Myome, 1 mal Hämatopyometra. Zum Vergleich 
wurden auch noch 1 jangfräulicher und 3 puerperale Uteri unter- 
sucht und die Dimensionen ihrer Muskelzellen festgestellt. 

Verf. kommt zu dem SchluB, da zweierlei Vorgänge im Myo- 
metrium Vergrôferung des Uterus bewirken kônnen: Vermebrung 
der einzelnen Gewebselemente und VergrüBerung der Muskelzellen. 
Beide Vorgänge greifen in einander über und kônnen zu gleicher 
Zeït vorhanden sein. 

Wächst in die Uterushühle langsam ein Tumor hinein oder 
vermehrt sich ganz allmählich in derselben ein abnormer Inhalt 
wie Blut u. s. w., tritt also ein Vorgang ein, der eine Nachahmung 
desjenigen bei der Schwangerschaft darstellt, so reagirt der Uterus 
ähnlich wie bei dieser, indem sein Gewebe sich auflockert und 
schichtet und die Muskelzellen eine wahre Hypertrophie eingehen. 
So fand B. die Veränderung bei den submucüsen Myomen, dem 
Deciduom und Sarcom sowie bei der Haematopyometra. Die Grôfe 
der Muskelzellen erreichte die von Sänger für den puerperalen 
Uterus 4 Stunden p. p. festgestellte. DaB daneben Wucherungs- 
vorgänge, entzündliche Veränderungen je nach Art des Uterus- 
inhaltes in mehr oder weniger gro$er Ausdehnung mit in’s Spiel 
kommen, ist natürlich, den Hauptvorgang bildet aber doch die 
rate der MusLoleliot, 

Die Ursache für diese schwangerschaftsähnliche Verinderang 
sieht B. in erster Linie in der mechanischen Auslüsung der imma- 

nenten Anlage zur VergrôBerung, wie sie auch durch das wachsende 
Ei geschieht. Es besteht aber doch auch Verschiedenheit, indem 
emmal die nervüsen Einwirkungen, welche das Ei auszuüben ver- 
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mag (Vergrôkerung des Uterus bei Extrauterinschwangerschaft etc.) 
fehlen (subserüse Myome machen als solche keine Uterusvergrühe- 
rung), andererseits in den pathologischen Fällen im Gegensatz zur 
Schwangerschaft häufig Contractionen eintreten, also in gewissem 
Sinne Arbeit, so daf die sich entwickelnde Hypertrophie einerseits 
als Folge der Auslüsung der immanenten Anlage, andererseits als 
Arbeitshypertrophie betrachtet werden mu, welche auch an ande- 
ren muskulôsen Organen, wie es scheint, sich wesentlich als ein- 
fache Hypertrophie äuBert. 

Hyperplastische Vorgänge, Vermehrung des Bindegewebes und 
der Zahl der Muskelzellen fanden sich hauptsächlich bei Metritis, 
Carcinomen und interstitiellen Myomen. Es wirkt hier ein Reiz 
auf das Myometrium ein, der weder eine erhühte Arbeitsleistung 
des Organes veranlaft, noch die Bestätigung der immanenten An- 
lage, sich unter gewissen Umständen zu vergrüBern, anregt. Ob 
sich mehr Bindegewebe oder mehr Muskulatur bildet, hängt von 
Nebenumständen, wie Alter der Patientin, Heftigkeit der entzünd- 
lichen Reïize ete. ab. Immer aber scheint das neugebildete Ge- 
webe sich dadurch vom normalen zu unterscheiden, daf das Bin- 
degewebe sowohl in der Nähe der GefäBe wie in den Muskelbün- 
deln eine mehr homogene, weniger faserige Beschaffenheit annimmt. 
Meïstens ist auch in den neugebildeten oder verbreiterten Muskel- 
bündeln das Bindegewebe relativ vermehrt. In späteren Stadien 
scheint durch das sich retrahirende Bindegewebe eine Verkleinerung 
der Muskelzellen einzutreten. DaB dort, wo frische Wucherungen 
statthaben, auch VergrüBerung geringen Grades der einzelnen Ele- 
mente vorkommt, ist nicht auffallend. Wenn VergrôBerung der 
Muskelzellen etwas hüheren Grades und Auflockerung der Wand 
ähnlich wie bei Schwangerschaft in unregelmäfiger Weïse auch 
bei Carcinom vorkommt, so läft sich das darauf zurückführen, 
da8 der Tumor den Cervicalkanal vorlegte und dadurch den Aus- 
fluf des, noch dazu vermehrten Inhalts der Uterushühle erschwerte, 
Für die Thatsache, daB interstitielle Myome, auch wenn sie grüker 
geworden und nur noch von wenig Muskulatur bedeckt ähnlich 
den submucôüsen in die Hühle hineinragen, doch nicht die gleichen 
Folgen bewirken, sucht B. folgendermañen zu erklären: Der in 
der Uteruswand liegende sich entwickelnde Tumor kann in seinen 
Anfängen, da er mit der Uterushôühle nichts zu thun hat, nicht 
als Erreger des physiologischen Vorganges in der Schwangerschaft 
wirken und Hypertrophie des Organes erzeugen, er wird vielmehr 
nur einen Fremdkürperreiz auf seine Umgebung austüiben und 
Wucherungsvorgänge veranlassen. Diese werden als Endresultat 
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Vermehrung der Muskulatur und des Bindegewebes, aber nicht 
unter Erhaltung der normalen Grewebstextur bewirken. Dadurch 
kann, wenn das Myom. schlieflich in die Uterushühle hineinwächst, 
das Eintreten der echten Hypertrophie zwar nicht gehindert, aber 
gehemmt werden. Trifft sie schlieflich doch ein, so wird aller- 
dings bei der vorgängigen Vermehfung der Muskelzellen die Ver- 
grôkerung des Uterus eine besonders starke werden müssen. 

Der Grund warum das einemal Hypertrophie, das anderemal 
Hyperplasie der Muskelzellen eïintritt, ist nach B. vielleicht in 
der Zusammensetzung der Ernährungsflüssigkeit zu suchen. Auf 
bessere Ernährung durch adäquate Flüssigkeit, also bei, den phy- 
siologischen entsprechenden Reïzen vergrôBert sich die Muskelzelle, 
infolge von Veränderung in der Zusammensetzung der Ernährungs- 
flüssigkeit, durch differente Reize geht sie mehr Kern- und Zellen- 
theilungen ein. — 

12. Die Frage nach der Herkunft des Fibrins auf den serô- 
sen Häuten bei der sog. fibrinüsen Entzündung ist immer noch 
controvers und da grade in der letzten Zeit wieder Ansichten in 
der Laätteratur vertreten wurden, welche ich nach meinen Erfah- 
rungen für falsch halten muñte, so habe ich Herrn Apel (Ueber 
die Herkunft des Fibrins auf serôsen Häuten unter 
verschiedenen pathologischen Verhältnissen) veran- 
lat, eine Reïhe von Untersuchungen zur Klärung der Frage anzu- 
stellen. Es waren insbesondere 2 Punkte, auf welche bei der 
mikroskopischen Untersuchung vorzugsweise zu achten war, das 
Verhalten der Endothel- (bzw. Epithel-) Zellen und das Verhältnik 
zwischen Fibrin und Bindegewebe. Zur Entscheidung beider Fra- 
gen war von vornherein am meisten Aufschlu& von müglichst 
frischen Fällen zu erwarten, darum wurden hauptsächlich solche 
ausgewählt. Es kamen im Ganzen 28 verschiedene Präparate zur 
Untersuchung, welche von 19 Leichen stammten. Die Mikrotom- 
schnitte wurden in verschiedener Weïse, hauptsächlich mit Pikro- 
carmin gefärbt. 

15 Präparate von 11 verschiedenen Lungen geben Aufschluf 
über die Veränderungen bei acuter Pneumonie mit Pleuritis. Fast 
alle zeigten dieselben oder doch hôchst ähnliche Veränderungen : 
es trat überall ein scharfer Unterschied zwischen Fibrin und Bin- 
degewebe hervor, vor allem deswegen, weiïl fast in allen Präpara- 
ten der Endothelüberzug der Pleura durch den ganzen Schnitt 
in nahezu ununterbrochenem Zusammenhang zu verfolgen war. 
Die Zellen erschienen häufig vergrôkert, hie und da vermehrt, der 
Leib oft kôürnig, meist sehr matt, Güfter gelblich gefärbt, aber die 
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bläschenfôrmigen Kerne, wenn auch nicht in allen Fällen gleich 
gut, so doch mit verschiedenen Farbstoffen, insbesondere mit Me- 
thylenblau färbbar. Das Fibrin war häufig durch einen Spaltraum 
von den Endothelzellen getrennt, doch waren solche auch manch- 
mal an dem Fibrin hängen geblieben. Das Fibrin hatte sehr 
wechselnde Beschaffenheit, indem es bald aus fibrillären Bändern 
und Balken, bald aus grüfieren oder kleineren Netzen, structur- 
losen oder krümeligen (besonders an der freien Fläche) Massen 
bestand. Keine Fädchen, die wiederholt zwischen den Endothel- 
zellen hindurch nach der Pleura ziehend gefunden wurden, dürften 
wohl ebenso wie in der Pleura selbst vorkommende feinste Fibrin- 
netze erst durch postmortale Gerinnung entstanden sein. 

Jedenfalls ist durch diese Beobachtungen zweiïfellos sicher ge- 
stellt, da8 bei dieser Entzündungsform das Fibrin in dem frischen 
Stadium nicht aus Gewebsdegeneration, sondern aus flüssigem Ex- 
sudat hervorgeht, welches zwischen den Endothelzellen hindurch- 
dringt und dann gerinnt, obgleich diese Zellen, wenn sie auch 
allerhand, theïls progressive, theïils regressive Veränderungen dar- 
boten, durchaus nicht abgestorben, jedenfalls nicht coagulations- 
necrotisch erschienen. 

Die Präparate lehrten weiter, da8 das Endothel offenbar durch 
den Exsudationsstrom abgehoben werden kann — besonders inte- 
ressant war eine partielle Abhebung — worauf dann das Fibrin 
mit dem Pleurabindegewebe in direkte Berührung treten kann. 
Aber auch dann ist zunächst noch eine ganz scharfe Abgrenzung 
beider müglich, nichts deutet auf genetische Beziehungen zwischen 
dem Gewebe und dem Fibrin hin. Dieser Zustand dürfte die 
Grundlage für einen weiteren Vorgang sein, den eines der übrigen 
Präparate erschliefen lieB. Dasselbe ergab nämlich das typische 
Bild der fibrinüs-produktiven Entzündung, wie ich es vom Pericar- 
dium in meinem Lehrbuch geschildert und abgebildet habe. Keine 
Spur von Degeneration in der Serosa, die noch deutlich zu er- 
kennen ist; auf derselben neugebildetes Bindegewebe, welches in 
hôchst unregelmäkiger Weise gegen das ihm aufgelagerte Fibrin 
abgegrenzt ist. Es kann sich dabei nicht darum handeln, daë das 
neugebildete Gewebe an der Oberfläche immer wieder eine  fibri- 
nôse Degeneration erleidet, während von unten her immer wieder 
neues Grewebe nachwächst, da abgesehen von den sonstigen histo- 
logischen Einzelheiten schon der Umstand durchaus dagegen spricht, 
da8 das Grewebe in der Tiefe den Charakter des älteren, das am 
Fibrin denjenigen des jüngsten trägt, das Wachsthum dieses Ge- 
webes ist also nicht zu vergleichen mit dem der Epidermis, son- 

Kgl. Ges. d. W. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1895. Heft 4. 28 


402 J. Orth, Bericht üb. d. im Sommerhalbj. 1895 im patholog. Institut etc. 


dern mit dem des Knochens: nicht in der Tiefe, sondern an der 
Oberfläche findet das Wachsthum statt. Es liegt genau dasselbe 
Bild wie bei der Organisation eines Blutgerinnsels oder eines 
Thrombus vor, man mu also auch den gleichen Vorgang anneh- 
men: genau wie dort schieben sich zuerst einzelne Fibroblasten 
in das Fibrin hinein vor, diesen folgen allmählich Gefäüke, ganze 
Brocken Fibrin werden umwachsen und von der Hauptmasse ge- 
trennt, aber schlieñlich werden auch sie zum Schwund gebracht, — 
kurzum das Fibrin, welches nicht aus Gewebe entstanden sein 
kann, sondern Exsudatfibrin sein muk, wird an der inneren Seite 
immer weiter organisirt, während an der Oberfläche bis zum Still- 
stand der Entziündung immer neue Fibrinmassen festwerden. 

Andere Bilder zeigten sich bei den spezifischen Prozessen, über 
tuberculôsen und sarcomatüsen Stellen. Hier wurden in der That 
Erscheinungen vorgefunden, wie sie von früheren Untersuchern 
schon geschildert wurden und welche als fibrinôse Degeneration 
des Bindegewebes gedeutet werden kônnen, ja müssen. Daneben 
muB aber auch die Bildung von Exsudatfbrin auf der Oberfläche 
des Gewebes angenommen werden, da, wenn auch meist die Endo- 
thelzellen nicht mehr zu finden waren — auch nicht auf der Ober- 
fläche der fibrinôsen Massen — doch zum Theïl noch endotheliale 
Zellen zwischen den Fibrinmassen und 1 mal wenigstens auch noch 
in zusammenhängender Schicht unter einer derben Fibrinlage 
beobachtet wurden. Diese Combination hat nichts Auffälliges, da 
sie ja auch bei den tiefen pseudomembranüsen (diphtherischen) 
Entzündungen der Schleimhäute zweifellos vorhanden ist. Auch 
der offenbar schnelle Verlust des Endothels ist mit dem su 
Verhalten des Schleimhautepithels in Uebereinstimmung. 

Eïinen besonders bemerkenswerthen Befund gaben die bétde 
letzten Präparate. Sie stammten von einem Magenkrebskranken 
mit Peritonealcarcinose. Bei einer Versuchslaparotomie wurde 
viel Flüssigkeit in der Bauchhôühle gefunden, welche vor den 
Augen des Chirurgen gerann. Ein Theïl des so entstandenen 
Fibrins mufte auf und zwischen den Darmschlingen zurückgelassen 
werden. Bei der 20 Tage später erfolgten Section bot das Peri- 
toneum das Bild der fibrinôüs-produktiven Entzündung. Während 
man nun hätte annehmen sollen, da8 sich hier nur die Erschei- 
nungen einer Organisation des aus Grerinnung in einer Flüssigkeit 
entstandenen Fibrins fünden, zeigten sich daneben deutliche Bilder 
von fibrinôser Gewebsdegeneration. Es mu allerdings hervorge- 
hoben werden, da es sich nicht um eïne eïnfache, sondern um 
eine krebsige Peritonitis handelte, — 


Weitere Mittheilung über die Ergebnisse von 
Pendelmessungen bei Gôttingen. 


Von 
W. Schur. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 16. November 1895. 


In Heft 2 dieser Nachrichten 1895 ist von mir ein Bericht 
geliefert worden über die von Seiten der Güttinger Sternwarte 
ausgeführten Pendelmessungen in Gôttingen selbst und an Orten 
in der Nachbarschaft, an denen Professor von Koenen Abwei- 
chungen in der Intensität der Schwere vermuthete. 

Diese Untersuchungen haben für den Ort Sack eine Abwei- 
chung der Schwere in dem aus geologischen Rücksichten erwarte- 
ten Sinne ergeben, aber ich habe an bezeichneter Stelle ganz aus- 
drücklich bemerkt, da diese Beobachtung noch sehr der Bestä- 
tigung durch weitere Untersuchungen bedürfe, da der von mir 
angewandte von Herrn Oberst von Sterneck freundlichst zur 
Verfügung gestellte Pendelapparat eigentlich nur ein Versuchs- 
apparat ist und die heutigen Tages nach seinen Angaben herge- 
stellten Instrumente einen wesentlich hôüheren Grad von Zuver- 
lässigkeit versprechen. 

Die von mir gewünschte Prüfung durch verbesserte Beobach- 
tungsmittel ergab sich nun sehr bald darauf, indem während die- 
ses Sommers von Seiten des Küniglichen geodätischen Instituts in 
Thüringen Pendelmessungen durch Herrn Haasemann ausgeführt 
wurden und der Director dieses Instituts Herr Geheimrath Hel- 
mert sich auf meine Bitte bereit erklärte, mit dem neuen Appa- 
rat des geodätischen Instituts Pendelmessungen auf unsern Be- 
obachtungsorten, nämlich in Güttingen, Teichmühle bei KI. Freden, 
Grünenplan und Sack ausführen zu lassen. Diese neuen Unter- 
suchungen haben im September und October d.J. stattgefunden 
und es ist mir von Seiten des geodätischen [Instituts über dieses 
Unternehmen ein Bericht zugegangen, den ich mit Zufügung einer 

28 * 
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Anmerkung meinerseits über den Beobachtungspunkt in Sack hier 
wôürtlich wiedergebe. 

»Der Director des Küniglichen geodätischen Instituts, Herr 
Geheimrath Helmert, beauftragte mich auf ein Ersuchen der K5- 
niglichen Gesellschaft der Wissenschaften in Güttingen, eine Neu- 
bestimmung der auf den Stationen Güttingen, Teichmühle bei 
Freden, Grünenplan und Sack von Herrn Professor Schur beob- 
achteten Schwere vorzunehmen, und die Beobachtungen im An- 
schluf an meine diesjährige Beobachtungsreise im Meridian des 
Brockens auszuführen. 

Um môglichst Zeit zu ersparen, hatte Herr Geheimrath Hel- 
mert gewünscht, da der Gang der als Beobachtungsuhr dienen- 
den Pendeluhr Strasser 101 durch elektrische Vergleichung mit 
den Pendeluhren der Güttinger Sternwarte bestimmt wurde. Die 
Vergleichung vor Beginn und nach Schluf der Beobachtungen 
führte der Assistent der Gôttinger Sternwarte, Herr Dr. Gross- 
mann, aus, der mich auch sonst bei den Einrichtungen der Sta- 
tionen in dankenswerther Weise unterstützte. Den Empfang der 
Signale übernahm der Observator Herr Dr. Ambronn in Güt- 
tingen, und Herr Dr. Grossmann leitete aus diesen Signalen 
die täglichen Gänge von Strasser 101 her, mit denen die Beob- 
achtungen reduciert sind. 

In der Gôttinger Sternwarte beobachtete ich auf demselben 
isolierten Sandsteinblocke im westlichen Meridianzimmer, auf dem 
auch Herr Professor Schur seine Beobachtungen angestellt hat. 

In der Teichmühle bei Freden standen die Apparate gleich- 
falls in demselben von Herrn Professor Schur benutzten Raume. 

Die Station Rômergrund ist auf den Wunsch des Herrn Pro- 
fessors von Koenen neu hinzugekommen. Der Beobachtungsort 
liegt an der Ostseite des Weges, der hinter dem Kilometersteine 
b.1 die HeerstraBe von Freden nach Lamspringe in der Richtung 
von Norden nach Süden schneidet, etwa 60 m in südlicher Rich- 
tung von ihr entfernt. Der Pendelapparat stand in einem Holz- 
häuschen, das schon auf den vorjährigen Beobachtungsstationen 
im Felde benutzt worden war. Für Uhr, Telephon und Coinei- 
denzapparat war ein Zelt aufgeschlagen. Das Holzhäuschen be- 
fand sich während des ganzen Tages im Schatten. 

In Grünenplan wählte ich statt des von Herrn Professor 
Schur benutzten Raumes einen etwa 100 m üstlich von diesem 
gelegenen mit festem CementfuBboden versehenen Keller in der 
Villa des Dr. Krippendorf. 

In Sack richtete ich die Scheune des letzten Hauses am üst- 


weitere Mittheilung üb. d. Ergebnisse von Pendelmessungen bei Güttingen. 


405 


lichen Ausgange des Ortes zum Beobachtungslokal ein, da nach 
meiner Ansicht der Fufiboden des in demselben Hause gelegenen, 
von Herrn Professor Schur benutzten Zimmers, nicht fest ge- 
nug war. 
[An dieser Stelle muB ich hinzufügen, daf zur Zeit als von 
Seiten der Güttinger Sternwarte in Sack Beobachtungen 
ausgeführt wurden, nämlich Anfangs Juni dieses Jahres, 
die hier erwähnte Scheune noch nicht errichtet war, und 
mir daher kein anderer Beobachtungsort zur Verfügung 
stand. Schur]. 
Als Beobachtungspfeiler benutzte ich auf den Stationen einen aus 
3 Theiïlen bestehenden transportabelen Steinpfeiler, der in Güttin- 
gen und Grünenplan direkt auf den Sandsteinblock bezw. Cement- 
fufboden und auf den anderen Stationen auf einer in den Boden 
gelegten Granitplatte festwegipst wurde. 

Ueberall wurde die Stabilität des Pfeilers nach der im geo- 
dätischen Institut üblichen Wippmethode geprüft und die Korrek- 
tion für das Mitschwingen des Pfeilers hergeleitet. 

GleichmäBig führte ich auf den Stationen 2 Beobachtungsrei- 
hen mit je 4 Pendeln aus. Um die tägliche Periode des Uhrgan- 
ges zu eliminiren, wurden die beiden Reiïhen in einem Abstande 
von 12 Stunden beobachtet. 

Für die einzelnen Stationen erhielt ich für das mittlere Pen- 
del folgende Werthe : 


Mittl. Pendel. Geogr. Breite, Hôhe. 
Güttingen 0.508190 51° 31.8 1617 
Teichmübhle 0.5081504 b1 56.2 120 
Rôümergrund 0.5081517 51 56.2 190 
Grünenplan 0.5081490 b1 57.0 195 
Sack 0.5081484 52 00.0 150. 


Danach gestaltet sich die weitere Rechnung wie folgt (vergl. 
den Bericht des Herrn Prof. Schur): 


Güttingen. Teichmühle. Rômergrund. Grünenplan. Sack. 
y° 9.811834 9.812192 9.812192 9.812204 9.812247 
S 0.5081590 0.5081504 0.5081517 0.5081490  0.5081484. 
9 [9.811834] 9.812168 9.812114 9.812218 9.812245 
g—y°  0.00000 —0.00002 —0.00008 +-0.00001  +0.00000 
JAg +-0.00050 +0.00087  +-0.00058 —+-0.00060  +0.00046 
—a —0.00017 —0.00013 —0.00020 —0.00021 —0.00016 


Summe +0.00033 


+-0.00022  —+-0.00080 


+-0.00040  +0.00030 
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Der Unterschied gegen Gôttingen beträgt also 
—0.00011 —0.00003 +0.00007  —0.00003 


Oct. 1895. gez. Haasemann. “ 


Zieht man diese mit einem viel‘feineren Apparate ausgeführ- 
ten Messungen in Betracht, so wird man sofort überzeugt sein, 
dañ der in meinem Berichte gemachte Vorbehalt durchaus be- 
gründet war und daB keine nachweïsbare Spur einer Abweïichung 
in der Intensität der Schwere an den bezeichneten Punkten vor- 
handen ist. 


In meinem früheren Berichte in Heft 2 muB es bei der Be- 
zeichnung der Chronometer heïifen: Sackmann in Altona an- 
statt Knoblich und Dencker in Hamburg. 


Zur Grundlegung der arithmetischen Theorie der 
algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 


Von 
Georg Landsberg. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 30. November 1895.) 


Die nachfolgenden Betrachtungen knüpfen an zwei jüngst 
erfolgte Publicationen des Herrn Hensel an‘; sie sollen dazu 
dienen, mit Hilfe der daselbst bewiesenen Sätze die arithmetische 
Theorie der algebraischen Functionen in einer Reïhe wesentlicher 
Puncte zu vereinfachen und zu vervollständigen. Insbesondere 
findet im zweiten Abschnitte die Frage ihre Erledigung, in wel- 
chem Umfange man sich von der Voraussetzung der Irreductibilität 
bei der Untersuchung algebraïischer Kôrper befreien kann. 


L Untersuchung einer n-blättrigen Riemann’schen 
Fläche und ihrer zugehôrigen Fundamentalgleichung 
in über einander gelegenen Puncten. 


Gegeben sei eine algebraische Function #ï* Ordnung durch 
eine Grleichung: 


(1) y" +4; (&) P Re +4@, (æ) ia AR nn (x) HE 0, 


deren Coefficienten rationale Functionen von æ sind und von wel- 
cher nur das Eine vorausgesetzt wird, da ihre Discriminante 
von Null verschieden ist. Betrachten wir alsdann den Kôrper & 
. derjenigen algebraischen Functionen von x, welche rationale Func- 
tionen von x und y sind, so gehôrt diesem eine Riemann’sche 


1) Uéber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen 
Functionen einer Veränderlichen. Crelles J. Bd. 115, $. 254—294. 

Ueber die Ordnungen der Verzweigungspuncte einer Riemann’schen Fläche. 
Sitzungsberichte d. kgl. pr. Akad. d. Wiss. 1895, S. 933—943. 

Ich citire diese Arbeiten mit Æund H,. 
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Fläche zu, deren Verhalten in den tiber einander gelegenen Punc- 
ten, die zu einem Werthe æx — «à gehôren, des Näheren unter- 
sucht werden soll Es môügen an dieser Stelle je «,, æ&, ...« 
Blätter der Fläche zusammenhängen, so daf 


d+at+a, = Mn 


ist, und es môügen die so charakterisirten » Windungspuncte mit 
p,, b,,... bp, bezeichnet werden. Dann kann man (vel. H,) » Functio- 
nen Ÿ,, Y,,... Y, des Kôürpers ® construiren, von der Art daB Y, 
im Puncte ÿ, in erster Ordnung verschwindet, während sie in den 
v—1 übrigen Puncten p den Werth 1 hat. Die Reïhenentwicke- 
lungen dieser » Functionen in den Puncten bp lauten hiernach: 


vV 


1 
YO = (x—a)1+... [YO = 14... YO —1+... 
1 
(2) Y® —1+... Y® — (x —a)"? + CT Re M 
: … 
YO = 14... FM = 1+... PO = (ua) +. 


Aus » derartigen Functionen kann man stets ein , Fundamental- 
system in Bezug auf den Modul æ—a“ ableiten, d.i. ein System 
von % Functionen, durch welche alle in den Puncten ÿb endlichen 
Functionen des Kôürpers linear und homogen mit Coefficienten dar- 
gestellt werden kônnen, welche rationale und für x = « endliche 
Functionen von x sind. Wir bilden nämlich: 


LEE A PRES PEAR D Ce PSS PA NE 
7 Es ee van 1 VV MATE Ce Re 2 se YApA Ip ES 
a _yy. ve 2, ya. éy, | ee FE TR 


und deuten die Conjugirten dieser » Functionen durch zwei obere 
Indices an, so da 7” derjenige Zweig der Function Z ist, 
welcher zum ki Werthe der gt* Reïhenentwickelung gehôürt, und 
also À die Zahlen 1,2,...@&,, g die Zahlen 1, 2,...v durchläuft. 
Bilden wir nun das System von #* Elementen: 


(gr) PORN RES CE; 
(4 (ZY (ven h! — 125 = 


und entwickeln jedes Element nach steigenden, ganzen oder ge- 
brochenen Potenzen von +—a, so folgt aus den Formeln (2), daf 
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sich aus den » aufeinanderfolsgenden Colonnen resp. die Potenzen: 


il 2 œ—1 
Loc) 

1 2 œo—1 

Œ) 1, Ga) %, (@—a)%, .…. (a) *, 
en a 

en) (en) 


herausheben lassen. Nachdem dies geschehen, bleibt in (4) ein 


System von Functionen zurück, welches sich für + — a auf die 
Werthe reducirt: 
HET 1 et G 0120 
Ami Ami 2 (a, —1) mi 
de e + re One U 
Ami Bi 4 (cu — 1) mi 
17: Ce Ex NE 020 
CD rt M ee | Q(æ, — 1)? #5 : 
le ne e a e FL 0 0 
; 
0 0 0 0 1 il 
2 (ay —1) mi 
0 0 0 st Pre. 


Q (cy— 1} mi 


0 0 0 #0 lbs eéton" 
die Determinante dieses Systemes hat also für æ — a einen von 
Null verschiedenen Werth, nämlich 
(+ a tr 2%) 


Daher sind die Wurzelfunctionen (5), abgesehen von ihrer Reïhen- 
folge, die Elementartheïler des Systems (4), wenn man diesen Aus- 
druck nur in Rücksicht auf den Modul x—a gebraucht, und da 
die Exponenten dieser Wurzelfunctionen lauter positive echte 
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Brüche sind, so bilden nach dem ,Fundamentalsatze“ des Herrn 
Hensel (H,; S. 267) die n Functionen Z,,...Z,,, in der That 
ein Fundamentalsystem für den Modul æ—a. 

Die Discriminante des Fundamentalsystemes ist das Quadrat 
der Determinante: 


GNL 0,0 =1, 247 | 
(6) 12% Fe = 1,206 


und diese Determinante ist durch das Product der Elementartheiler: 


1 1 
nette Deer et DIR DE pe Ce nl 
(@— a) œ CA CA 


und durch keine hôhere Potenz von æ—a theilbar. Hiernach ist 
der Factor 


(ay 1) EME (e 1) put Gas 


in der Discriminante des Fundamentalsystemes und folglich auch 
in der Discriminante eines jeden Systemes von # Functionen ent- 
halten, welche sämmtlich in Beziehung auf æ—a ganz, d.-h. in den 
v Puncten b endlich sind. Dieser wichtige Satz, durch welchen 
das Wesen der Gattungsdiscriminante klargelegt wird, ist, soviel 
ich weiB, zuerst von den Herren Dedekind und Weber in 
$ 11 ïhrer ,Theorie der algebraischen Functionen einer Veränder- 
lichen“ (Crelles J. Bd. 92) bewiesen worden. 

Jede in den » Puncten p endliche Function Y des Kôrpers 8 
kann nach den vorangehenden Darlegungen auf eine und nur auf 
eine Weise in die Form gesetzt werden: 


(7) ne 7 7 + Un ZÈ RE ar LTA ZE Us Zas FE 
+, Zi EE Uyo, Zy,: 


worin die Coefficienten « rationale und in + = « endliche Func- 
tionen von # sind, und da es in diesem Paragraphen überhaupt 
nur auf das Verhalten aller Functionen gegenüber dem Modul 
æ—a ankommt, so künnen und sollen im folgenden die Functionen 
uw auf ihren Rest nach dem Modul æ—a, also auf constante Werthe 
reducirt angenommen werden. Ergiebt sich bei dieser Darstellung 
für die Function ,1“ die Congruenz: 


(8) L= Mis Zis + Mio AS EL la Mao, Zi, + Moi Zee 
ar Mc Z: REC + Mye, Zye, (mod. %— 0), 


20a 


so muB M, = M, =. = M; — 1 sein, weil im Puncte p 


É 
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alle Functionen Z aufer Z,, verschwinden und diese ‘in ihm den 
Werth 1 annimmt. 

Jede Function Y der Form (7) genügt einer Gleichang nt 
Grades, der ,Fundamentalgleichung“, und diese Gleichung ist auch 
die Gleichung niedrigsten Grades, der alle »# conjugirten Werthe 
Y genügen, weil im allgemeinen keine zwei conjugirten Werthe 
einander gleich sind. Man kann aber auch — analog wie in der 
Theorie der algebraischen Zahlen — nach der Gleichung niedrig- 
sten Grades fragen, welcher die Function Y für den Modul æ—a 
genügt, und die so erhaltene , Fundamentalgleichung für den Modul 
æ—a“ steht alsdann in innigstem Zusammenhange mit der Zer- 
legung des Moduls +—a in Primideale. Voraus sei hierbei be- 
merkt, daf diese Zerlegung selbst bei unserer Wahl des Funda- 
mentalsystemes in einfachster Weise geliefert wird. Verschwindet 
nämlich eine Function Y in dem Puncte p, in der ht Ordnung 
(= a«,), so mul w,,u,,...u, gleich Null sein, weil alle Functio- 
nen des Fundamentalsystems aufier Z,, Z,, ... Z, in pb, mindestens 
in k* Ordnung verschwinden, diese Functionen selbst aber in p, 
keine Nullstelle oder eine solche niedrigerer Ordnung besitzen. 
Die Gesammtheïit der Functionen Y, für welche 


EM) 


ist, ist hiernach identisch mit der Gesammtheit derjenigen Func- 
tionen, welche in bp, eine k-fache Nullstelle besitzen oder welche 
nach der Dedekind-Weber”’schen Theorie durch das dem Puncte 
p, entsprechende Primideal $, in Ai Potenz theilbar sind; die Zer- 
legung des Linearfactors z—a in Primideale lautet hiernach: 


ga = PRE... pe). 
Subtrahirt man nun die mit #,, multiplicirte Congruenz (8) von 
(7), so erhält man: 


Vu, = (us, M3) Zs RE (ya, — Uix Myc,) Zoe, (mod. z— à), 
da aber Z,,...Z,,, sämmtlich durch $, theilbar sind, so ist 
Y—u,, = 0 (mod. $,) 


11 
und also 


(9) (Z-u,)* = 0 (mod. Pi). 


1) Eine Abweïchung erlauben wir uns von der Dedekind-Weber”’schen 
Theorie nur insofern, da8 wir das System der ganzen Functionen (0 am ang. 
Orte genannt) durchweg ersetzen durch das System der ,in æ — « ganzen Functio- 
nen“, was für unsere Zwecke geeigneter ist. Hiernach ist der Idealbegriff in un- 
wesentlicher Weise zu modificiren. 


Il 
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Ist «, — 1, so ist auch keine niedrigere als die «t° Potenz des 

Factors Y—«,, durch $* theilbar, vorausgesetzt da w,—4,,m., 

von Null verschieden ist. Denn bei dieser Annahme ist Y—",, 

nicht durch % theilbar, folglich (Y—u,):77 durch R%! und 

keine hühere Potenz dieses Primideales theïlbar. Bildet man die 

der Gleichung (9) analogen Gleichungen für die anderen Primideale 
» By... P,, so folgt durch Multiplication, daf die Function 


(10) VAE AR Ur MER TRE 


durch R%1, BR, ... KR, also auch durch æ—a theilbar ist. Daher 
ist F(Y) = 0 (mod. x—a) die Fundamentalgleichung für den Modul 
x—a; denn es folgt aus den vorangehenden Ausführungen, daf die 
Function Y keiner Congruenz niedrigeren Grades genügt, sowohl 
wenn man die Coefficienten ,,,...”,.,, als Unbestimmte auffaft, 
als auch dann, wenn man ihnen individuelle Werthe beilegt — 
vorausgesetzt nur dafi man im letzteren Falle gewisse exceptio- 
nelle Werthecombinationen vermeidet. Diese Bedingungen be- 
stehen darin, daB erstens w,,,%,,...w,, als von eïinander ver- 
schieden angenommen werden, und da zweitens für jedes 9, dessen 
zugehôriges «,—>1 ist, #,—u,m, nicht gleich Null ist. Denn 
unter dieser Voraussetzung kann kein Theiïler der Function F(Y) 
gleichzeitig durch jedes der » Ideale $,", R?, R°" theilbar sein, 
Daher ist es in der Theorie der algebraischen Functionen einerlei, 
ob man die Fundamentalgleichung für unbestimmte Coefficienten 
u bildet, oder ob man ihnen passende specielle Werthe beïlegt ; 
stets ist die Fundamentalgleichung für den Modul x—a das Ab- 
bild für die dem Linearfactor x —a eigene Zerlegung in Prim- 
ideale und kann daher umgekehrt für die Bestimmung der an der 
Stelle + — a auftretenden Verzweigungen benutzt werden. Es 
ist bekannt, daB in der analogen Untersuchung der Theorie 
der algebraïschen Zahlen der Uebergang von unbestimmten zu be- 
stimmten Coefficienten im Allgemeinen nicht vollzogen werden 
darf, — es sei denn, da man den ursprünglich gegebenen Ratio- 
nalitätsbereich überschreiten will. 

Stellt man schlieBlich die » ersten Potenzen der Grôfe Y 
durch das Fundamentalsystem dar: 


(11) Y' — Ur Zi us ASH CET We, Zio, as UNS Zu RÉ We Zope 
(r = 0, 1,2, ...n—L), 
so folgt jetzt fast unmittelbar, daB die Determinante 


MS (r) (r) (r) (r) (r) 
U—= fur, ui, We Unis Mie | (= 0,12,..n—1), 
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eine homogene Function der Unbestimmten w,,, ...,,, nicht durch 
æ—a theilbar sein kann; denn sonst würde Y für den Modul x—a 
eimer Congruenz niedrigeren als nt Grades genügen. Daher ist 
die Discriminante der KFundamentalgleichung gleich 
w) |2 ,9"= 1,2... 
FPAAGE | a 9,9 v } 


= 1,2,.,.a,; h—1,2,...a, 


also eine Form der Unbestimmten w,,...u,,, welche den Factor 
(&— a) und keine hôhere Potenz von æ—a enthält. Bildet man 
also die Gleichungsdiscriminanten aller Functionen des Kôürpers 
8, welche in den Puncten hp, p,,...p, endlich sind, so enthalten 
dieselben sämmtlich den Factor (x—a)"", aber nicht alle den Fac- 
tor (x—a)""", und die Discriminante der Fundamentalgleichung 
ist somit für jeden Linearfactor x—a aequivalent der Gattungs- 
discriminante. Dieser Satz findet sich bereits im $ 5 der Kron- 
ecker’schen Abhandlung ,Ueber die Discriminante algebraischer 
Functionen einer Variabelen“ (Crelles J. Bd. 91), ist aber dort 
mit ganz anderen Mitteln bewiesen. 


II. Reductibilität und Geschlecht. 


Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen gelten nicht blof 
für jedes im Endlichen befindliche System über einander liegender 
Puncte der Riemann’schen Fläche, sondern auch für die unend- 
lich fernen Puncte; im letzteren Falle hat man nur den Modul 


æ— a durch = zu ersetzen. Berechnet man die Zahl (n—») für 


alle môüglichen Systeme über einander liegender Puncte (oder auch 
nur für alle kritischen Stellen), so ist die über die ganze Rie- 
manu’ sche Fläche erstreckte Summe: 


(12) w — Z(n—v) 
die Riemann’sche Verzweigungszahl (vgl Dedekind-Weber, 
126$ 162). 


Hat man zwei Fundamentalsysteme für zwei verschiedene 


Moduln +—a und x—b, [oder auch x—a und ©) so kann man hier- 


aus leicht ein Fundamentalsystem für beide Moduln construiren ; 
man kann hiernach auf diesem Wege stets » Functionen finden, 
welche für beliebig, ja sogar für unendlich viele Moduln Funda- 
mentalsysteme sind. IndeB giebt es offenbar keine » Functionen, 
welche ein Fundamentalsystem für alle Moduln bildeten, und zwar 
einfach darum nicht, weil algebraische Fuanctionen stets Unendlich- 
keitsstellen besitzen, während die Functionen eines Fundamental- 
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systemes in Bezug auf den Modulz—a|resp. in Bezug auf den Modul à) 


sämmtlich für x — a, (resp. für x — oo) endlich sein müssen. 
Diesem nothwendigen Uebelstande kann man, wie dies in der 
Arbeit des Herrn Hensel (4) des Näheren dargelegt ist, da- 
durch begegnen, da8f man das Gébiet der zu untersuchenden 
GrüBen erweitert. Setzt man x — #, wodurch die Ausgangs- 
2 


gleichung (1) übergeht in: 
nm % n—1 Éru ts Don ss = 
ao rea(oprre(orta(s) 0 


so künnen wir alle diejenigen rationalen Functionen von y, &,, &, 
betrachten, welche zugleich homogene Functionen von x, und x, 
sind. Eine derartige Function » heïft eine algebraische Form 
des Kürpers &, und wenn sie die Dimension w besitzt, so sind in 
ihrer Gleichung : 


(15) UR = Pi(Z %) ie 5 D (&,, a) ae RATER Ph (&,, %,) = 0 


die Coefficienten p,, ...æ, rationale homogene Functionen der Di- 
mensionen w, 2u, ...mu; algebraische Functionen von x sind also 
Formen der Dimension Null. In dem so erweiterten Gattungs- 
bereiche giebt es ein ,absolutes“ Fundamentalsystem von # ganzen 
Formen: 


(14) Je He LE; CRE HU, 
deren Dimensionen resp. gleich w,, u,, u,,...u,_. sein môügen; das 
Determinantenquadrat : 

(15) D = |", H°, 4, HR, 2 


worin die oberen Indices die Conjugirten bedeuten, ist die Gattungs- 
discriminante. Hat ein Fundamentalsystem in Bezug auf den 
Modul x—a die Elementartheiler : 
ë, à 
@-a)}, @-a)*, (ea  6=<a,<1, 


so hat die Gattungsdiscriminante die Elementartheïler : 
Gen)", (ar), … (ea); 


hat aber ein Fundamentalsystem in Bezug auf den Modul - die 


Elementartheïler : 
L 
() 


& £a 


d L\e 
1 G) rs G) (OZe, <1); 
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so hat die Gattungsdiscriminante die Elementartheiler : 


Et £a En 
La 2 La ? } 4%: là Lo L 


Die Dimension der Gattungsdiseriminante, d. 1. die Zahl 


(16) DURE 2(u +++... +u,) 


ist hiernach identisch mit der vorher bestimmten Verzweigungs- 
zabhl w; denn die Gattungsdiseriminante besteht eben aus den Po- 
tenzen («,æ, + «, 2) welche den Elementartheilern der Discrimi- 
nante der Fundamentalsysteme für die einzelnen Moduln ent- 
sprechen, und enthält sonst keine Theiler. — 

Soweit sind alle Betrachtungen von der Voraussetzung der 
Irreductibilität ganz unabhängig und für jeden durch eine Glei- 
chung (1) mit nicht verschwindender Discriminante constituirten 
Kôrper rational durchführbar. Ist dies aber geschehen, so erhält 
man auf diesem Wege auch stets Aufschluf über die Reductibilität 
der Ausgangsgleichung t). 

Es sei nämlich die Gleichung (la) reductibel, also: 


r+a(fjy+.+a ()y+e (fr) Er BC, worin 
(17) XL X, X, 
Lam X, T—1 —_ x, QUE, à LA sl ee x, 
B=y+(e)v+ +0,(%), = y+a(r + +(à) 


ist und die Coefficienten b und c rationale Functionen von … sind, 


Wenn nun durch die Gleichungen B = 0 und C — 0 die Kürper 
5 und € erzeugt werden und die Formen 


TéSD rie 


81 


B,, B,,... B 


r—1 


absolute Fundamentalsysteme für diese Kôrper bilden, so kann 
man hieraus ein absolutes Fundamentalsystem des Kürpers & ab- 
leiten. Da nämlich die beiden Functionen B und C, als ganze 
Function von y betrachtet, keinen Theïler gemein haben künnen, 
so giebt es zwei ganze Functionen B' und OC’ von y mit Coeffi- 


cienten, welche rationale Functionen von Fe sind, von der Art daf 
2 


(18) . BB'+CC'= 1 


ist, und hier ist offenbar sowohl BB" als auch CC! eine Form 


1) Vgl. für das folgende $ 4 der Kronecker’schen Abhandlung über die 
Discriminante. 
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nullter Dimension des Kôrpers R. Bildet man jetzt die Formen: 
(HS)22,CCSB,, CC'B;, ...:0CB BTS BP EPP 
so stellen dieselben ein Fundamentalsystem für den Kôrper À dar. 
Denn bezeichnen wir die Wurzeln von B = 0 mit y', y”, ... y", die 
von C = 0 mit y", y°4,... y", ‘so läBt sich eine ganze Form 
D von y, «,, x, in den Kôrpern 8 und © in der Form darstellen: 
D = 6,B,+6,B,+:-:. HÉABE 
D= LAN CE ZE DE DL PR De 
worin Boy +. By Yy +. V,1 ganze homogene Functionen von 4, 


und %, sind, und diese zwei Gleichungen vertreten 7, resp. s 
Gleichungen, nämlich: 


DONNER D (GER ESRE (y°) (@ = 1, 2, 7) 
DE) = Fe (a?) Dre. 1e (y?) (6 —1,2,...5) 

Nun aber ist nach Gleichung (18) 
BB'(y"**) = 1 und CC(y®) = 1 Le 1,2,... : 


611; 2, 8)4 


wobei z. B. CC'(y®) den Werth der Function CC' für y = y® be- 
deutet; folglich gilt für k = 1,2,...n die Gleichung: 


D(y") = Bo. CCR") ++ 8... 0C0'B, ,(y") 

notes BP (UE) NN BBA = GE; 
und die Formen (19) bilden hiernach in der That ein absolutes 
Fundamentalsystem des Kôrpers &. Bildet man die Gattungs- 


discriminante für dieses Fundamentalsystem, so ist sie das Qua- 
drat der Determinante: 


(20) BF 0 0,9 —1,2,...7\ 
0 rot see 


Hieraus fliefen nun zwei Folgerungen. 
1) Die Elementartheiler der Determinante (20) setzen sich 
offenbar aus den Elementartheïilern der Determinanten 


[BE 17647 
einfach zusammen, in der Art daB die Elementartheïler beider 
Determinanten zusammengenommen für die Determinante (20) ein 
System ,zusammengesetzter Elementartheiler“ nach der Bezeich- 


nung des Herrn Frobenius (Crelles J. Bd. 86, S. 163) bilden. 
Da aber die Elementartheiler die Verzweigung der zugehôrigen 
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Riemann’schen Fläche bestimmen, so gestattet die Kenntnil 
einer oder mehrerer Verzweigungen oftmals ein Urtheil über die 
Irreductibilität der Ausgangsgleichung und des durch sie consti- 
tuirten Kürpers. 

Für eine beliebige vorgelegte Gleichung nt Grades ist näm- 
Bich die denkbare Anzahl der môglichen Zerlegungen gleich C,, 
wenn man mit diesem Buchstaben die Anzahl der Müglichkeiten 
bezeichnet, #» Elemente in Gruppen zusammenzufassen 

Un, 2, C0 C1 15,".."); 

wenn aber an einer Stelle x — «a nur » Puncte der Riemann- 
schen Fläche auf einander liegen, so verringert sich die Anzahl 
der Reductionsmôüglichkeïten auf G,, und noch stärker ist diese 
Verringerung, falls mehr als eine Verzweigung bekannt ist. Hier- 
auf beruhen die verschiedenen Kriterien der Irreductibilität, welche 
Herr Kôünigsberger in seiner Abhandlung ,Ueber den Eisen- 
stein’schen Satz von der Irreductibilität algebraischer Gleichungen“ 
(Crelles J. Bd. 115) aufgestellt und bewiesen hat. 

2) Man kann aber auch durch die vorangehenden Betrachtungen 
zu einem allgemeinen Kriterium der Irreductibität gelangen. 
Denn in jedem Fundamentalsystem giebt es eine Form der Di- 
mension Null, nämlich die Form H, — 1, und wenn der Kôrper 
irreductibel ist, so giebt es offenbar auch nur eine Form der 
Dimension Null. Ist aber der Kôrper reductibel, so giebt es, 
weil die Formen BB' und CC' in (18) beide die Dimension Null 
haben, stets mindestens zwei Formen nullter Dimension. Wenn 
man also für einen vorgelegten Kürper algebraischer Functionen 
das absolute Fundamentalsystem nach irgend einer der vorhandenen 
Methoden aufstellt, so erhält man stets Aufschluf über die Re- 
ductibilität des Kôürpers und der Ausgangsgleichung auf Grund 
des Satzes: Ein Kôürper algebraischer Functionen ist 
irreductibel oder reductibel, je nachdem in dem ab- 
soluten Fundamentalsystem H,, H,,... H,, eine oder 
mehrere Formen der Dimension Null auftreten. Die 
Anzahl der Formen der Dimension Null ist gleich der 
Anzahl der irreductibelen Factoren der Gleichung. 

Ist der Kôürper irreductibel und ordnet man die Formen 
H,, H,,... H,, nach der GrôBe der Dimensionen u,, u,,...u,_; 
80 ist u, —0, u,,...u,, = 1, also _ — ZuZ=n—1. Der Ueber- 
schuf 

w 
(21) D=Z-n+ 1 


Kgl. Ges. d. W. Nacbrichten. Math -phys. Klasse. 1995, Heft 4. 29 
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ist das Geschlecht des Kürpers. Im Falle einer ,allgemeinen“ 
Curve nt Ordnung: 


%5 + Pile + PT Re EE DUT D, ne 0, Ë 
worin y, eine ganze Form At Dimension von x, und 4, ist, ist 
das Fundamentalsystem einfach: 

HSE TOO ER, 
also die Ordnung der Gattungsdiscriminante 
DT a OR) 
(n—1).(n—2) 
2 


sich auf den Fall einfacher Doppel- und Rückkehrpuncte, so läfit 
man zu daf die Discriminante D einen Läinearfactor in der 2t, 
resp. 3% Potenz besitzt, während die ersten Unterdeterminanten 
als Formen ohne gemeinsamen Theiler vorausgesetzt werden. 
Für jeden derartigen Factor verringert sich nach dem Funda- 
mentalsatze des Herrn Hensel das Geschlecht um eine Eïinheit, 
es ergiebt sich also in der That die wohlbekannte Formel: 


p = 4(n—1)(n—2)—d—r. 
Heidelberg, November 1895. 


gleich 2w = n(n—1), also p — Beschränkt man 


Ueber die in einem Blitzschlage zum Ausgleich 
kommenden Electricitätsmengen. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 30. November 1895. 


Von Angaben über die bei einem Blitze sich entladenden Elek- 
tricitätsmengen ist mir nur eine bekannt. Wilhelm Kohl- 
rausch hat aus den Schmelzwirkungen, die ein Blitzschlag auf 
Kupferdrähte von bekanntem Widerstand ausgeübt hatte, für die 
sich entladende Elektricitätsmenge Grenzwerthe zwischen 52 und 
290 Coulombs berechnet ?)}. Es schien mir nicht ohne Interesse, 
zu untersuchen, welche Werthe sich ergeben, wenn man von der 
Annahme ausgeht, daf das zu der Entstehung des Blitzes er- 
forderliche Potentialgefälle dasselbe sei, wie bei der Entladung 
zwischen zwei in Luft einander gegenüberstehenden Conduktoren. 
Nehmen wir als Länge des Blitzes 300 "?), als Potentialgefälle 
32000 Volt pro cm*), so kommen wir zwischen Wolke und Erde 
zu einer Potentialdifferenz von 


800 >< 100 >< 32000 Volt oder 32 >< 10° em? g? sec”! 


Wir setzen nun an Stelle der Wolke eine Kugel vom Halb- 
messer «a; den Halbmesser der Erde bezeichnen wir durch b, die 
Entfernung der Kugelmittelpunkte durch € Das Potential der 
Wolke sei V,, das der Erde V,, die Ladungen dementsprechend 
e, und e. Wir erhalten dann die Gleichungen : 


1) W. Kohlrausch. Die Berechnung von Blitzableitern und ein Versuch, 
die Elektricitätsmenge der Gewitterentladungen zu schätzen. Elektrot. Zeitschr. 
1888. p. 123. 

2) Kayser. Ueber Blitzphotographieen. Ber. d. Berl. Akad. 1884. 27. Nov. 

3) Heydweiler. Ueber den Durchgang der Elektricität durch Gase- 
2. Ueber das Entladungspotentialgefälle. Wied. Ann. 1890. Bd. 40. p. 464. 
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(EN LT l'E + Qi F. 
VE 1£ + Qs Ve 


Die Coëfficienten g lassen sich nach Kirchhoff in der Form dar- 
stellen : 


1° £, 
A a ME (- Res w(- =) 
MANN 
qu = Lens Det-len+#Q)  —@ 
a il À É; 
Gun =  gpege LB (logo) + (= Se) 
Hier ist: 
JE Vas +0 + cf _2&#b 20e 20 
+ 2 ab “el c—d—b—} 
A CE LATE TC 2 ab 
C++ CE ET EN do 2 
6, — SEE EE es , 6 = — log DRE 


aU ŒU D: «dU 
IQ = U —ilogg —— dE Fr - 1.9 (log q) dé _ 1.5.3.4 (089) Eae 


J5 2 dAU 
LS EP RE NE NT ED 


wWO 
TR OUR MEL NN 
DER re SC dE Ci 
und 
1 % 1 
Bi =, B, = 365; LB = y: 


insbesondere wird : 
— 0,05556 (Log g9)° + 0,002592 (log g)* + 0,000521 (log g)° + 
Endlich ist: 


1 il 1 


1 
— y SE doc 
2) RS SE LETTRE Tyn 


TUPINE NE 


— logn 
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und À " 
(0) = — 0,577. 


Wir setzen nun € = b+a+d, und nehmen an, daB a und d 
sehr klein seien gegen D; dann ergiebt sich: 


aie ments 2 a —————— 
= DPF, À = 2 VF Fa, 


a+d—\Vd+2ad 


Que = 
e _ VE +2ad e = loge ++ +2ad d'+2a| 
’S VS A A Lou D 2ab |’ 


oder nach einer kleinen Umformung: 


a + d — ere d'+2ad 


o a. log q — É 4 
und 
Ë, dd Nd Ho ali 2ad 
— — — | + . = . 
loggq blog q 4a 


Wir setzen nun, um für die Rechnung einfache Verhältnisse 
zu erhalten, d = a, den Durchmesser der Wolke gleich 600 m. 
Dann wird: 


ae 2 a3, g° — 0,268, log q — — 0,658, log(—logq) = —0,419. 
V3 (e) ( a 
E, = — CRM &, — — 0,658, — Joggq ee — 1+0,584 
Mit Benutzung dieser Werthe ergiebt sich: 
Tai 1,34 a TT 
Qu —= 3,720, 
und somit : 
C—moloa(F =), 
e, = —1,34a V, +8,72b V,. 


Setzt man der zu Anfang eingefübrten Hypothese ent- 
sprechend : 


422 Eduard Riecke, üb. die in einem Blitzschlage zum Ausgleich etc. 


V,— V, = 32 < 10° elektrostatischen Eïnheiten, 
a = 8 > 10* cm, 
so wird j 
e, = 1,34 < 38 >< 32 >< 10° elektrostatischen Einheiten , 


oder gleich 43 Coulomb. 
Setzt man d — +a, so wird: 


Ji 1,54: =) 
und 
e, = 1,54 < 6 >< 32 >< 10° elektrostatischen Eïnheïten 
oder gleich 98 Coulomb. 


Die Werthe sind in der That von derselben Grôfenordnung 
wie die von Kohlrausch berechneten. 
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